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Zu  der  Abfassung  des  vorliegendes  Werkes  bin  ich  veranlasst 
worden  durch  das  mir  in  meinem  Amte  mehrfach  entgegengetretene 
Bedürfniss  nach  einem  Buche,  welches  geeignet  ist,  die  Studirenden 
der  Mathematik  und  Physik  soweit  in  die  (1  rundlehren  und  Methoden 
der  allgemeinen  Mechanik  einzuführen,  als  diese  in  den  Vorlesungen 
über  die  einzelnen  Theile  der  theoretischen  Physik  zur  Anwendung 
kommen  und  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  müssen.  Ausserdem 
habe  ich  gemeint,  dass  bei  der  immer  wachsenden  Bedeutung,  welche 
theoretisch -physikalische,  speciell  mechanische  Betrachtungen  in  den 
verschiedensten  Gebieten  der  Naturwissenschaft  gewinnen,  dem  Chemiker, 
Mineralogen,  Physiologen  u.  s.  f.  ein  Buch  willkommen  sein  möchte, 
welches  die  analytische  Mechanik  nicht  nach  ihren  mathematischen, 
sondern  mich  ihren  physikalischen  Beziehungen  behandelt,  in  knapper 
Form  alles  für  das  Verständnis  und  die  Anwendung  Wesentliche 
bietet  und  doch  nur  geringe  mathematische  Vorkenntnisse  des  Lesers 
erfordert.  Denn,  wie  der  Name  „elementare  Mechanik“  andeuten  soll, 
wird  in  dem  vorliegenden  Werk  nur  der  Inhalt  der  gewöhnlichen  ein- 
leitenden Vorlesungen  über  Infinitesimalrechnung  und  analytische 
Geometrie  vorausgesetzt,  von  der  Theorie  der  Reihen,  der  Differential- 
gleichungen, der  Potentialfunction , der  elliptischen  Functionen  u.  s.  w. 
aber  kein  Gebrauch  gemacht. 
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Vorwort. 


Der  Zweck,  durch  die  Entwickelung  der  Grundgesetze  der  Mecha- 
nik in  das  Studium  der  theoretischen  Physik  einzuführen,  hat  die  Form 
des  Buches  bestimmt.  Von  der  Vollständigkeit,  welche  ein  Handbuch 
der  Mechanik  zu  zeigen  hat,  musste  durchaus  abgesehen  und  in  jeder 
Hinsicht  nur  eine  Auswahl  geboten  werden.  Die  Ableitung  der  Grund- 
gleichungen für  die  Bewegung  von  Massenpunkten,  von  starren  und 
von  nicht  starren  Körpern  ist  auf  möglichst  directe  und  anschauliche 
Weise  vorgenommen  und  jede  Auseinandersetzung  über  andere  zu 
ihnen  führende  Wege,  wie  über  die  hiermit  im  Zusammenhang  stehen- 
den allgemeinen  mechanischen  Principien,  ist  unterlassen.  Von  Anwen- 
dungen sind  besonders  solche  bevorzugt,  welche  eine  practische  Bedeu- 
tung haben,  z.  B.  die  Theorie  wichtiger  physikalischer  Messinstrumente 
liefern.  Bei  allen  ist  ein  grosser  Werth  auf  die  Discussion  der  theo- 
retischen Resultate  gelegt,  um  sowohl  zu  zeigen,  welche  Fragen  an 
dieselben  gestellt  werden  können,  als  auch,  wie  ihre  Beantwortung  zu 
linden  ist.  Eine  Reihe  von  Nebendingen,  welche  dem  Anfänger  leicht 
»Schwierigkeiten  bieten,  aber  gemeinhin  übergangen  werden,  wie  das 
doppelte  Vorzeichen  in  Differential-  und  Integralgleichungen,  das 
Gültigkeitsbereich  von  Lösungen  und  dergl.,  sind  mit  Ausführlichkeit 
besprochen,  um  den  Leser  zu  veranlassen,  sich  über  jeden  gethanen 
Schritt  vollständige  Klarheit  zu  verschaffen. 

Die  Beschränkung  hinsichtlich  der  Anwendung  der  Hülfsmittel 
der  Mathematliik  hat  besonders  im  dritten  Theil,  der  Mechanik  nicht- 
starrer Körper,  zu  einer  von  der  gebräuchlichen  tlieilweise  abweichen- 
den Darstellung  geführt.  Da  die  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen nicht  vorausgesetzt  werden  sollte,  so  war  es  nötliig, 
sowohl  in  der  Dynamik  idealer  und  reibender  Flüssigkeiten,  wie  in 
der  Statik  der  elastischen  Körper  von  der  Betrachtung  unendlicher 
Körper  auszugehen,  für  diese  ein  System  von  particulären  Lösungen 
der  bezüglichen  Differentialgleichungen  aufzustellen  und  den  Uebergang 
zu  endlichen  Körpern  dadurch  vorzunehmen,  dass  Oberflächen  auf- 
gesucht wurden,  welche  bei  Annahme  dieser  Lösungen  unter  gewissen 
Umständen  ihre  Begrenzungen  bilden  können.  Wurde  durch  diese 
Methode  die  Behandlung  einiger  wichtiger  Probleme,  z.  B.  der  Biegung 
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eines  elastischen  Stabes,  unth unlieb,  so  ergaben  sich  dafür  andererseits 
interessante  und  lehrreiche  Beziehungen  zwischen  gewissen  Problemen 
der  Elasticität  und  Hydrodynamik,  die  bei  der  gewöhnlichen  Darstel- 
lung nicht  so  lebendig  hervortreten. 

Von  Quellenangaben  bezüglich  der  behandelten  Probleme  oder  der 
gewählten  Darstellung  habe  ich  vollkommen  abgesehen;  dieselben 
hätten  bei  der  so  ausgedehnten  Literatur  über  Mechanik  das  Buch 
unverhältnissmässig  belastet  und  erschienen  mir  um  so  mehr  überflüssig, 
als  jeder  Leser,  der  in  dieses  Gebiet  tiefer  eindringen  will,  zu  einem 
der  grossen  Handbücher  über  Mechanik  greifen  wird,  in  denen  sich 
ausführliche  Literaturverzeichnisse  finden. 

Hier  will  ich  nur  hervorheben,  dass  die  „Einleitung  in  die  theo- 
retische Physik“  betitelten  Vorlesungen  meines  verehrten  Lehrers  P.  E. 
Neu  mann  (Leipzig  1883),  welche  in  einem  engeren  Bereich  nahe  das- 
selbe Ziel  verfolgen,  wie  meine  Arbeit,  mir  vielfache  Anregungen  und 
hinsichtlich  der  Anwendung  der  mechanischen  Gleichungen  auf  die 
Theorie  physikalischer  Messinstrumente  auch  directe  Vorbilder  geliefert 
haben.1  Andererseits  habe  ich  die  Vorzüge  neuerer,  theil  weise  verein- 
fachter Darstellungsweisen,  die  sich  in  den  Vorlesungen  von  A.  Clebsch, 
C.  Neumann,  G.  lvirchhoff  und  Anderen  finden,  möglichst  auszunutzen 
gesucht.  Eigenes  zu  geben  bot  sich  natürlich  in  einem  so  unendlich  viel 
angebauten  Gebiete  nur  selten  Gelegenheit,  am  meisten  noch  im  letzten 
Theil,  der,  wie  oben  gesagt/  für  die  besonderen  Ziele  dieses  Buches 
eine  besondere  Darstellung  verlangte;  vielleicht  erweckt  die  Behandlung 
der  elastischen  Schwingungen  unter  consequenter  Benutzung  der  von 
Riemann  in  seiner  Arbeit  „Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen 
von  endlicher  Schwingungsweite“  (Abh.  der  Gott.  Ac.  d.  Wiss.  VII 1, 1800) 
zuerst  mitgetheilten,  äusserst  anschaulichen  Integrationsmethode  das 
Interesse  auch  des  Fachmannes.  Im  Uebrigen  konnte  meine  Aufgabe 
nur  sein,  aus  der  Fülle  des  Materiales  Passendes  auszuwählen  und 
durch  Anordnung  und  Darstellung  das  Interesse  an  dem  Gegenstand 


1 Leider  sind  diese  Vorlesungen  in  so  fehlerhafter  Gestalt  herausgegeben 
worden,  dass  man  Bedenken  tragen  muss,  Anfänger  auf  sie  zu  verweisen. 
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zu  wecken  und  das  Verständnis«  der  Entwickelungen  zu  erleichtern; 
icli  habe  midi  derselben  mit  grosser  Liebe  unterzogen  und  hoffe,  das 
gesteckte  Ziel  nicht  ganz  verfehlt  zu  haben. 

Den  Herren  Dr.  P.  Drude  und  Dr.  F.  Pockels,  welche  mich  bei 
der  Correctur  des  Satzes  treulich  unterstützt  haben,  sage  ich  für  ihre 
Hülfe  herzlichsten  Dank. 

Göttingen,  im  Juli  1889. 

W.  Voigt. 
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Erster  Theil. 

Mechanik  materieller  Punkte. 


§ 1.  Materieller  Punkt,  Trägheit;  Einheiten  für  Längen  und  Zeiten, 

Scalaren  und  Vectoren. 

Die  Ableitung  der  allgemeinsten  Gesetze  für  die  Bewegung  eines 
Körpers,  welche  das  letzte  Ziel  unserer  Entwickelungen  bildet,  ist  ein 
sehr  complicirtes  Problem,  das  wir  erst  nach  mannigfachen  Vorberei- 
tungen in  Angriff  nehmen  können.  Gemäss  dem  in  allen  Theilen  der 
theoretischen  Physik  angewandten  Verfahren,  von  speciellen  einfachen 
Fällen  auszugehen  und  aus  diesen  die  complicirten  zusammenzusetzen, 
vereinfachen  wir  uns  ebenfalls  die  Aufgabe,  indem  wir  die  Betrachtung 
an  einen  speciell  gewählten  Körper  anknüpfen,  bei  dem  bis  zu  einem 
erst  später  scharf  zu  bestimmenden  Grade  die  von  der  Form  und  Zu- 
sammensetzung der  Körper  herrührende  Complication  des  Bewegungs- 
problemes  in  Wegfall  kommt. 

Wir  betrachten  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes,  d.  h. 
einer  Quantität  Materie,  die  sich  innerhalb  eines  so  kleinen  Baumes 
beündet,  dass  seine  Dimensionen  gegen  alle  bei  der  Aufgabe  sonst  in 
Betracht  kommenden  Längen  — z.  B.  gegen  die  während  der  Bewe- 
gung in  endlicher  Zeit  zurückgelegten  Wege,  gegen  die  Entfernungen 
von  anderen  Massenpunkten  — verschwindend  klein  sind. 

Es  ist  wegen  der  Anwendungen  nützlich,  diese  Definition  dessen, 
was  wir  unter  einem  Massenpunkt  verstehen  wollen,  wohl  zu  beachten. 
Nicht  die  Kleinheit  des  Körpers  für  unsere  Wahrnehmung  (die  soge- 
nannte absolute  Kleinheit),  welche  nirgends  eine  wesentliche  Bedeutung 
in  der  Mechanik  besitzt,  lässt  eine  Vereinfachung  des  Bewegungspro- 
blems zu,  sondern  eben  nur  das  genannte  Verhältniss  zu  andern  bei 
der  Bewegung  in  Betracht  kommenden  Längen. 

Indem  wir  also  von  Form  und  Zusammensetzung  der  betrachte- 
ten Körper  absehen,  bleibt  zur  Unterscheidung  verschiedener  nur  Eines 
übrig,  die  Menge  der  in  ihnen  vereinigten  Materie.  Das  Maass  dieser 

Voigt,  Eleiu.  Mechanik.  1 


Mechanik  materieller  Punkte. 


Quantität  werden  wir  gewinnen  durch  die  Eigenschaft  der  Trägheit, 
die  wir  seit  Galilei  aller  Materie  beilegen  gemäss  folgender  Definition: 
Die  Materie  ist  träge,  das  heisst  sie  verlässt  den  Bc- 
wegungszustand,  in  welchem  sie  sich  befindet,  nicht  ohne 
äussere  Ursache.  Verschiedene  Körper  besitzen  verschiedene 
Trägheit,  das  heisst  sie  setzen  dem  Uebergang  aus  einem 
Zustand  in  den  andern  verschieden  grossen  Widerstand  ent- 


gegen. 


Wir  legen  die  Eigenschaft  der  Trägheit  der  Materie  bei;  damit  ist 
ausgesagt,  (hiss  wir  es  hier  mit  einer  Annahme  zu  thun  haben,  die, 
obwohl  sie  ein  Fundament  der  ganzen  theoretischen  Mechanik  bildet, 
eine  directe  experimentelle  Prüfung  nicht  gestattet;  in  der  That  hat 
man  im  Alterthum  die  entgegengesetzte  Ansicht  vertreten  und  für  rich- 
tig gehalten,  dass  ein  einmal  in  Bewegung  gesetzter  Körper  von  selbst 
der  Ruhe  zustrebe;  auch  giebt  es  gewisse  Erscheinungen,  die  sich  durch 
die  Annahme  eines  Mediums  von  verschwindend  kleiner  Trägheit  am 
einfachsten  erklären. 

• Die  Hypothese  der  Trägheit  prüfen  wir  wie  zahlreiche  andere 
in  der  theoretischen  Physik  eingeführte  indirect,  indem  wir  die 
Folgerungen,  die  sich  aus  denselben  durch  strenge  Analyse  ergeben, 
mit  der  Beobachtung  vergleichen.  Wir  werden  ein  System  von  Hypo- 
thesen so  lange  für  zulässig  halten,  als  alle  aus  demselben  mit  Strenge 
folgenden  Thatsachen  mit  der  Wirklichkeit  übereinstimmen  und  nicht 
durch  eine  kleinere  Anzahl  unabhängiger  Annahmen  zu  erklären  sind. 

Um  die  Eigenschaft  der  Trägheit  zur  Festsetzung  einer  Scala  zu 
verwenden,  welche  die  Messung  der  in  einem  Massenpunkt  vereinigten 
Quantität  Materie  gestattet,  wenden  wir  uns  der  Betrachtung  der  Be- 
wegung unseres  materiellen  Punktes  zu  und  werden  durch  dieselbe 
Mittel  erhalten,  zu  erkennen,  wann  der  in  dem  'Trägheitsgesetz  ein- 
geführte „Bewegungszustand“  sich  mit  der  Zeit  ändert  oder  nicht  ändert. 

Nach  den  getroffenen  Festsetzungen  ist  die  Lage  eines  als  Massen- 
punkt bezeichneten  Körpers  vollständig  bestimmt  durch  den  Ort  irgend 
eines  in  ihm  beliebig  angenommenen  mathematischen  Punktes,  seine 
Bewegung  durch  die  Ortsveränderung  desselben  mit  der  Zeit  Die  bei 
der  Bewegung  von  ihm  beschriebene  Curve  nennen  wir  die  Bahn  des 
Massen  punktes. 

Den  Ort  bestimmen  wir  durch  die  Ooordinaten,  zumeist  die  recht- 
winkligen x,  ?/,  des  Punktes  in  Bezug  auf  ein  ruhendes  Coordinaten- 
system.  Ist  der  Punkt  in  Bewegung,  so  ändert  sich  x,  y , s mit  der 
Zeit  t,  es  ist  z.  B. 

* = <p (0»  y = y{t)i  * = *(0; 

die  Bewegung  ist  vollständig  „beschrieben“,  d.  h.  ihre  Gesetze  sind 
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. § 1.  Materieller  Punkt,  Trägheit;  Einheiten  für  Längen  etc. 

erschöpfend  ausgesprochen,  wenn  für  einen  Massenpunkt  diese  drei 
Functionen  der  Zeit  bekannt  sind.  Aus  ihnen  folgen  unter  Anderem 
die  Gleichungen  der  Bahn,  als  des  Inbegriffes  aller  zu  irgend  einer  Zeit 
vom  Punkt  eingenommenen  Orte,  indem  man  aus  den  vorstehenden 
drei  Formeln  durch  Elimination  zwei  von  t freie  bildet. 

Ist  die  Gestalt  der  Bahn  gegeben  oder  sonst  bekannt,  so  ist  es 
unter  Umständen  vortheilhaft,  den  Ort  des  Massenpunktes  in  der  Bahn 
zu  bestimmen  durch  den  längs  der  Bahn  gemessenen  Abstand  s,  den 
jener  zur  gegebenen  Zeit  t von  einem  auf  der  Bahncurve  willkürlich 
angenommenen  Nullpunkt  besitzt.  Indem  man  die  Richtung  der  Bahn 
von  jenem  Punkte  aus  nach  der  einen  Seite  positiv,  nach  der  andern 
negativ  rechnet,  kömmt  man  dazu,  auch  positive  und  negative  Werthe 
der  Entfernung  s zu  benutzen.  Die  Abhängigkeit  der  Länge  s von 
der  Zeit  t , also  eine  Relation  von  der  Form 

* = A0> 

bestimmt  vollständig  die  Bewegung  des  Massenpunktes  in  der  Bahn. 

Sollen  Bewegungsphänomene  der  numerischen  Berechnung  unter- 
worfen werden,  so  ist  es  nöthig,  die  Einheiten  festzusetzen,  in  welchen 
die  auftretenden  physikalischen  Grössen  gemessen  werden  sollen.  Bis 
jetzt  sind  uns  nur  zwei  Arten  derselben  vorgekommen:  Längen  und 
Zeiten.  Als  Einheit  der  Länge  benutzen  wir  zumeist  das  Centime t er, 
beiläufig  der  tausendmillionste  Theil  des  Erdmeridianquadranten,  in 
präciserer  Weise  definirt  als  der  hundertste  Theil  der  Länge  des  in 
Paris  aufbewahrten  Normalmeters  bei  der  Temperatur  des  schmelzen- 
den Eises.  Als  Einheit  der  Zeit  benutzen  wir  die  Secunde,  beiläufig 
der  86  400.  Theil  der  Dauer  eines  Sonnentages,  genauer  derselbe  Bruch- 
theil  derjenigen  constanten  Länge  des  Tages,  die  man  erhalten  würde, 
wenn  die  Erde  sich  während  eines  Jahres  in  einem  Kreise  so  um  die 
Sonne  bewegte,  dass  sie  in  gleichen  Zeiten  stets  gleiche  Bogen  beschriebe 
(Secunde  des  mittleren  Sonnentages).  In  diesen  Einheiten  sind  im 
Folgenden  zunächst  alle  Angaben  und  Rechnungen  gemacht  zu  denken. 

Die  Gegenüberstellung  von  Längen-  und  Zeiteinheiten  giebt  Ver- 
anlassung, noch  eine  allgemeine ' Bemerkung  anzuschliessen.  Drücken 
wir  den  Abstand  zwischen  zwei  Zeit-  oder  zwei  Raumpunkten  numerisch 
aus,  so  ist  dadurch  zwar  die  gegenseitige  Lage  der  beiden  Zeitpunkte 
vollständig  bestimmt,  nicht  aber  ebenso  die  der  beiden  Raum  punkte, 
denn  dazu  ist  ausser  der  Länge  ihres  Abstandes  auch  noch  die  Rich- 
tung, in  welche  derselbe  fällt,  erforderlich. 

Dies  weist  uns  darauf  hin,  dass  wir  es  hier  zunächst  mit  zwei 
verschiedenen  Arten  von  Beziehungen  zu  thun  haben  werden,  mit 
solchen,  die  durch  eine  Zahl  erschöpfend  ausgedrückt  werden,  und 
mit  solchen,  die  hierzu  ausserdem  noch  der  Angabe  einer  Richtung, 

l* 
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d.  h.  der  Festsetzung  von  zwei  Winkeln  gegen  zwei  festgelegte  Rich- 
tungen bedürfen. 

Die  Grössen,  welche  Beziehungen  der  ersten  Art  ausdrücken, 
nennen  wir  Zahlgrössen  oder  Scalaren,  die,  welche  solche  der  letzteren 
Art  geben,  Kichtungsgrössen  oder  Ycctoren;  von  beiden  werden  wir 
im  Folgenden  eine  grosse  Zahl  kennen  lernen  und  benutzen.  Dazu 
bemerken  wir  im  Voraus,  dass  nicht  stets  die  Vectorgrössen  nach  ihren 
allgemeinsten  Eigenschaften  zur  Geltung  kommen  und  unter  Umständen 
scheinbar  als  reine  Zahlgrössen  auftreten,  z.  B.  stets  dann,  wenn  es  sich 
um  die  Vergleichung  von  Vectoren  handelt,  die  sich  siimmtlich  auf 
die  gleiche  Richtung  beziehen.  So  sind  Abscissen,  obwohl  Strecken, 
doch  ebenso  Scalaren  wie  die  Zeiten;  hingegen  ist  der  Radius  im  Polar- 
coordinatensystem,  als  durch  Länge  und  Richtungswinkel  bestimmt, 
recht  eigentlich  ein  Vector. 

§ 2.  Gleichförmige  geradlinige  Bewegung,  Geschwindigkeit; 

Dimensionen. 

Die  denkbar  einfachste  Bewegung  wird  ein  Massenpunkt  dann 
ausführen,  wenn  er  sich  längs  einer  geraden  Linie  so  fortschiebt,  dass 
er  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Wegstrecken  zurücklegt.  In  diesem  Falle 
wächst  sein  Abstand  von  dem  auf  der  Geraden  willkürlich  ange- 
nommenen Nullpunkt  linear  mit  der  Zeit,  was  sich  ausdrückt  durch 
die  Formel: 

8 — so  4*  Vty  (1) 

in  welcher  s0  und  V Constanten  sind. 

Hierin  bedeutet  s0  diejenige  Entfernung  s,  die  der  Massenpunkt 
zur  Zeit  t = 0 besass,  d.  h.  in  dem  Moment,  von  dem  aus  wir  die  Zeit 
in  Zeiteinheiten  zählen.  Zu  zwei  andern  Zeitpunkten  und  t,  von 
denen  tt  später  fallen  mag  als  tn  möge  die  Entfernung  die  Werthe  .<?, 
und  6',  besitzen,  dann  ist  — s,  der  in  der  Zeit  L — tt  zurückgelegte 
Weg,  und  man  bezeichnet  das  constante  Verhältniss  dieses  Weges  zu 
der  zum  Durchmesser  nöthigen  Zeit,  nämlich 


als  die  Geschwindigkeit  der  gleich  förmigen  Bewegung. 

Da  L später  fallen  soll  als  tn  so  ist  L — tx  stets  positiv,  V hat 
also  das  Vorzeichen  von  — $t  und  wird  positiv  oder  negativ  sein, 
je  nachdem  der  erste  oder  zweite  Ort  des  Massenpunktes  weiter  nach 
der  als  negativ  bezeichneten  Seite  der  Bahngeraden  liegt.  Die  Ge- 
schwindigkeit ist  also  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Bewegung 
nach  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Bahn  hin  stattfindet.  Wir 
drücken  dies  kurz  so  aus,  dass  wir  sagen:  die  Geschwindigkeit  hat 
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die  Richtung  der  Bewegung.  Die  Geschwindigkeit  ist  sonach  eine 
Yectorgrösse. 

Von  der  betrachteten  Bewegung  haben  wir  gesehen,  dass  sie  durch 
eine  nach  Richtung  und  Grösse  unveränderliche  Geschwindigkeit 
charakterisirt  ist;  man  nennt  sie  daher  gleichförmig,  oder  gleich- 
förmig geradlinig.  Da  bei  ihr  also  der  Bewegungszustand  unveränder- 
lich ist,  so  werden  wir  aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  auseinander- 
gesetzten Trägheitsprincip  schliessen  müssen,  dass  sie  dann  stattfindet, 
wenn  ein  Massenpunkt  sich  selbst  überlassen  ist.  Ein  sich  selbst 
überlassener  Massenpunkt  nimmt  eine  gleichförmige  gerad- 
linige Bewegung  an;  in  dem  speciellen  Falle  verschwindender  Ge- 
schwindigkeit verharrt  er  an  seinem  Anfangsort. 

Wir  gehen  nun  zu  der  numerischen  Berechnung  der  Geschwindig- 
keit über.  Nach  der  gegebenen  Definition  ist  dazu  die  Abmessung 
einer  Länge  und  einer  Zeit  notli wendig  und  ausreichend;  sind  die  Ein- 
heiten für  Längen-  und  Zeitmessungen  festgesetzt,  so  ist  dadurch  über 
die  Einheit  der  Geschwindigkeit  bereits  verfügt  — sie  ist  (wie  man 
sagt)  keine  fundamentale,  sondern  eine  abgeleitete  Einheit. 

Eine  Geschwindigkeit  7 ist  also,  nachdem  wir  Centimeter  und 
Secunde  als  fundamentale  Einheiten  eingeführt  haben,  eine  solche,  bei 
welcher  der  Weg  in  Centimetern,  und  die  zu  seiner  Durchmessung  nöthige 
Zeit  in  Secunden  ausgedrückt,  das  Zahlenverhältniss  7 ergeben.  Um- 
gekehrt besitzt  ein  Massenpunkt,  der  in  gleichförmiger  Bewegung  wäh- 
rend 5 Minuten  15  Meter  zurücklegt,  die  Geschwindigkeit 

T,  15-100  r 
~~  5-60  “ 

Wir  schliessen  hieran  eine  allgemeine  Bemerkung. 

Die  Verbindung,  in  welcher  die  Fundamentalgrössen  — von  denen 
wir  bisher  die  beiden,  Länge  und  Zeit,  benutzt  haben  — in  irgend 
einer  physikalischen  Function  <l)  derselben  auftreten,  nennt  man  ihre 
Dimension  in  Verallgemeinerung  des  Gebrauchs,  nach  welchem 
ein  Gebilde,  das  durch  das  Produkt  zweier  oder  dreier  Längen  ge- 
messen wird  — also  eine  Fläche  F,  ein  Raum  lt  — , als  von  zwei 
oder  drei  Dimensionen  (in  Bezug  auf  die  Länge  als  Fundamentalgrösse) 
bezeichnet  wird.  Die  Dimension  einer  Funktion  <f>  bezeichnet  man 
durch  den  in  eckige  Klammern  geschlossenen  Buchstaben  [<f>],  die 
Dimension  der  Fundamentalgrössen  Länge  und  Zeit  analog  durch  [/] 
und  [/]  und  drückt  den  Zusammenhang  zwischen  ihnen  durch  eine 
Gleichung  aus  nach  den  Beispielen 

[F]  = [r],  [«]  = [/■],  [v ] = [;<-],  [bh  = [?<]. 

Diese  Schemata  zeigen  alle  anschaulich,  welche  Arten  von  lunda- 
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mentalen  Einheiten  in  einer  Function  auftreten,  und  welche  Benennung 
ihr  demgemäss  zu  ertheilen  ist.  Eine  Fläche  beträgt  eine  Anzahl 
[cm1]  (Quadratcentimeter),  ein  Raum  eine  Anzahl  [cm*]  (Cubikcenti- 
meter),  eine  Geschwindigkeit  eine  Anzahl  [cm,  sec  '].  Sie  gewinnen 
besondere  Wichtigkeit  bei  Vertauschung  von  fundamentalen  Maassein- 
heiten, z.  B.  Centimeter  mit  Meter,  Secunde  mit  Minute,  wie  das  in 
der  practischen  Physik  häufig  geschieht. 

Hier  übersieht  man  leicht  die  folgende  Regel:  Ist  die  neue 
Längeneinheit  das  Ä-fache,  die  neue  Zeiteinheit  das  r-fache  der  alten, 
so  wird  eine  Grösse  0,  deren  Dimension 

[0]  = [rr] 

ist,  sich  in  den  neuen  Einheiten  durch  eine  (A_tnr_n)  mal  grössere  Zahl 
ausdrücken  als  in  den  ursprünglichen.  So  hat  man  eine  Geschwindig- 
keit, die  in  Centimetem  und  Secunden  gegeben  ist,  mit  60/100  = 0,6 
zu  multipliciren,  um  sie  in  Meter  und  Minuten  zu  verwandeln. 

Tn  Bezug  auf  die  Dimensionen  gilt  auch  die  fernere  leicht  ver- 
ständliche Bemerkung:  Alle  durch  Addition,  Subtraction  oder  Gleich- 
setzung verbundenen  Functionen  müssen  gleiche  Dimensionen  besitzen. 

Nachdem  wir  im  Vorstehenden  die  Dimension  der  Geschwindig- 
keit ausführlich  erörtert  haben,  wird  die  folgende  Betrachtungsweise 
nicht  zu  einem  Missverständnis  führen. 

Setzen  wir  in  der  Definitionsgleichung 


den  Nenner  L — = 1,  so  bezeichnet  der  Zähler  .<?,  — s,  den  in  dieser 

Zeiteinheit  zurückgelegten  Weg,  und  es  ergiebt  sich  scheinbar  die  viel 
angewandte  Definition  der  Geschwindigkeit  der  gleichförmigen  Be- 
wegung als  die  in  der  Zeiteinheit  zurückgelegte  Wegstrecke. 
Aber  diese  Definition  ist  nur  in  dem  Sinne  richtig,  dass  die  Geschwin- 
digkeit proportional  ist  der  in  der  Zeiteinheit  zurückgelegten  Weg- 
strecke, durch  sie  gemessen,  veranschaulicht  wird,  denn  Geschwindig- 
keit und  Weg  sind  von  ganz  verschiedenen  Dimensionen,  können  also 
zwar  numerisch,  niemals  aber  physikalisch  gleich  werden. 

Indessen  lässt  sich  die  angeführte  Definition,  vorsichtig  ange- 
wandt, mit  Vortheil  benutzen,  um  verschiedene  gleichförmige  Be- 
wegungen anschaulich  darzustellen  und  zu  vergleichen.  Während 
gleicher  Zeiten  d't  werden  bei  verschiedenen  gleichförmigen  Bewegungen 
Strecken  zurückgelegt,  die  mit  den  betreffenden  Geschwindigkeiten 
proportional  sind,  die  also,  als  Längen  auf  der  Richtung  der  Bewegung 
aufgetragen,  Alles,  was  eine  gleichförmige  geradlinige  Bewegung 
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eharakterisirt,  nämlich  Grösse  und  Richtung  der  Geschwindigkeit,  an- 
schaulich darstellen. 

In  diesem  Sinne  werden  wir  Strecken  weiterhin  als  Repräsen- 
tanten von  Geschwindigkeiten  gleichförmiger  Bewegungen  benutzen. 
Dabei  soll,  wenn  F eine  Geschwindigkeit  bezeichnet,  (F)  ihren  Reprä- 
sentanten geben.  Ein  gleiches  Verfahren  lässt  sicli  für  jede  andere 
Vectorgrösse  ebenfalls  an  wenden. 


§ 3.  Zusammensetzung  und  Zerlegung  gleichförmiger 

Geschwindigkeiten. 


Wird,  während  der  betrachtete  Massenpunkt  mit  der  Geschwindig- 
keit V , längs  einer  Geraden  a,  fortschreitet,  diese  Gerade  selbst  mit  dem 
auf  ihr  wandernden  Punkt  in  einer  beliebigen  Richtung  a.  mit  einer 
Geschwindigkeit  F.  gleichförmig  verschoben,  oder  befindet  sich  die 
Gerade  umgekehrt  in  der  Richtung  a,  und  hat  der  Massenpunkt  auf 
ihr  die  Geschwindigkeit  Fs,  während  sie  selbst  in  der  Richtung  o, 
mit  der  Geschwindigkeit  Vx  verschoben  wird,  so  sagen  wir,  dass  der 
M assenpunkt.  gleichzeitig  die  Geschwindigkeit  F,  in  der 
Richtung  ax  und  F,  in  der  Richtung  a„  besitzt  Indem  wir 
diese  Vorstellung  weiter  ausbilden,  können  wir  einen  Massenpunkt 
beliebig  viele  Geschwindigkeiten  VH  in  beliebigen  Richtungen  gleich- 
zeitig an  nehmen  lassen. 

Bleiben  wir  zunächst  bei  nur  zwei  Geschwindigkeiten,  so  ergiebt 
die  unmittelbare  geometrische  Anschauung  folgenden  unter  dem  Namen 
des  Parallelogrammes  der  Geschwindigkeiten  bekannten  Satz: 

Ein  Massenpunkt,  der  gleichzeitig  zwei  constante  Ge- 
schwindigkeiten F,  und  F„  in  den  Richtungen  at  und  at  be- 
sitzt, bewegt  sich  gleichförmig  in  gerader  Linie  mit  einer 
Gesammtgeschwindigkeit  F,  deren  Repräsentant  (F)  nach 
Grösse  und  Richtung  gegeben  wird  durch  die  Diagonale  in 
dem  aus  den  Repräsentanten  der  gegebenen  Geschwindig- 
keiten (F,)  und  (F,)  vervollständigten  Parallelogramm. 

Diese  Construction  liefert  nach  der 
nebenstehenden  Figur  sogleich  folgende 
Formeln : 

( ry  = ( vxy  + ( r,y  + 2 ( vx)  ( v.)  cos  <P , 

(F,)  = (Fd.  = (F)  j 

.sin  <f  1 sin  <p„  sin  q> 

welche,  da  die  Repräsentanten  mit  den  Fig.  l. 

Geschwindigkeiten  proportional  sind,  für  letztere  ebenso  liefern: 


F*  - v:  + V*  4-  2 F,  Ft  cos  (f 


sin  <px  sin  sin  <p 


(3) 
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Stehen  zwei  Geschwindigkeiten  V1}  V,  mit  einer  dritten  V in  dem 
vorstehend  erörterten  Zusammenhang,  so  nennen  wir  sie  der  letzteren 
aequivalent  und  bezeichnen  dies  kurz  durch 


V aeq.  Fi,  V„. 

V heisst  dann  auch  die  Resultirende  aus  Vx  und  umgekehrt 
heissen  Vl  und  Va  die  Componenten  von  V. 

Die  Construction  des  Parallelogramms  gestattet  nun  bei  wieder- 
holter Anwendung  auch  für  beliebig  viele  gegebene  Geschwindigkeiten 
die  resultirende  Gesammtgeschwindigkeit  nach  Grösse  und  Richtung 
zu  bestimmen  (s.  Fig.  2). 

Denn  wie  kJ  aeq.  Ft,  Vt  ist,  so  ist  auch 

T7,  aeq.  Vlf  Va , d.  h.  aeq.  Vt,  Vt,  Ua, 

TTii  aeq.  Vn)  Vt,  d.  h.  aeq.  Vn  J'f  V9,  ?■«  u.  s.  f. 


Beachtet  man,  dass  in  der  Figur,  welche  die  successive  Zusammen- 
setzung der  Geschwindigkeiten  darstellt,  die  gebrochene  Linie  0, 1,2, 3, 4 

durch  die  gleichsinnige 
Aneinanderreihung  der 
Repräsentanten  sämmt- 
licher  gegebenen  Ge- 
schwindigkeiten gebildet 
wird,  so  kann  man  das 
Resultat  der  Operation 
anschaulich  auch  so  aus- 
sprechen : 

Um  bei  n gege- 
benen Geschwindig- 
keiten den  Repräsen- 
tanten der  resulti- 
renden  Gesammtge- 


Fig.  2. 


schwindigkeit  zu  construiren,  füge  man  die  Repräsentanten 
aller  gegebenen  Geschwindigkeiten  gleichsinnig  an  einander. 
Die  Strecke  vom  Anfangs-  bis  zum  Endpunkte  der  so  er- 
haltenen gebrochenen  Linie  gicbt  nach  Grösse  und  Rich- 
tung den  Repräsentanten  der  resultirenden  Geschwindigkeit. 

Als  specielles  Resultat  sei  angeführt:  n parallele  Geschwindigkeiten 
setzen  sich  zu  einer  einzigen  gleichgerichteten  zusammen,  deren  Grösse 
gleich  der  Summe  aller  gegebenen  ist. 

Der  obige  allgemeine  Satz  lässt  sich  ohne  Weiteres  in  folgender 
Weise  umkehren: 

Jede  gebrochene  Linie,  mittelst  deren  man  die  beiden 
Enden  des  Repräsentanten  einer  gegebenen  Geschwindigkeit 
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verbindet,  lässt  sieb  deuten  als  die  gleichsinnige  Aneinander- 
reihung der  Repräsentanten  von  Geschwindigkeiten,  welche 
mit  der  gegebenen  aequivalent  sind. 

Hieraus  erhellt  sofort,  dass,  während  das  Problem  der  Zusammen- 
setzung von  gegebenen  Geschwindigkeiten  vollständig  bestimmt  war, 
seine  Umkehrung,  die  Zerlegung  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  in 
ein  System  aequivalenter  (Komponenten,  unendlich  viele  Lösungen  zu- 
lässt und  zu  seiner  Bestimmung  noch  einschränkende  Bedingungen 
verlangt. 

Von  diesen  sind  die  wichtigsten  die  folgenden: 

a)  Eine  gegebene  Geschwindigkeit  V ist  zu  zerlegen  in  zwei  (Kom- 
ponenten, für  deren  eine  die  Grösse  Vt  und  die  Richtung,  d.  li.  der 
Winkel  cpt,  den  sie  gegen  V einschliesst,  gegeben  ist. 

Nach  Eig.  1 erhält  man  hier  sofort 

v:  = fs  + v’  - 2 v r,  cos  <p,  = ( r - r,v  + 4 v,  r sin5  , 

v,  . w 

sm  (f>x  = ~ sm  (pa_ . 

* 2 

b)  Eine  gegebene  Geschwindigkeit  V ist  in  zwei  Componenten  zu 
zerlegen,  deren  Richtungen  (natürlich  mit  V in  einer  Ebene  liegend) 
durch  die  Winkel  cp„  und  <pif  die  sie  mit  V einschliessen,  gegeben  sind; 
gesucht  sind  ihre  Grössen  Vx  und  Yt. 

Man  erhält  nach  Fig.  1 

Vx  = V ■ . f1  . > VX=V  . ”n  ♦ (5) 

sm  (y,  + ?>..)  sm  (v,  + Vt)  ' 

Stehen  die  beiden  Richtungen  normal  zu  einander,  d.  h.  ist  (px  + cpt  = 

mt 

so  ist 

Vx  = V sin  rpx  = Ucos  cp«;  V,  = V sin  cpt  = V cos  cpx.  (6) 

c)  Eine  gegebene  Geschwindigkeit  V ist  in  drei  zu  einander  nor- 
male Componenten  zu  zerlegen,  deren  Richtungen  gegen  V gegeben 
sind.  Bezeichnen  wir  diese  drei  Richtungen  als  die  Coordinatenaxen 
mit  X,  Y , Z,  die  Winkel  von  V mit  ihnen  durch  a,  ß,  y,  die  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  ihnen  parallel  mit  u,  v,  w,  so  ist: 

u — V cos  a,  v = V cos  ß,  w — V cos  (7) 

und  umgekehrt 

cos  ci  = uJF,  cos  ß = vjV,  cos  y = wjV , V * = u*  -f-  v2  -f-  ir\  (8) 

Dies  Resultat  ist  zu  benutzen,  um  das  allgemeinste  Problem  der 
Zusammensetzung  von  beliebigen  Geschwindigkeiten,  das  wir  bisher 
nur  geometrisch  behandelt  haben,  nun  auch  analytisch  durchzuführen. 

Wir  denken  uns  n beliebig  gerichtete  Geschwindigkeiten  gegeben 
durch  ihre  Grösse  Vh  und  ihre  Richtungswinkel  au,  ß,„  y,,\  es  handelt 
sich  um  Richtung  und  Grösse  der  Resultirenden  V. 
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Zerlegen  wir  jede  einzelne  Geschwindigkeit  Vh  nach  den  drei 
Coordinatenaxen  X,  Y,  Z , so  mögen  die  entstehenden  Componenten 
uh,  v,„  w„  genannt  werden.  Es  ist  dann: 

uh  = Vh  cos  uh,  vh  = Vh  cos  ß,„  w„  = Vt,  cos  y„.  (9) 

Die  parallelen  Componenten  lassen  sich  aber  sogleich  zusammen  - 
setzen  zu  einer  einzigen  Geschwindigkeit,  die  gleich  ihrer  Summe  ist;  so 
gelangt  man  zu  nur  drei  Componenten  parallel  X,  Yf  Z von  dem  Betrage 

u = 2 uh,  v — 2vh,  w = XI  w„, 

= 2 Vh  cos  uh,  = 2 Vh  cos  ßh,  = 2’  Vh  cos  y,„ 

und  diese  gehen,  nach  den  letzten  Formeln  zusammengesetzt,  die  resul- 
tirende  Gesammtgeschwindigkeit  V und  ihre  Richtungswinkel  u,  ß,  y 
durch  die  Gleichungen: 

V*  = u*  + v*  + iv*,  cos  u — uj  V,  cos  ß = v/  V,  cos  y = w V.  (9") 

Auch  das  Problem  der  Zerlegung  einer  Geschwindigkeit  behandelt 
sich  unter  Umständen  besonders  bequem  durch  Einführung  der  Com- 
ponenten nach  den  Richtungen  der  Coordinatenaxen. 

Sei  z.  B.  das  oben  mit  a)  bezeichnete  Problem  angenommen:  die 
Zerlegung  einer  gegebenen  Geschwindigkeit  V in  zwei  Componenten, 
von  denen  die  eine  Vt  sowohl  nach  Grösse  als  nach  Richtung  gegeben 
ist.  Die  Richtung  von  V sei  durch  die  Winkel  u,  ß,  y,  die  von  Vx 
durch  die  Winkel  a,,  ßx,  yx  gegen  die  Coordinatenaxen  gegeben,  die 
der  gesuchten  Componente  Vt  ebenso  durch  ut,  ßtt  y,.  Für  die  Compo- 
nenten nach  den  Coordinatenaxen  gilt  demgemäss: 

u = V cos  cc,  v — V cos  ß,  w = V cos  y, 

ux  = Vx  cos  ux,  vx=  V,  cos  ßx,  wx  — Vx  cos  yx, 

u,  = Vt  cos  u,,  vt  — V,  cos  ßt,  u\  — Vt  cos  yt. 

Da  V die  Resultante  aus  Vx  und  Vt  sein  soll,  so  muss  nach  dem  eben 
Gesagten  gelten: 


also 


u = ux  + u„  v = rx  + vt,  w — wx  + u\, 


ut  = n — ux,  vt  — v — vx,  w,  — w — u\ , 

und  es  bestimmt  sich  daher  V,  nach  Grösse  und  Richtung  durch  die 
Formeln 


r,  = V(u-  «,)'  + (»-»,)’  + (W  - « \T 


COS  Cf,  — 


U — Ux 

TT 


, cos  ßt  = 


v — v. 


V, 


cos  y,  = — i 


IV  — wx 


(10) 


V% 


§ 4.  Plötzliche  Aenderung  der  Geschwindigkeit;  Impulse,  Massen. 

Diese  letzten  Gleichungen  sind  von  Nutzen  für  die  Beurtheilung  einer 
plötzlichen  Aenderung  der  Geschwindigkeit  nach  Grösse  und  Richtung. 
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Verwandelt  sich  nämlich  eine  gleichförmige  Bewegung  von  der  Ge- 
schwindigkeit V in  der  Richtung  a plötzlich  in  eine  ebensolche  von  der 
Geschwindigkeit  Vx  in  der  Richtung  aif  so  können  wir  den  Vorgang 
ansehen  als  entstanden  durch  den  Hinzutritt  einer  Geschwindigkeit  V 
in  einer  bestimmten  Richtung  a, 
welche  natürlich  in  der  Ebene  durch 
V und  Fj  liegt,  zu  der  ursprünglich 
vorhandenen  V. 

In  der  That,  ist  in  der  Figur  (3)  ; 
die  Strecke  (771?)  oder  (2^~a)  der  Re-  Fig.  3. 

präsentant  der  ursprünglichen  Ge- 
schwindigkeit V,  und  (2^ä,)  der  Repräsentant  der  definitiven  V,,  so  ist  der 
Repräsentant  der  hinzugetretenen  Geschwindigkeit  V*  die  Strecke  (n,  «,). 
Dieselbe  bestimmt  sich  durch  die  Gleichungen  (10)  gemäss  der  neuen 
Bezeichnung  in  der  Form: 


u = ut  — u,  v = vx  — v,  w = wx 


w 


V'*  = (u,  — u)3  + (v,  — v)*  + (wx  — w)% 

, u.  — u ä vx  — V , u>,  — io 

COS  a = -Jr  — , COS  ß = ~yr— , COS  y = - yr~  * 


(11) 


Eine  solche  Aenderung  der  Geschwindigkeit  kann  nun  nach  dem 
Trägheitsprincip  nicht  ohne  Ursache  vor  sich  gehen;  in  unserem  Falle 
kann  aber  jene  Ursache  der  Aenderung  nur  eine  unendlich  kurze  Zeit 
hindurch  wirksam  sein,  da  nach  dem  plötzlichen  Wechsel  die  Ge- 
schwindigkeit weiterhin  nach  Richtung  und  Grösse  unverändert  bleibt. 
Eine  momentan  wirkende  Bewegungsursache  nennen  wir  einen  Impuls 
und  legen  ihm,  indem  wir  seine  Eigenschaften  nach  denen  der  von 
ihm  erzeugten  Geschwindigkeit  V'  beurtheilen,  eine  Richtung  bei,  zu- 
sammenfallend mit  der  Richtung  a dieser  Geschwindigkeit,  und  setzen 
seine  Stärke  proportional  mit  deren  Grösse  V'.  Es  liegt  hierin  aus- 
gesprochen die  fundamentale  Annahme,  dass  zur  Erzielung  einer  Ge- 
schwindigkeitsänderung V'  für  denselben  Massenpunkt  stets  derselbe 
Impuls  erforderlich  ist,  gleichviel  zu  einer  wie  grossen  und  wie  ge- 
richteten Geschwindigkeit  V jener  Zuwachs  hinzutritt.  Er  ist  also  auch 
derselbe,  welcher  nöthig  ist,  um  dem  zuvor  ruhenden  Massenpunkt 
( v = 0)  die  Gesainmtgeschwindigkeit  V'  zu  ertheilen.  Bezeichnen  wir 

die  Stärke  des  Impulses  mit  J,  die  Winkel  seiner  Richtung  gegen 

die  Coordinatenaxen  mit  af  b,  c,  so  machen  wir  den  Ansatz: 

J — V'Cj  cc  = a,  ff  = b , y = c,  (1 2) 

in  welchem  0 den  Broportionalitätsfactor  bezeichnet,  von  dem  wir  vor- 
läufig nur  wissen,  dass  er  für  den  betrachteten  Massenpunkt  eine  Con- 
stante  ist. 
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Da  ein  Impuls  nach  dem  vorstehend  Gesagten  eine  Vector- 
grösse  ist  und  sich  von  einer  gewissen  Geschwindigkeit  nur  durch 
einen  constanten  Factor  unterscheidet,  so  können  wir  ihn  genau  wie 
die  Geschwindigkeit  durch  eine  Länge  repräsentiren,  die  auf  seiner 
Lichtung  abgegrenzt  und  mit  dem  Lepräsentanten  der  von  ihm  her- 
vorgebrachten Geschwindigkeit  proportional  ist,  oder  auch,  da  es  sich 
nur  um  Vergleichungen  handelt,  zusammenfallt. 

Ferner  kann  man  alle  Betrachtungen  über  die  Zusammensetzung 
oder  Zerlegung  von  Geschwindigkeiten  sogleich  auf  die  Impulse  aus- 
dehnen. Denn  ist  eine  Geschwindigkeit  V aequivalent  mit  einem 
System  Vif  Vt...Vn,  so  ist  auch  der  Impuls  J=YC,  der  die  erste 
Geschwindigkeit  V hervorzubringen  vermag,  aequivalent  mit  dem  System 
J„  J,...  J„ , von  denen  jedes  Jh  = Vh  G die  entsprechende  Geschwindig- 
keit Vh  erzeugen  kann. 

Speciell  ist  ein  Impuls  J aequivalent  mit  einem  System  paralleler 
Impulse  J„ , wenn 

T — V-  T • 

•j  — 

ferner  ist  derselbe  aequivalent  mit  drei  Impulsen  F1  G , II  parallel  den 
Coordinatenaxen  — seinen  Componenten  — , wenn 

F = J cos  a,  G = J cos  b,  II  = J cos  c ; (13) 

dabei  haben  die  a,  b , c die  gleiche  Bedeutung  der  Kichtungswinkel 
von  J wie  in  (12). 

Auf  Grund  dieser  letzteren  Erwägung  können  wir  zunächst  die 
vier  Gleichungen  (12),  welche  unsere  Festsetzungen  bezüglich  der 
Lichtung  und  Stärke  unseres  Impulses  enthalten,  und  von  denen  die 
letzten  drei  wegen  der  bekannten  Lektionen  zwischen  den  drei  Lich- 
tungswinkeln gegen  rechtwinklige  Axen  nicht  unabhängig  von  einander 
sind,  durch  folgende  drei  unabhängige  ersetzen: 

F=  u'C , G = v'C,  II  = wC,  (14) 

die  aus  (13)  sogleich  folgen,  wenn  man  darin  die  Lektionen  (12)  und  (7) 
einsetzt.  Diese  Formeln  lassen  sich  nun  auch  so  aussprechen:  Die  Ge- 
schwindigkeitsänderung T",  welche  ein  Impuls  J hervorbringt,  ist  aequi- 
valent mit  den  drei  Componenten  ?/,  ??',  w parallel  den  Coordinaten- 
axeu,  welche  die  drei  Componenten  F \ G,  II  von  J,  jede  für  sich 
allein  wirkend,  erzeugen  würden. 

Die  vorhergehende  Bemerkung  gestattet  uns,  einen  wichtigen  Schluss 
über  den  Werth  der  Proportionalitätsconstanten  C zu  ziehen. 

Denken  wir  uns  n Massenpunkte  gleicher  Grösse  aus  gleicher  Sub- 
stanz, also  auch  gleicher  Masse,  durch  n gleichzeitige , gleiche  und 
parallele  Impulse  von  der  Luhe  in  Bewegung  gesetzt,  so  werden  ihre 
Geschwindigkeiten  gemäss  den  Formeln  (12)  und  (14)  ebenfalls  gleich 
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und  parallel  sein.  Da  sie  sonach  während  der  Bewegung  ihre  gegen- 
seitige Lage  unverändert  beibehalten,  so  kann  man  sie,  ohne  den  Vor- 
gang zu  ändern,  auch  während  oder  bereits  vor  dem  Beginn  der  Be- 
wegung durch  starre  masselose  Verbindungen  an  einander  fesseln  oder 
zu  einem  neuen  Massenpunkt  von  der  «-fachen  Masse  zusammenfügen. 
Auf  diesen  sind  also  jetzt  ebenfalls  n parallele  gleiche  Impulse  J gleich- 
zeitig auszuüben,  um  die  Geschwindigkeit  V*  hervorzubringen.  Nun 
sind  aber  n gleiche  parallele  Impulse  aequivalent  mit  einem  einzigen 
von  «-fach  er  Stärke  und  wir  gelangen  daher  zu  dem  Resultat,  dass 
zur  Hervorbringung  einer  gleichen  Geschwindigkeit  bei  einem  «-fachen 
Massenpunkt  auch  der  «-fache  Impuls  nöthig  ist. 

Sonach  ergiebt  sich,  dass  für  die  Vergleichung  der  Wirkung  von 
Impulsen  auf  Massenpunkte  derselben  Substanz  die  (konstante  C mit 
der  Quantität  Materie  M,  welche  dieselben  enthalten,  proportional  sein 
muss  und  wir  schreiben  können: 

J=V'Mc.  (15) 

Hieraus  folgt  auch  V'  = J/Mo,  d.  h.  durch  denselben  Impuls  werden 
um  so  kleinere  Geschwindigkeiten  erzielt,  je  grösser  die  im  Massen- 
punkt vereinigte  Quantität  Materie  M ist.  Die  Masse  M erscheint  also 
als  der  Bewegung  durch  den  Impuls  entgegenwirkend,  als  ein  Wider- 
stand für  die  Bewegung. 

Die  Relation  J = V'Mc  ist  abgeleitet  nur  für  verschiedene  Massen- 
punkte derselben  Substanz;  die  Constante  g wird  also  zunächst  noch 
von  der  Substanz  abhängig  sein,  z.  B.  für  Eisen  einen  anderen  Werth 
haben  können,  als  für  Schwefel  u.  s.  f.  In  Bezug  auf  sie  stellen  wir 
folgende  Erwägung  an. 

Während  von  Massenpunkten  derselben  Substanz  der  eine  natur- 
gemäss  von  «-facher  Masse  als  ein  anderer  zu  bezeichnen  ist,  wenn  er 
sich  in  « dem  letzteren  gleiche  zerlegen  lässt,  ist  es  zunächst  voll- 
kommen willkürlich,  wann  wir  eine  Masse  einer  Substanz  gleich  dem 
Einfachen  oder  «-fachen  einer  Masse  anderer  Substanz  setzen  wollen. 
Wir  treffen  demgemäss  nunmehr  eine  Verfügung,  welche  sich  in  der 
Folge  als  besonders  practisch  erweisen  wird,  indem  wir  bestimmen: 
Als  gleich  sollen  fürderhin  zwei  Massen  jederzeit  dann  gel- 
ten, wenn  sie  der  Bewegung  durch  denselben  Impuls  gleichen 
Widerstand  entgegensetzen  — d.  h.  nach  dem  in  § 1 Erörterten 
gleiche  Trägheit  besitzen. 

Gleiche  Massen  beliebiger  Substanz  werden  demnach  durch  gleiche 
Impulse  auch  gleiche  Geschwindigkeiten  mitgetheilt  erhalten;  hieraus 
folgt.,  dass  die  gemachte  Annahme  den  Factor  c von  der  Substanz  des 
bewegten  Massenpunktes  unabhängig  werden  lässt;  denn  soll  in 
Formel  (15)  für  mehrere  Substanzen  gleichem  J und  M auch  gleiches  V 
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entsprechen,  so  muss  für  sie  noth wendig  auch  c den  gleichen  Werth 
haben.  Da  aber  die  Formel  (15)  den  Einfluss  aller  Grössen,  welche  bei  der 
gleichförmigen  Bewegung  eines  Massenpunktes  in  Betracht  kommen, 
bereits  enthält,  so  muss  c eine  universelle  Constante  sein,  die  wir  vor- 
teilhaft, obgleich  nicht  noth wendiger  Weise,  als  eine  reine  Zahl  (von 
der  Dimension  Null)  ansehen  und  dadurch  numerisch  bestimmen  kön- 
nen, dass  wir  festsetzen,  welche  Masse,  welchen  Impuls  wir  gleich  der 
Einheit  der  Masse  oder  des  Impulses  setzen,  d.  h.  in  welchen  Ein- 
heiten wir  Massen  und  Impulse  ausdrücken  wollen.  Ueber  beide 
können  wir  willkürlich  verfügen,  da  dieselben  mit  den  früher  einge- 
führten Fundamentalgrössen  nicht  durch  eine  eindeutige  Gleichung 
verbunden  sind. 

Als  Masse  Eins  wählen  wir  die  Masse  eines  Cubikcenti- 
rneters  Wasser  im  Zustand  der  grössten  Dichtigkeit,  d.  h.  bei 
4°  Celsius,  und  nennen  diese  Masseneinheit  „Gramm“.  Indem 
wir  diese  willkürliche  Festsetzung  treffen,  die  sich  nur  dadurch  beson- 
ders empfiehlt,  dass  sie  die  Masseneinheit  in  Beziehung  zu  der  Längen- 
einheit setzt,  betrachten  wir  Masse  M als  eine  dritte  Fundamental- 
grösse, deren  Dimension  wir  durch  [?/*]  bezeichnen.  Die  Masse  ist  im 
Gegensatz  zu  anderen  oben  eingeführten  physikalischen  Grössen  er- 
sichtlich kein  Vector,  sondern  ein  Scalar. 

Als  Impuls  Eins  wählen  wir  denjenigen,  welcher  auf  den 
Massenpunkt  Eins  ausgeübt  die  Geschwindigkeit  Eins  hervor- 
bringt. Diese  Festsetzung  giebt  der  Constante  c den  Werth  Eins  und 
daher  der  Formel  (15)  die  Gestalt 

J — V'  M.  (16) 

Während  wir  die  Einheit  des  Impulses  willkürlich  bestimmen 
konnten,  haben  wir  durch  die  Festsetzung,  dass  c eine  reine  Zahl  sei, 
über  seine  Dimension  schon  oben  verfügt;  ein  Impuls  ist  sonach 
eine  abgeleitete,  keine  Fundamentalgrösse,  und  zwar  enthält  sie  alle 
drei  Fundamentalgrössen  Länge,  Zeit  und  Masse,  denn  wir  haben  unter 
Benutzung  der  in  § 2 gegebenen  Relation  [F]  = (7*“*]  jetzt: 

[J]  = 

Nach  den  erhaltenen  allgemeinen  Beziehungen  können  wir  nun 
leicht  in  speeiellen  Fällen  den  Impuls  nach  Grösse  und  Richtung  be- 
stimmen, der  eine  verlangte  Aenderung  der  Geschwindigkeit  eines 
Massenpunktes  hervorbringt;  ebenso  aber  auch  umgekehrt  die  Ge- 
schwindigkeitsänderung bei  gegebenem  Impuls.  Ist  die  eine  dieser 
Grössen  durch  ihre  Componenten  parallel  den  Coordinatenaxen  gegeben, 
so  bestimmen  sich  die  Componenten  der  andern  gemäss 

F = uM,  (r  = v'M,  11  = w'M.  (1 7) 
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Ist  hingegen  der  Geschwindigkeitszuwachs  nur  in  seiner  Lage  gegen 
die  Anfangsgeschwindigkeit  gegeben,  so  benutzt  man  passend  die  Re- 
lation ./  = V'M. 

Als  Anwendung  behandeln  wir  das  Problem,  den  Impuls  zu  be- 
stimmen, welcher  eine  gegebene  Bewegung  nur  der  Richtung,  nicht 
aber  der  Grösse  ihrer  Geschwindigkeit  nach  verändert.  Wir  benutzen 
dazu  die  Werthe  (4)  für  Grösse  und  Richtung  der  bei  einer  Aenderung 
allgemein  zuzufügenden  Geschwindigkeit,  und  haben  so  die  Be- 
ziehungen: 

V"-  = (P,  - V)1  + 4 V Fi  sin5  sin  cp  = ~ sin  cp,  (18) 

in  welchen  V,  V \ die  Anfangs-  und  Endgeschwindigkeit,  cp  den  Winkel 
ihrer  Richtungen,  V die  hinzuzufügende  Geschwindigkeit,  cp  den  Win- 
kel ihrer  Richtung  gegen  Vx  bezeichnet.  Der  nöthige  Impuls  J hat 
die  Stärke  J—  V'M  und  fallt  in  die  Richtung  von  V\ 

Soll  die  Geschwindigkeit  durch  den  Impuls  nicht  geändert  werden, 
so  ist  V — Vl  zu  setzen,  und  man  erhält  dadurch  aus  (18) 

J = V'  M — 2 VM  sin  v- , sin  cp'  = cos  (1 8') 

tJ  M 

was  aussagt:  der  erforderliche  Impuls  ist  proportional  der  Anfangs- 
geschwindigkeit und  der  Masse  des  bewegten  Punktes,  sowie  dem  Sinus 
des  halben  Ablenkungswinkels,  und  zwar  in  der  Richtung  normal  zu 
der  Halbirungslinie  des  Winkels  cp  zwischen  beiden  Geschwindigkeiten 
auszuüben,  — ein  Resultat,  das  leicht  durch  die  geometrische  An- 
schauung zu  verstehen  ist-. 

§ 5.  Beliebige  Bewegung;  Beschleunigung,  Kraft. 

Der  allgemeinste  Fall,  dass  sich  ein  Massenpunkt  längs  einer 
beliebig  gekrümmten  Bahn  völlig  beliebig  fortbewegt,  lässt  sich  unter 
gewisser  Voraussetzung  auf  die  bereits  absolvirtcn  Fälle  zurückführen. 

Wie  in  der  analytischen  Geometfie  eine  beliebige  stetige  Curve 
durch  ein  Polygon  von  unendlich  kurzen  Seiten  ersetzt  wird,  so  wollen 
wir  auch  die  Bahn,  welche  der  Massenpunkt  beschreibt,  in  geradlinige 
Elemente  As  zerlegen,  soweit  sie  stetig  gekrümmt  ist  (erste  Voraus- 
setzung); aber  wrir  lassen  die  Länge  dieser  Linienelemente  nicht  will- 
kürlich, sondern  wählen  sie  gleich  den  während  der  wirklichen  Be- 
wegung innerhalb  gleicher,  iiusserst  kleiner  Zeiten  Öt  zurückge- 
legten Wegen.  Findet  die  Bewegung  in  der  Weise  statt,  dass  sie 
^ während  ebendieser  Zeiträume  dt  als  gleichförmig  angesehen  werden 
kann  (zweite  Voraussetzung),  so  stellen  die  Längen  dieser  Linienelemente 
Ös  nach  § 2 die  Repräsentanten  derjenigen  Geschwindigkeiten  dar, 
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welche  der  Massenpunkt  an  jeder  Stelle  auf  Ss  während  St  besitzt,  und 
welche  nach  unserer  Grunddefinition  (2)  ist 

V — Ss/St. 

Wir  bemerken,  dass  dieser  Werth  von  der  Grösse  des  willkürlich 
gewählten  Zeitintervalles  St  nicht  abhängt,  da  nach  unserer  Annahme 
die  Bewegung  auf  unendlich  kleinen  Strecken  als  gleichförmig  zu  be- 
trachten ist. 

Ist  der  Ort  in  der  Bahn,  wie  schon  früher  angenommen,  durch 
seinen  längs  der  Bahn  gemessenen  Abstand  s von  einem  willkürlich 
gewählten  Anfangspunkt  gegeben,  so  verwandelt  sich  für  unendlich 
kleines  St  das  Verhältnis  Ss/St  in  den  Differentialquotienten  von  s 
nach  t , und  wir  haben  als  Definition  der  Geschwindigkeit  bei 
beliebiger  Bewegung  die  Beziehung: 

V — dsjdt.  (19) 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  den  Cosinus  der  Richtungswinkel 
a,  ß,  y der  Geschwindigkeit  gegen  die  Coordinatenaxen,  so  erhalten 
wir  nach  (7)  links  die  Componenten  u,  v,  w der  Geschwindigkeit  V 
nach  diesen  Richtungen,  rechts  resp.  ds  .cos  cc,  äs.  cos  ß,  ds . cos  y, 
d.  h.  die  Projeetionen  von  ds  auf  die  Coordinatenaxen  und  demgemäss 
die  Zuwachse  der  Coordinaten  x , y , % des  bewegten  Massenpunktes 
während  der  Zeit  dt.  Es  gilt  also 


u — dx/dt , v = dy/dl , w — dxjdt.  (20) 

Nun  können  aber  die  Componenten  u,  v,  w auch  als  die  Gcsammtcom- 
ponenten  mehrerer  Geschwindigkeiten  V„  von  verschiedenen  Richtungen 
ah,  ß,„  yh  gegeben  sein,  deren  Einzeleomponenten  uh , vh}  wh  sind; 
demgemäss  erhalten  wir  als  allgemeinste  Fassung  vorstehender  Formeln 


dx  vr 
"TT  = 


dy 


— f'h  i 


dx 

di 


^ tctl, 


dt  dt  ■ di  (20') 

= -N  Vh  cos  a„,  = 2Vh  cos  ß„,  2Vh  cos  y,„ 


d.  h.  also:  die  ersten  Differentialquotienten  der  Coordinaten  eines  be- 
wegten Punktes  geben  die  Summen  der  parallel  den  bezüglichen  Axen 
genommenen  Geschwindigkeitscomponenten. 

Die  Formeln  gestatten  auch  eine  umgekehrte  Verwendung.  Sind 
für  einen  Massenpunkt  zu  jeder  Zeit  oder  an  jeder  Stelle  die  Ge- 
schwindigkeitscomponenten gegeben,  so  gestatten  diese  Formeln  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  daraus  die  ganze  Bewegung,  also  die  Bahn  des 
Punktes  und  seinen  Ort  in  derselben  für  jeden  Zeitmoment  zu  be- 
stimmen. Dies  wird  weiterhin  specieller  auseinandergesetzt  werden. 

Wir  wenden  uns  jetzt  der  allgemeinen  Betrachtung  einer  beliebigen 
Bewegung  wieder  zu. 
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Von  Element  zu  Element  wechselt  die  Geschwindigkeit  F nach 
Grösse  und  Richtung,  z.  B.  an  einer  Stelle  p von  F zu  und  wir  fassen 
gemäss  den  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  diese  Aenderung 
auf  als  die  Folge  einer  der  früheren  zugefügten  neuen  Geschwindigkeit. 

Wir  setzen  voraus  (dritte  Voraussetzung),  dass  für  unendlich 
kleines  St  der  Zuwachs  von  F auch  nur  unendlich  klein  gleicher  Ord- 
nung ist,  und  nennen  ihn  SV'.  Diese  Geschwindigkeit  bestimmt  sich  nach 
Grösse  und  Richtung  aus  der  Anfangsgeschwindigkeit  F,  der  End- 
geschwindigkeit Vt  und  dem  Winkel  ihrer  Richtungen  <7?;  die  Formel 
(18)  des  letzten  Paragraphen  zeigt,  dass  dabei  V — V und  (p  mit  SV’ 
von  gleicher  Ordnung  sind,  und  wir  vertauschen  sie  demgemäss  mit 
SV  und  S(p.  Es  gilt  dann  nach  eben  diesen  Gleichungen,  indem  wir 
entwickeln  und  uns  auf  die  niedrigsten  Glieder  beschränken: 


sin  (p 


S V'-  = SV*  + v*sy, 

Vdw  jj.  / Vö(p 

oder  tg  <f,  = -y 


(21) 


y,)  v-  + f* 

Gemäss  den  Folgerungen  in  § 3 sagt  die  erste  Gleichung  aus, 
dass  die  zukommende  Geschwindigkeit  SV'  sich  zerlegen  lässt  in  zwei  zu 
einander  normale  Componenten  von  der  Grösse  SV  und  V S(p.  Die 
zweite  Formel  giebt  den  Neigungswinkel  cp  der  Geschwindigkeit  SV' 
gegen  als  eine  im  Allgemeinen  endliche  Grösse,  welche,  falls  F 
nicht  gleich  Null  ist,  nur  mit  Scp  selbst  verschwindet;  dies  sagt  aus, 
dass  die  Zusatzgeschwindigkeit  SV'  nur  dann  in  die  Richtung  der  Bahn 
fällt,  wenn  dieselbe  keine  Krümmung  hat.  Verglichen  mit  der  ersten 
giebt  die  zweite  Formel  noch  das  weitere  Resultat,  dass  von  den  Com- 
ponenten von  SV ' die  eine,  SV,  parallel,  die  andere,  VS  cp,  normal  zu 
Ss,  gerichtet  ist. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  stellen  die  Aenderung  des  Be- 
wegungszustandes an  der  Stelle  p dar,  sie  haben  aber  den  Uebelstand, 
noch  abhängig  zu  sein  von  der  Wahl  des  willkürlichen  Zeitraumes  St, 
während  dessen  wir  die  Geschwindigkeit  constant  gedacht  haben,  der 
als  offenbar  unwesentlich  beseitigt  werden  muss.  Dies  geschieht,  wenn 
wir  die  erste  Gleichung  (21)  rechts  und  links  mit  [SCf,  die  zweite  in 
Zähler  und  Nenner  mit  St  dividiren  und  die  erhaltenen  Glieder  deuten. 

1/St  ist  die  Anzahl  der  Geschwindigkeitswechsel  in  der  Zeiteinheit, 
dividirt  durch  die  Zeiteinheit,  SV' /St  Ist  also  diejenige  Zusatzgeschwin- 
digkeit, welche  sich  als  Resultante  ergeben  würde,  wenn  dasselbe  SV' 
in  derselben  Richtung  die  ganze  Zeiteinheit  hindurch  bei  jedem  Ge- 
schwindigkeitswechsel zugefügt  würde,  dividirt  durch  die  Zeiteinheit,  — 
eine  Grösse,  ersichtlich  von  St  unabhängig,  denn  SV'  und  St  wachsen 
und  mindern  sich  in  demselben  Verhältniss.  Wir  nennen  sie  die 
Beschleunigung  B des  Massenpunktes  an  der  Stelle  p und 
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legen  ihr  die  Richtung  der  Zusatzgeschwindigkeit  dF'  bei. 
Wir  können,  da  sie  sich  nur  durch  einen  eonstanten  Nenner  von 
einer  Geschwindigkeit  unterscheidet,  Alles,  was  wir  über  Zer- 
legung und  Zusammensetzung  jener  gefunden  haben,  auf  sie  unmittel- 
bar übertragen. 

SV /St  ist  aus  demselben  Grunde  die  gesammte  Aenderung  der 
Geschwindigkeit  des  Massenpunktes,  wenn  der  Vorgang,  wie  er  an  der 
Stelle  p einmal  stattfindet,  sich  die  ganze  Zeiteinheit  hindurch  in  dem 
Zeitintervall  St  wiederholen  würde,  oder  die  Geschwindigkeitsänderung 
bezogen  auf  die  Zeiteinheit.  Wir  nennen  sie  die  Bahnbeschleuni- 
gung oder  Beschleunigung  in  der  Bahn  b,  welche  der  Massen- 
punkt an  der  Stelle  p erfährt. 

Srp/St  endlich  ist  analog  die  gesammte  Richtungsänderung,  welche 
die  Bewegung  des  Massenpunktes  während  der  Zeiteinheit  erfahren 
würde;  wir  nennen  sie  wegen  der  Analogie  der  Gestalt  von  S(p/St 
mit  Ss/St,  das  wir  als  Geschwindigkeit  (Lineargeschwindigkeit)  bezeich- 
neten,  die  Winkelgeschwindigkeit  oder  Drehungsgeschwindig- 
keit d des  Massenpunktes  an  der  Stelle  p. 

Demgemäss  resultirt  für  die  erste  Gleichung  (21)  die  Form: 

B*  = b'  + l^d*.  (21') 

Für  die  Drehungsgeschwindigkeit  d — S(p/St  erhält  man  leicht 
noch  einen  andern  Werth.  Schreibt  man  nämlich 

, Ss 

( = “51  "57’ 

so  ist  Ss/St  die  Geschwindigkeit  V in  p,  S(p/Ss  ist  die  reciproke  Länge 
der  beiden,  nur  unendlich  wenig  verschiedenen,  Normalen  auf  der 
Mitte  der  beiden  in  p zusammentreffenden  Linienelemente  Ss  und  Ss, 
vom  Fuss-  bis  zum  Schnittpunkt,  mit  andern  Worten  die  reciproke 
Länge  des  Krümmungsradius  p der  Bahncurve  im  Punkte  p.  Hier- 
durch gewinnt  unser  letztes  Resultat  die  Form: 

B*  = b'  + v*d%  ^ = d = ~ ; (22) 

dazu  kömmt,  die  zweite  Gleichung  (21): 

Vd 

tg  v = ~r> 

in  der  wir  jetzt  den  Winkel  zwischen  Beschleunigung  und  Bahnelement 
mit  i (j  bezeichnet  haben. 

Wir  bemerken,  hinweisend  auf  die  Entwickelung  des  § 3,  dass 
wie  die  Zusatzgeschwindigkeit  SV',  so  auch  die  Beschleunigung  B in 
der  Ebene  liegt,  welche  die  beiden  in  p zusammenstossenden  Linien- 
elemente  Ss  und  Ss,  der  Bahn  enthält,  das  heisst  in  der  Osculations- 
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ebene  der  Bahncurve  im  Punkte  p\  der  eine  Winkel  yj  bestimmt 
ihre  Lage  sonach  vollständig. 

Denken  wir  uns  nun,  wie  schon  früher,  den  Ort  des  Massen- 
punktes durch  seinen  positiven  oder  negativen  längs  der  Bahn  ge- 
messenen Abstand  s = f(t)  von  einem  in  derselben  fest  angenommenen 
Punkte  gegeben,  und  betrachten  wir,  ebenso  wie  s,  die  Geschwindigkeit 

V als  eine  Function  der  Zeit,  so  werden  die  Verhältnisse  ds/d't  und 
d'Vjöt  identisch  mit  den  Differentialquotienten  der  Functionen  s und 

V nach  der  Zeit,  und  die  Formeln  (19)  und  (22)  lauten  schliesslich: 


Das  bis  hierher  über  die  beliebige  Bewegung  eines  Punktes  Ge- 
fundene fassen  wir  zusammen  in  den  Satz: 

Ist  für  einen  Punkt  die  Gestalt  seiner  Bahn  und  zu  jeder 
Zeit  sein  längs  der  Bahn  gemessener  Abstand  s von  einem 
festen  Anfang  gegeben,  so  hat  zu  jederzeit  t seine  Geschwin- 
digkeit die  Grösse  V—dsjdt  und  die  Richtung  der  Bahn,  seine 
Beschleunigung  B ist  nach  Richtung  und  Grösse  bestimmt  als 
die  Resultante  aus  einer  der  Bahn  parallelen  Componente 
dVjdt  (der  Bahnbeschleunigung)  und  einer  dem  Krümmungs- 
radius der  Bahn  parallelen  Componente  V'jo  (der  Normal- 
beschleunigung). 

Die  im  Vorstehenden  neu  eingeführte  Grösse  „Beschleunigung“ 
und  zwar  die  gesammte  B,  wie  ihre  Componente  parallel  und  normal 
zur  Bahn,  ist  durch  die  Fundamentaleinheiten  Länge  und  Zeit  nach 
ihrer  Dimension  und  ihrer  Einheit  völlig  bestimmt;  wir  haben 

m = [«-•], 

und  als  Einheit  der  Beschleunigung  diejenige,  bei  welcher  eine  Ge- 
schwindigkeit in  der  Zeiteinheit  um  den  Betrag  der  Geschwindigkeits- 
einheit wächst.  — 

Nach  den  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  betrachten  wir 
als  Ursache  jeder  plötzlichen  Aenderung  der  Geschwindigkeit  eines 
Massenpunktes  hinsichtlich  der  Grösse  oder  der  Richtung  einen  Impuls 
./,  der  seiner  Richtung  nach  mit  derjenigen  der  Zusatzgeschwindigkeit  I" 
zusammenfallt,  und  dessen  Grösse  gegeben  ist  durch  das  Product  V'M 
der  Zusatzgeschwindigkeit  in  die  Masse  des  bewegten  Punktes. 

Bei  einer  beliebigen  Bewegung  mit  nach  Richtung  und  Grösse 
stetig  wechselnder  Geschwindigkeit  müssen  wir  demgemäss  unendlich 
viele,  unendlich  schwache  Impulse  ÖJ  wirkend  denken,  ein  jeder  nach 
Richtung  zusammenfallend  mit  der  im  betreffenden  Zeitpunkt  zuge- 
fügten Geschwindigkeit  öV\  nach  Stärke  gegeben  durch 

6J  = MÖV'. 


20 


Mechanik  materieller  Punkte. 


Auch  diese  Formel  enthält  noch  den  Einfluss  des  willkürlich  ge- 
wählten Zeitraums  dt,  den  wir  wie  oben  durch  Division  mit  dt  besei- 
tigen. Dann  erhalten  wir  rechts  dV'jdt,  d.  h.  die  Beschleunigung  B 
des  Massenpunktes. 

dJjdt  aber  ist  nacli  dem  Frühem  die  Summe  aller  derjenigen  Impulse, 
welche  der  Massenpunkt  während  der  Zeiteinheit  erleiden  würde,  wenn 
in  derselben  unausgesetzt  in  Intervallen  dt  derselbe  Impuls  d'J  in 
gleicher  Stärke  und  Richtung  sich  wiederholte  — diese  Summe  dividirt. 
durch  die  Zeiteinheit. 

Die  hierdurch  vollständig  delinirte  neue  physikalische  Grösse, 
welche  ersichtlich  von  dem  willkürlichen  Intervall  dt  unabhängig,  aber 
von  der  gewählten  Zeiteinheit  abhängig  ist,  nennen  wir  die  Kraft  K, 
welche  der  Massenpunkt  M an  der  Stelle  j i erleidet,  und  legen 
ihr  die  Richtung  der  Impulse,  also  auch  die  Richtung  der  Beschleu- 
nigung in  p bei.  Sie  ist  hiernach  ersichtlich  abermals  eine  Yectorgrösse. 

Wir  haben  also 


und  fassen  das  erhaltene  fundamentale  Resultat  noch  einmal  in  folgende 
Worte  zusammen: 

Die  Kraft,  welche  ein  (innerhalb  der  im  Eingang  gemachten 
Einschränkungen)  beliebig  bewegter  Massenpunkt  erleidet,  ist 
ihrer  Grösse  nach  gegeben  durch  das  Product  seiner  Masse  M 
in  seine  Gesammtbeschleunigung  B und  ist  letzterer  parallel 
gerichtet,  d.  h.  liegt  allenthalben  in  der  Osculationsebene 
der  Bahncurve  unter  einem  Winkel  -ip  gegen  die  Richtung 
der  Bewegung  oder  Geschwindigkeit,  dessen  Tangente  gleich 
ist  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  Vf  dividirt  durch  das 
Product  aus  Krümmungsradius  q und  Bahnbeschleunigung 
(lY/dt. 

Auch  für  die  Kraft  ist  sowohl  Dimension  als  Einheit  durch  ihre 
Definition  vollkommen  gegeben;  wir  haben 


und  dazu  diejenige  Kraft  als  Krafteinheit,  welche  dem  Massenpunkt 
Eins  die  Beschleunigung  Eins  mittheilt. 

Hiernach  kann  man  für  jede  Bewegung  eines  gegebenen  Massen- 
punktes die  wirkende  Kraft  numerisch  berechnen. 

Da  sich  die  Kraft  von  einem  Impuls  nur  durch  einen  constanten 
Kenner  unterscheidet  und  wie  diese  ein  Yector  ist,  so  können  wir 
alle  für  Impulse  erhaltenen  .Sätze  über  Zerlegung  in  Componenten 


m = [mit--] 


Digitized  by  Google 


$ 5.  Beliebige  Bewegung;  Beschleunigung,  Kraft. 


21 


und  Zusammensetzung  zu  Resultanten  sogleich  auf  Kräfte  übertragen. 
Ihrer  grossen  Wichtigkeit  wegen  wollen  wir  sie  aber  in  der  Form,  die 
sie  für  letztere  annehmen,  noch  einmal  zusammenstellcn. 

Zunächst  der  allgemeine  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte, 
bei  welchem  die  Kräfte  wie  Geschwindigkeiten  und  Impulse  durch 
Strecken  nach  Grösse  und  Richtung  repräsentirt  werden.  Er  findet 
sich  aus  der  Betrachtung  der  Bewegungsvorgänge  ohne  alle  Schwierig- 
keit, während  bei  Beschränkung  auf  Gleichgewichtszustände  ein  ganz 
befriedigender  Nachweis  fast  unmöglich  scheint.  Wir  sprechen  ihn 
folgendermassen  aus: 

n gegebene  Kräfte,  die  auf  einen  Massenpunkt  wirken, 
sind  aequivalent  mit  einer  einzigen,  die  man  durch  eine 
geometrische  Construction  aus  jenen  nach  Grösse  und  Rich- 
tung bestimmen  kann.  Hierzu  füge  man  die  Repräsentanten 
aller  gegebenen  Kräfte  gleichsinnig  an  einander;  die  Strecke 
vom  Anfangs-  zum  Endpunkte  der  so  erhaltenen  gebrochenen 
Linie  giebt  dann  den  Repräsentanten  der  resultirenden 
Kraft. 

Insbesondere  ist  die  mit  n parallelen  Kräften  aequivalente  Resul- 
tante mit  jenen  gleichgerichtet  und  gleich  ihrer  Summe.  Für  nur 
zwei  gegebene  Kräfte  Kt  und  X,  welche  den  Winkel  <p  einschliessen, 
erhält  man  die  Grösse  K der  Resultirenden  und  die  Winkel  tpt,  rpt, 
die  sie  mit  X und  Kx  einschliesst  durch: 


K"  = K;  + A7  + 2 KxKt  cos  ff, 


Kx 

»in  <pl 


Kt  K 

sin  q>t  sin  cp 


Stehen  speciell  Kx  und  K,  normal  zu  einander,  so  ist: 


(25) 


IC  = K*  + IC,  K>  = K sin  <plt  IC,  - IC  sin  ff,,  Kx/Kt  = tg  <pt.  (25') 

Die  Umkehrung  des  allgemeinen  Satzes  ergiebt: 

Jede  gebrochene  Linie,  mittelst  deren  man  die  beiden 
Enden  des  Repräsentanten  einer  gegebenen  Kraft  verbindet, 
lässt  sich  deuten  als  die  gleichsinnige  Aneinanderreihung 
der  Repräsentanten  von  Kräften,  welche  mit  der  gegebenen 
aequivalent  sind. 

Hieraus  erhellt  sofort,  dass,  während  das  Problem  der  Zusammen- 
setzung von  gegebenen  Kräften  vollständig  bestimmt  war,  die  Zerlegung 
einer  gegebenen  Kraft  in  ein  System  aequivalenter  Componenten  auf 
unendlich  viele  Weisen  möglich  ist,  und  die  Aufgabe  zur  Bestimmung 
noch  einschränkender  Bedingungen  bedarf. 

Der  wichtigste  Fall  ist  der,  dass  eine  Kraft  K nach  drei  zu  ein- 
ander normalen  Richtungen,  die  wir  als  die  X,  Y,  Z-Coordinatenaxen 
wählen,  in  Componenten,  die  jetzt  und  ferner  mit  den  Buchstaben  X, 
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(26) 


Y,  Z bezeichnet  werden  mögen,  zerlegt  werden  soll.  Sind  r/,  /?,  y die 
Winkel,  welche  die  Richtung  von  K mit  denen  von  A,  7,  Z ein- 
schliesst,  so  gilt: 

X = K cos  a,  Y — K cos  ßf  Z — K cos  y, 
und  umgekehrt 

cos  a = XjK,  cos  ß — Y/K , cos  y = ZjK, 

IC  = X*  -f  Y:  + Z’. 

Zerlegt  man  dieselbe  Kraft  K nach  drei  anderen  zu  einander 
senkrechten  Richtungen  A',  Y',  Z ',  welche  die  Winkel  ß',  y mit 
ihr  einschliessen,  so  gilt  ebenso: 

A'  = K cos  «,  Y'  = K cos  ß\  Z'  = K cos  y . 

Nun  ist  alter : 

cos  u = cos (A', X)  cos (Ar,  A")  -f-  cos  (A'  Y) cos ( Y , X')  + cos  (A",  Z)  cos (Z,  A"), 
cos  ß'  = cos  (A”,  A)  cos  (A,  Y')  + cos  (K,  Y)  cos  ( Y,  Y' ) + cos  (JT,  Z)  cos  (Z,  1") , 
cos  y = cos ( K}  X)  cos  ( A,  Z')  -}-  cos  ( A’,  Y)  cos  ( Y,  Z')  -f  cos  ( A,  Z)  cos  (Z,  Z') , 

also  nach  (26)  auch 

A"  = Acos(A,  A')  + Y cos ( Y,  A')  + Zcos(Z,  A'), 

r = Acos(A,  Y')  -f-  Ycos(Y,  Y')  + Zcos  (Z,  Y'),  (26') 

Z'  = Acos  (A,  Z')  + Ycos  ( Yf  Z')  -f  Zcos  (Z,  Z'); 

die  Componenten  einer  Kraft  nach  verschiedenen  Coordinatensystemen 
stehen  also  in  demselben  Zusammenhang,  wie  die  Projectionen  einer 
Länge  auf  die  betreffenden  Axen;  dies  ist  selbstverständlich,  nachdem 
wir  Kräfte  durch  Strecken  repräsentirt  haben. 

Das  Resultat  (26)  ist  zu  benutzen,  um  das  allgemeine  Problem  der 
Zusammensetzung  von  beliebigen  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräften, 
welches  oben  nur  geometrisch  gelöst  ist,  in  bequemer  Weise  analytisch 
durchzuführen. 

Sind  n Kräfte  nach  ihren  Grössen  Ku  und  ihren  Richtungs- 
winkeln ah,  ßh,  yh  gegeben,  so  zerlegen  wir  jede  einzelne  in  drei  Com- 
ponenten  X,n  Yh,  Zh  parallel  den  Coordinatenaxen;  es  ist  dann 

Aft  = Aj,  cos  c , 1 /.  = A h cos  ßi, , Zt,  = Kh  cos  y*.  (27) 

Die  sämmtlichen  parallelen  Componenten  Xh  resp.  Yh  und  Zh  setzen 
sicli  nach  dem  Obigen  zusammen  zu  einer  Gesammtcomponente  X 
resp.  Y und  Z,  welche  gegeben  sind,  durch 

v y y v yv  y vz 

= 2Kh  cos  cch7  = 2 Ku  cos  /?»,  = 2Kh  cos  ykf  1 

und  diese  endlich  geben  nach  den  letzten  Formeln  (26)  eine  Resul- 
tante von  der  Stärke  K mit  den  Richtungswinkeln  a,  ß , y7  die  be- 
stimmt sind  durch: 
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(27") 


A2  = X~  + Y2  + Z% 

cos  a — XjK,  cos  ß = YjK,  cos  y — Z/K. 

Von  diesen  fundamentalen  Betrachtungen  machen  wir  zunächst 
eine  Anwendung  zur  Deutung  der  Gleichungen  (24),  die  wir  schreiben: 

^ + K-y.  = 


Ä2 


(28) 


Vergleichen  wir  diese  Formeln  mit  (25')  und  bedenken,  dass  ifj 
den  Winkel  der  Kraft  K gegen  die  Richtung  der  Bahn  im  Sinne  der 
stattlindenden  Bewegung  bezeichnet,  so  erkennen  wir,  dass  K hier  zer- 
legt erscheint  in  zwei  zu  einander  normale  Componenten,  von  denen 
die  erstere  MdVjdt  in  der  Richtung  der  Bahn,  die  zweite  MV'/q  in  der 
Richtung  von  deren  Krümmungsradius  liegt.  Fs  gelten  demnach  die 
folgenden  drei  wichtigen  Sätze: 

Für  einen  jeden  bewegten  Massenpunkt  ist 

1.  die  Kraftcomponente  P in  der  Richtung  der  Tangente 
der  Bahn  gleich  der  Masse  M des  Punktes  multiplicirt  mit 
seiner  Bahnbeschleunigung  dVjdt, 


P — Md  Vjdt\  (29 x) 


2.  die  Kraftcomponente  Nx  in  der  Richtung  der  Haupt- 
normale der  Bahn  gleich  der  Masse  M des  Punktes  multiplicirt 
mit  dem  Quadrat  seiner  Bahngeschwindigkeit  und  dividirt 
durch  den  Krümmungsradius  q der  Bahn  an  der  betrach- 
teten Stelle,  letzteren  positiv  oder  negativ  gerechnet,  jenach- 
dem  er  auf  die  als  positiv  oder  negativ  gewählte  Seite  der 
Hauptnormalen  fällt, 

Nt  = MV'/q ; (29 u) 

3.  die  Kraftcomponente  A1-,  nach  der  Richtung  der  Bi- 
normale  der  Bahn  gleich  Null, 

A7?  = 0.  (29  in) 


Wir  fügen  hinzu,  was  aus  diesen  Sätzen  in  zwei  speciellen  Fällen 
sich  ergiebt: 

Eine  geradlinige  Bewegung  kann  nur  unter  einer  in  der 
Richtung  der  Bahn  wirkenden  Kraft  bestehen;  ihre  Grösse  ist 

K = MdVjdt. 

Eine  krummlinige  Bewegung  mit  constanter  Geschwindig- 
keit kann  nur  unter  der  Wirkung  einer  Kraft  bestehen,  welche  allent- 
halben in  der  Richtung  der  Hauptnormale  der  Bahn  liegt  und  den 
Werth  hat  K = MV* jo. 

Dass  in  diesem  letzteren  Falle,  obwohl  die  Geschwindigkeit  con- 
stant  bleibt,  doch  eine  Kraft  zur  Erhaltung  der  Bewegung  nöthig  ist, 
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kann  man  sich  nochmals  verdeutlichen,  indem  man  überlegt,  dass  nach 
dem  Trägheitsprincip  jeder  Massenpunkt  die  Tendenz  hat,  nicht  nur 
die  Geschwindigkeit,  sondern  auch  die  Kichtung  seiner  Bewegung 
ungeändert  beizubehalten.  Es  ist  also  eine  Kraft  nöthig,  um  ihn  von 
der  geraden  Linie  in  die  gekrümmte  Bahn  abzulenken  und  seinen 
Widerstand  gegen  die  krummlinige  Bewegung  zu  überwinden.  Diesen 
Widerstand  denkt  man  sich  der  ausgeübten  Kraft  gleich  stark  und 
entgegengesetzt  gerichtet  und  nennt  ihn  Centrif ugalkraft. 

Hiernach  ist  also  die  Centrifugalkraft  eines  mit  einer  Geschwin- 
digkeit V bewegten  Massenpunktes  M an  einer  Stelle  der  Bahn,  wo  deren 
Krümmungsradius  gleich  o ist,  gegeben  durch  MV' jo:  ihre  Richtung 
ist  derjenigen  des  Krümmungsradius  entgegengesetzt 

Diese  Deutung  überträgt  man  von  Bewegungen  mit  constantcr 
auf  solche  mit  beliebiger  Geschwindigkeit. 

Das  Vorstehende  bietet  die  Mittel,  um  in  jedem  speciellen  Falle 
die  Kraft,  welche  zur  Herstellung  einer  Bewegung  nöthig  ist,  nach  ihrer 
Grösse  und  nach  ihrer  Lage  gegen  die  Bahn  des  bewegten  Massen- 
punktes vollständig  zu  bestimmen.  Indessen  liegt  hierin  nicht  die  eigent- 
liche Bedeutuug  der  gefundenen  Resultate,  sondern  umgekehrt  in 
ihrer  Anwendung,  um  bei  gegebener  Kraft  die  Beschleunigung  und 
daraus  die  gesammte  Bewegung  des  Massenpunktes  zu  bestimmen,  auf 
welchen  die  Kraft  wirkt. 


Es  hat  sich  nämlich  gezeigt,  dass  durch  Einführung  des  Begriffes 
der  Kraft  in  der  im  Obigen  erörterten  Weise  eine  grossartige  Verein- 
fachung der  Betrachtung  der  Bewegungserscheinungen  erreicht  wird, 
und  unzählige  Einzelfälle,  die  sich  hinsichtlich  der  Bahngestalt  und 
des  Gesetzes  der  Geschwindigkeit  unterscheiden,  einheitlich  zusammen- 
gefasst werden  in  ein  einziges  Problem. 

Hierzu  ist  die  bisher  benutzte  Gestalt  der  zwischen  Kraft  und 
Beschleunigung  bestehenden  Beziehungen  wenig  geeignet,  da  sie  die 
Kenntniss  der  Gestalt  und  Lage  der  Bahn  voraussetzen,  die  zu  linden 
eben  unser  Problem  ist.  Wir  umgehen  die  Schwierigkeit,  indem  wir  die 
Lage  der  Kraft  gegen  ein  absolut  festes  Coordinatensystem  einführen. 

Dies  geschieht  am  Einfachsten,  wenn  wir  von  den  Gleichungen  (17) 
des  vorigen  Paragraphen  ausgehen,  die  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Componenten  F,  G , II  eines  Impulses  und  den  durch  denselben 
hervorgebrachten  Componenten  u,  v,  w der  Geschwindigkeitsänderung 
darstellen.  Indem  wir  sie  auf  einen  unendlich  schwachen  Impuls  SJ 
mit  den  Componenten  SF,  SG,  811  und  demgemäss  unendlich  kleine 
Geschwindigkeitscomponenten  8u,  Sv,  Sw  der  unendlich  kleinen  Zu- 
satzgeschwindigkeit SV'  an  wenden,  schreiben  wir  sie: 

SF=  MSu,  S G ~ MSv,  8 II  = MSw, 
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Diese  Formeln  beziehen  wir  nun  wiederum  auf  die  oben  betrachtete 
beliebige'  Bewegung  und  verstehen  unter  du,  dv,  dw  und  dF,  dG, 
dH  die  an  der  Stelle  p beim  Uebergang  von  dem  Linienelement  d$ 
zu  dem  folgenden  ds,  auftretenden  Grössen.  Dividiren  wir  sie,  wie 
auch  oben  geschah,  durch  dt,  so  erhalten  wir  dadurch  diejenigen  Zu- 
wachse, die  in  der  Zeiteinheit  eintreten  würden,  wenn  während  der- 
selben in  den  Zeitintervallen  dt  immer  wieder  die  gleichen  Verände- 
rungen stattfänden,  wie  an  der  Stelle  jt?  einmal;  d.  h.  also  nach  den  be- 
züglichen oben  angegebenen  Definitionen  einerseits  die  Componenten 
der  Beschleunigung  nach  den  Coordinatenaxen,  nämlich  die 
Grössen  dujdt,  dvjdt,  dw/dt , andererseits  die  Componenten  der 
wirkenden  Kraft  X,  Y,  Z.  Demgemäss  nehmen  jene  Gleichungen 
die  Gestalt  an: 


X = Mdujdt,  Y = Mdvjdt,  Z = Mdwjdt,  (30) 


und  geben  so  einen  neuen  Ausdruck  des  Gedankens,  dass  die  wirkende 
Kraft  gleich  ist  dem  Product  aus  Masse  und  Beschleunigung  und  der 
Dichtung  nach  mit  letzterer  zusammenfallt  ln  der  That  können  wir 
aus  ihnen  die  Folgerungen  ziehen: 


K-  = x • + r + z-  = jt  [(£)’  + (£)’  + ($*)*]  - M'B', 


du  dv  dw 
X:l:Z=dt'-dt:di’ 

welche  dies  aussprechen.  Der  directe  Nachweis,  dass  hierdurch  die  Be- 
schleunigung nach  Grösse  und  Richtung  wirklich  in  Uebereinstimmung 
mit  (28)  gegeben  wird,  erfordert  einige  Rechnung  und  mag  als  nicht 
notli wendig  unterbleiben.  Man  gelangt  am  Besten  zuerst  zu  den  drei 
Sätzen  (20)  und  daraus  zu  (28). 

Die  Kräfte  X,  7,  Z können  nun  ihrerseits  Resultanten  sein  aus 
je  einer  Anzahl  einzelner  Componenten  Xt,  X,...Xn  u.  s.  f.,  die  durch 
Zerlegung  gegebener  Einzelkräfte  K„  K....K,,  erhalten  sind;  es  ist  dann: 

v v*  y v yy  7 v y 

Ferner  können  wir  für  u,  v,  w die  durch  die  Formeln  (20)  gegebenen 
Werthe  dxjdt,  dyjdt , dzjdt  setzen,  in  welchen  x,  y,  z die  Coordinaten 
des  Massenpunktes  zur  betrachteten  Zeit  bezeichnen.  So  gelangen  wir 
zu  der  definitiven  Form: 


3/ 


d2x 

dl1 


= JL’V 


in 


i r d* V x’  Y 

y dF 


.1/ 


d!x 

dF 


— 'XZ 

— — < /ju  • 


(31) 


Diese  fundamentalen  Gleichungen  bilden  den  Ausgangs- 
punkt für  alle  Untersuchungen,  welche  aus  gegebenen  Kräften 
die  Gesetze  der  durch  sie  bedingten  Bewegungserscheinungen 
ableiten. 
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Man  betrachtet  in  der  Physik  die  auf  Massenpunkte  wirkenden 
Kräfte  als  abhängig  von  der  Zeit  t,  den  Coordinaten  x , y , z des  be- 
wegten Punktes  und  den  Componenten  u—dxjdt , v — dyjdt , w — dz/dt 
seiner  (Teschwindigkeit.  Eine  Abhängigkeit  von  der  Beschleunigung 
würde  nichts  wesentlich  Anderes  ergeben,  als  die  eben  genannten  Ab- 
hängigkeiten; denn  man  könnte  in  einem  solchen  Falle  die  drei 
Gleichungen  (31)  durch  Auflösen  nach  den  Beschleunigungen  d'x/dt*, 
d'yjdt%  d'zjdt-  auf  die  Form  bringen: 


d'_ 

dt2 


"3  - H. 


in  welcher  E,  H,  Z nur  noch  t , x , y , z,  u,  w enthalten  und  als 
Kraftcomponenten  gedeutet  werden  können.  Indessen  kann  unter  Um- 
ständen dadurch  eine  besonders  einfache  Form  und  anschauliche  Be- 
deutung der  Kräfte  gewonnen  werden,  dass  man  sie  als  Functionen 
der  Beschleunigungen  einführt,  und  in  solchen  Fällen  wird  man  sie 
benutzen;  das  wichtigste  Beispiel  hierfür  ist  W.  Weber’s  Gesetz  für  die 
Wechselwirkung  bewegter  electrischer  Theilchen. 

Anders  verhält  es  sich  mit  der  Abhängigkeit  der  Kräfte  von  höheren 
Differentialquotienten  als  den  zweiten;  hier  tritt  eine  eigenthümliche 
Schwierigkeit  für  die  Vorstellung  ein. 

Die  Bewegung  während  eines  Zeitelementes  dt  bestimmt  die  Ge- 
schwindigkeiten des  Massenpunktes  parallel  den  Coordinatenaxen,  die 
während  zweier  seine  Beschleunigungen,  die  während  dreier,  vierer 
. . . analog  die  Werthe  der  dritten,  vierten  . . . Differentialquotienten 
seiner  Coordinaten  nach  der  Zeit.  Beginnt  also  eine  Bewegung  von 
der  Ruhe  aus,  so  ist  nach  zwei  Zeitelementen  die  Beschleunigung  D und 
also  auch  die  Kraft  K = m B schon  vollständig  bestimmt,  jene  höheren 
Differentialquotienten  aber  sind  noch  völlig  unbestimmt. 

Daher  hat  es  einen  guten  Grund,  dass  man  für  gewöhn- 
lich die  Kräfte  nur  als  Functionen  der  sieben  Argumente  l, 
x , y , z,  u , v , w ansieht;  wir  werden  weiterhin  ebenso  verfahren. 

Wie  wir  in  den  vorstehenden  Betrachtungen  von  den  Coordinaten, 
welche  den  Ort  des  Massenpunktes  bestimmen,  fortgeschritten  sind  zu 
deren  ersten  Differentialquotienten  nach  der  Zeit,  welche  seine  Ge- 
schwindigkeiten, und  den  zweiten,  welche  seine  Beschleunigungen 
geben,  so  könnten  wir  auch  Beziehungen  für  die  dritten,  vierten  und 
höheren  aufstellen  unter  Benutzung  der  obigen  Methoden  und  ohne  neu 
auftretende  Schwierigkeiten.  Statt  auf  die  Kraftcomponenten  selbst 
würden  wir  dann  auf  die  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  der 
Aenderung  der  Kraftcomponenten  mit  der  Zeit  geführt  werden. 

Während  indessen  die  Einführung  des  Begriffes  der  Kraft  für  die 
Zusammenfassung  je  einer  grossen  Zahl  einzelner  Bewegungserscliei- 
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mingen  unter  ein  alle  umfassendes  Gesetz  von  überraschendstem  Vor- 
theil  ist,  zeigt  sich,  dass  die  Einführung  der  höheren  Ausdrücke,  bei 
den  von  der  Natur  gebotenen  Erscheinungen  wenigstens,  in  dieser  Hin- 
sicht nichts  irgend  Erhebliches  mehr  leistet,  im  Gegentheil  auf  unver- 
hältnissmässig  eomplicirte  Gesetze  führt.  Wir  haben  also  keine  Ursache 
in  derartige  Untersuchungen  einzugehen. 


§ 6.  Geradlinige  Bewegung;  constante  Kraft,  freier  Fall,  Atwood’sche 
Fallmaschine;  einfachste  Fälle  variabler  Kräfte. 

Für  die  Behandlung  der  geradlinigen  Bewegung  bilden  nach  dem 
vorigen  Paragraphen  folgende  Sätze  die  Grundlage. 

Sei  s der  Abstand  von  einem  auf  der  Geraden  willkürlich  ge- 
wählten Nullpunkt,  so  ist  die  Geschwindigkeit: 

V — ds/clt , 

die  Beschleunigung: 

B = dV/dt  = d'sjdt\  (32) 

die  wirkende  Kraft: 

K = MB  = MdVjdt  = Md'sjdr. 

Alle  drei  fallen  in  die  Richtung  der  Bahngeraden. 

Die  Bewegung  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  s als  Function  der 
Zeit  gegeben  ist,  denn  dann  berechnen  sich  alle  oben  angeführten 
Grössen  vollkommen  unzweideutig  nach  den  vorstehenden  Formeln; 
willkürlich  ist  nur  unter  Umständen  die  Deutung,  die  man  ihnen 
geben  kann. 

Sei  z.  B.  s = a sin  ( bl  — c),  so  haben  wir  eine  Bewegung,  die  zur 
Zeit  = cjh  von  der  Stelle  s — 0 beginnt,  zur  Zeit  4-  n/2b  die 
grösste  Elongation  a nach  der  positiven  Seite,  weiter  um  t0  2tt/2/j  wie- 
der den  Nullpunkt,  um  + 3^/26  die  grösste  Elongation  a nach  der 
negativen  Seite,  um  ^+47r/26  den  Nullpunkt  zum  dritten  Male 
erreicht  und  dies  Spiel  mit  der  Periode  T—2njb  immer  wiederholt; 
man  nennt  a die  Amplitude,  (<  — tn)/T  die  Phase  der  stattfindenden 
Üscillation.  Hier  bestimmt  sich  aus 


• 2 7t  {t  — t() 

s = a sm — — — - 


das  System  von  Werth en 


Tr  2na  2 n(l  — tn) 

V = -y-  cos y T , 

r,  /27r\*  . 2n(t—t0) 

B = ~\-f)  a sm  — --y 

r.  /2tt\*  . 2n(t  — t0) 

K = - [-jrj  Ma  sm  — ■ 


(32 a) 
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Es  gilt  aber,  wie  man  erkennt,  zugleich  auch  folgendes  System: 

v=2* 

"=-(?)’*»  (32") 

K=  - (j)’  Ms; 

oder  auch  endlich 


Die  Wurzelgrössen  wechseln  ihr  Vorzeichen,  wenn  $ den  Werth  ± af 
V den  Werth  ± 2nalT  berührt. 

Jede  dieser  Formeln  giebt  für  V,  B oder  K ein  leicht  in  Worte 
zu  fassendes  oder  durch  Construction  zu  verdeutlichendes  Gesetz;  be- 
trachten wir  näher,  als  besonders  wichtig,  die  drei  für  die  wirkende 
Kraft  erhaltenen. 

Das  erste 


K = 


2 TT  ( / — 

T 


sagt  aus,  dass  K von  dem  Ort  und  der  Geschwindigkeit  unabhängig 
ist  und  mit  der  Zeit  periodisch  nach  Grösse  und  Richtung  wechselt, 


Das  zweite, 


für  t = tn  ist 
für  t = t0  + \T, 
für  t = t0  -f  } T, 
für  t = tn  + l T, 
für  t = t„  + T, 


K = 0 , 

K ~ — a, 

K — 0, 

K=  + a, 

K — 0 , u.  s.  f. 


lässt  die  Kraft  von  Zeit  und  Geschwindigkeit  unabhängig,  dagegen 
abhängig  vom  Ort  des  Massenpunktes  werden.  Da  der  Factor  von  &• 
positiv  ist,  so  ist  die  Kraft  immer  nach  dem  Anfangspunkt  hingerichtet, 
nämlich  an  Stellen  auf  der  positiven  Seite  der  Bahn  negativ  und 
umgekehrt.  Sie  verschwindet  im  Nullpunkte  selbst  und  wächst  mit 
der  Entfernung  ins  Unendliche;  man  kann  sie  ansehen  als  eine  An- 
ziehung, die  von  dem  Nullpunkt  ausgeht  und  mit  der  Entfernung  des 
Massenpunktes  proportional  ist 
Das  dritte, 


Digitized  by  Google 


§ 6.  Geradlinige  Bewegung;  constante  Kraft,  freier  Fall  etc. 


29 


enthält  nur  die  Geschwindigkeit,  nicht  aber  Ort  und  Zeit.  Es  ergiebt 
eine  Kraft,  deren  absoluter  Werth  mit  wachsender  Geschwindigkeit 
abnimmt,  für  V = 0 den  grössten  reellen  Betrag  (2  n/TyMa,  für 
V = ± 2na/T  den  kleinsten,  nämlich  Null  ergiebt,  für  noch  grössere  V 
aber  imaginär  wird,  was  aussagt,  dass  unter  der  Wirkung  einer  solchen 
Kraft  diese  grösseren  Geschwindigkeiten  nicht  aus  kleineren  entstehen 
können.  Letzteres  ist  begreiflich,  da  ja  schon  für  V=  ± 2na/T  die 
Beschleun igung  verschwindet. 

So  lange  wir  nur  einen  Massenpunkt  in  einer  bestimmten  Be- 
wegung vor  uns  haben,  sind  diese  drei  Deutungen  des  Gesetzes  der 
wirkenden  Kraft  physikalisch  vollkommen  gleich werth ig,  und  nur  die 
grössere  Einfachheit  könnte  veranlassen,  dass  eine  vor  der  andern 
bevorzugt  werde;  höchstens  könnte  man  der  letzten  Form  die  Bedeu- 
tung eines  allgemeinen  Gesetzes  absprechen,  weil  sie  nicht  jede  beliebige 
Anfangsgeschwindigkeit  zulässt  Anders,  wenn  mehrere  Massenpunkte 
vorhanden  sind,  und  es  aus  irgend  einem  Grunde,  z.  B.  weil  sie  längs 
derselben  Bahn  oder  einander  benachbart  ihre  Bewegungen  ausführen, 
wahrscheinlich  ist,  dass  sie  eine  gemeinsame  Bewegungsursache  haben. 
Dann  kann  der  Fall  eintreten,  dass  von  den  oben  in  den  verschiedenen 
Formen  ausgesprochenen  Eigenschaften  der  Kraft  eine  einzige  als 
die  charakteristische,  die  andern  nur  als  gewissermassen  zufällige  er- 
scheinen. 

Um  diesen  Umstand,  der  einiges  Licht  darauf  wirft,  aus  welchem 
Grunde  mitunter  eine  bestimmte  Gestalt  für  das  Gesetz  der  Kraft  be- 
vorzugt wird,  noch  etwas  zu  betrachten,  wollen  wir  jetzt  annehmen, 
dass  auf  derselben  Bahn  mit  dem  Punkte  M,  und  ohne  durch  diesen 
gehindert  zu  werden,  noch  ein  zweiter  Punkt  M'  sich  bewege  und  zwar 
nach  dem  Gesetze: 


Es  werden 
aufzustellen 


für  diesen  dann  folgende  Gesetze  der  wirkenden  Kraft  A" 
sein: 


sin 


* 


- V'\ 


Man  betrachtet  nun  verschiedene  bewegte  Massenpunkte 
im  Allgemeinen  als  unter  derselben  Kraft  stehend,  wenn  sich 
deren  Werth  für  die  gleichen  Werthe  der  Variabein  (d.  h.  hier 
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also  t,  s oder  V)  gleich  oder  nur  durch  einen  constanten  Factor, 
der  z.  B.  der  Masse  M gleich  sein  kann,  verschieden  ergiebt. 

Wir  erkennen,  dass  die  beiden  Punkte  M und  M'  jedenfalls  nicht 
unter  der  Wirkung  derselben  Kraft  stehen,  so  lange  alle  drei  Para- 
meter ihrer  Bewegungsgesetze  (nämlich  a,  i0,  T resp.  a,  tj,  T')  ver- 
schieden sind,  denn  die  zweite  Formel  enthält  den  einen,  die  dritte 
zwei,  die  erste  alle  drei  in  sich. 

Ist  aber  T=  T,  so  werden  die  zweiten  Gesetze  für  K und  K' 
gleich,  d.  h.  sie  geben  für  denselben  Ort  (.s*  = s)  Werthe,  die  sich  nur 
durch  den  Factor  M resp.  M'  unterscheiden,  ln  diesem  Falle  wird 
also  die  zweite  Form  eine  wesentliche  Eigenschaft  der  wirkenden  Kraft 
aussprechen,  die  anderen  nur  unwesentliche,  denn  sie  zeigen  sich  an 
verschiedenen  Punkten  in  verschiedener  Weise.  Wir  werden  demgemäss 
sagen:  die  beiden  Massenpunkte  M und  M\  die  sich  auf  derselben 
(oder  auch  auf  zwei  durch  den  Nullpunkt  für  s gehenden)  Geraden 
nach  den  Gesetzen 

2 n (t  - t0) 


s = a sin 


s — a sm 


T ’ 
2 n{t-  C) 


bewegen,  stehen  unter  der  Wirkung  derselben  Kraft,  nämlich  einer 
Anziehung  nach  dem  Nullpunkt  hin,  die  proportional  ist  mit  ihrer 
Masse  und  mit  ihrem  Abstand  vom  Nullpunkt;  der  Proportionalitäts- 
factor hat  den  Werth  (2  n/T)-,  wobei  T die  Dauer  einer  vollständigen 
Schwingung  für  beide  Punkte  bezeichnet.  — 

Während  nach  dem  Vorstehenden  das  Gesetz  für  s als  Function 
der  Zeit  den  ganzen  Vorgang  der  geradlinigen  Bewegung  eindeutig 
bestimmt,  gilt  nicht  das  Gleiche  bei  gegebener  Geschwindigkeit,  Be- 
schleunigung oder  Kraft.  Mathematisch  zeigt  sich  dies  darin,  dass  das 
Fortschreiten  von  diesen  Grössen  zur  Bestimmung  des  Ortes  s als  Function 
der  Zeit  Integrationen  erfordert,  Bei  deren  jeder  eine  willkürliche 
Constante  in  die  Rechnung  eingeht,  — physikalisch  hingegen  sieht 
man  jene  Thatsache  leicht  ein,  indem  man  sich  vergegenwärtigt,  dass, 
wenn  auch  die  Geschwindigkeit  für  jede  Zeit  gegeben  ist,  die  ganze 
Bewegung  doch  noch  auf  einem  beliebigen  Bereich  der  Bahn  statt- 
tinden  kann,  wenn  sie  hingegen  für  jede  Stelle  gegeben  ist,  dann  noch 
zu  einem  beliebigen  Zeitpunkt,  u.  s.  f. 

Es  müssen  daher  neben  der  Geschwindigkeit,  Beschleunigung  oder 
Kraft  noch  einige  andere  Daten  gegeben  sein,  um  das  Problem  voll- 
ständig zu  bestimmen.  Um  diesen  Punkt  klar  zu  stellen,  behandeln 
wir  zunächst  den  denkbar  einfachsten  Fall  ausführlich , dass  die 
wirkende  Kraft  weder  von  Zeit,  noch  Ort,  noch  Geschwindigkeit  ab- 
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hängt,  vielmehr  eine  Constante  ( K — C)  ist.  Mit  der  Kraft  ist  dann 
auch  die  Beschleunigung  eine  Constante  und  man  nennt  daher  die 
daraus  folgende  Bewegung  gleichförmig  beschleunigt.  Dieser  Fall 
ist  deshalb  von  hervorragendstem  Interesse,  weil,  wie  sich  zeigen  wird, 
die  bez.  Bewegungsart  von  einem  unter  der  Wirkung  seiner  Schwere 
vertical  irgendwie  frei  bewegten  Massenpunkt  eingeschlagen  wird. 

Aus 


Mi f = c 


folgt 


MV  = M 


ds 

dt 


r- 


Ct  + Ct,  Ms=C^+Cxt+C„ 


(33) 


wobei  Cx  und  (7,  die  Integrationsconstanten  sind. 

Ein  Blick  auf  diese  Formeln  zeigt,  dass  ihre  Bestimmung  auf  drei 
Weisen  möglich  ist,  nämlich  indem  man  festsetzt: 

a)  für  einen  Zeitpunkt  tx  den  Ort  sx, 

für  einen  Zeitpunkt  t%  die  Geschwindigkeit  T^; 

b)  für  einen  Zeitpunkt  tx  den  Ort  s,, 

für  einen  anderen  tt  den  Ort  s.; 

c)  für  einen  Zeitpunkt  tx  den  Ort  sxy 

für  einen  Ort  s,  die  Geschwindigkeit  Vt. 

Dabei  kann  man  zur  Vereinfachung  der  Endformeln  stets  einen 
der  festgesetzten  Zeitpunkte  als  die  Zeit  Null  festsetzen,  einen  der  fest- 
gesetzten Orte  zum  Nullpunkt  für  s wählen. 

Jede  der  oben  aufgezählten  drei  Bestimmungsarten  giebt  die  Lö- 
sung einer  einfachen  physikalischen  Aufgabe;  wir  gehen  demgemäss 
näher  auf  sie  ein. 

a)  Ist  tx  = 0,  sx  = 0,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  Cx  und  Ct 
die  Gleichungen: 

M Vt  = Ct,  “1“  Ox , 

0 = Ct. 

Es  wird  also: 

M(V-  Vt)  = C(t  - y, 

Ms  = c^r  + (MV,  - Ct,)l. 

Die  Gleichungen  werden  besonders  einfach,  wenn  man  specieller 
auch  noch  L — 0 und  i;  = 0 nimmt,  d.  h.  zur  Zeit,  von  der  aus  t 
gerechnet  wird,  den  Massenpunkt  mit  der  Geschwindigkeit  Null  vom 
Nullpunkt  ausgehen  lässt  Hierbei  ist  dann 

MD  = (7,  MV=  Ct , Ms  = C~ , MV*  = 2 Cs.  (34') 

M 

Diese  Gesetze  gelten  nach  Galilei’s  Beobachtungen  beim  freien 
Fall  eines  kleinen  Körpers  unter  der  Wirkung  der  Schwere,  voraus- 
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gesetzt,  dass  die  Richtung  + *•  vertical  nach  unten  gerechnet  wird; 
auf  dieser  Thatsache  beruht,  dass  wir  bei  solchen  und  ähnlichen  Ex- 
perimenten die  Schwere  als  eine  constante  Kraft  behandeln,  die 
normal  zur  Erdoberfläche  wirkt. 

Dieselben  Beobachtungen  haben  in  Uebereinstimmung  mit  späteren, 
viel  genaueren  Messungen  das  wichtige  Resultat  ergeben,  dass  die 
Beschleunigung  durch  die  Schwere  an  derselben  Stelle  der 
Erdoberfläche  für  alle  Körper  die  gleiche  Grösse  hat,  von 
Ort  zu  Ort  aber  wechselt.  Man  bezeichnet  die  Beschleunigung 
durch  die  Schwere  mit  dem  Buchstaben  g;  die  Kraft,  welche  die 
Schwere  auf  einen  Massenpunkt  ausübt,  nämlich 

K = Mg , 

nennt  man  das  Gewicht,  welches  der  Massenpunkt  an  jener  Stelle 
der  Erdoberfläche  besitzt.  Das  Gewicht  Ist  aber  nach  dem  Gesagten 
nicht  (wie  der  Sprachgebrauch  vermuthen  lässt)  eine  einer  gegebenen 
Masse  individuelle  Constante,  sondern  noch  ausserdem  von  der  Stelle 
auf  der  Erde  abhängig,  auf  welche  es  bezogen  wird.  Auf  das  Gesetz, 
nach  welchem  seine  Aenderung  mit  dem  Orte  geschieht,  gehen  wir 
später  ausführlich  ein. 

Auf  der  Proportionalität  der  Gewichte  mit  den  Massen  beruht  das 
später  zu  besprechende  Verfahren,  Massen  mittelst  der  Wage  zu  ver- 
gleichen und  zu  messen. 

Führt  man  ein,  dass  nach  dem  Gesagten  für  die  Schwere 
K — C—Mg  ist,  so  nehmen  die  Galilei’schen  Fallgesetze  die  Form  an: 

F-J«,  s~9j,  F*  = 2 ffs.  (35) 


Ist  nach  dem  Gesagten  auch  der  freie  Fall  unter  der  Wirkung 
der  Schwere  die  denkbar  einfachste  der  Beobachtung  zugängliche  An- 
wendung unserer  Grundgleichungen  (32),  so  hat  er  doch  als  Mittel 
zur  experimentellen  Prüfung  derselben  den  Uebelstand,  dass  die  wichtige 
Abhängigkeit  der  Bewegung  von  der  Masse  in  den  Endformeln  gar- 
nicht  hervortritt.  In  dieser  Hinsicht  bietet  die  Abänderung  des  Ex- 
perimentes, wie  sie  die  Atwood’seho  Fallmaschine  gestattet,  eine  Er- 
gänzung. Indem  wir  die  Construction  dieses  sinnreichen  Instrumentes 
als  bekannt  voraussetzen,  erinnern  wir  nur  daran,  dass  bei  demselben 
eine  grosse  Masse  M -f-  m durch  das  Gewicht  mg  einer  kleinen  (variir- 
baren)  m in  Bewegung  gesetzt  wird.  Demgemäss  werden,  für  den  Fall, 
dass  die  Bewegung  zur  Zeit  t = 0 vom  Zustand  der  Ruhe  aus  im  Null- 
punkt beginnt,  die  Formeln  (34')  hier  folgendermassen  eintreten: 


i>  _ m(t 
M + m' 


mgt  mgt' 

M -f-  m ’ 2 (M  + m)  ’ 


sie  stimmen  mit  den  Gesetzen  für  den  freien  Fall  formell  überein, 
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nur  steht  an  Stelle  der  ganzen  Beschleunigung  durch  die  Schwere  g 
der  Bruch theil  g.m/(M  + m). 

Nächst  dem  bisher  allein  betrachteten  speziellsten  Falle,  dass  die 
Bewegung  zur  Zeit  t = 0 mit  der  Geschwindigkeit  V—  0 begann  (freier 
Fall),  steht  der  andere,  dass  die  Geschwindigkeit  für  t — 0 von  Null 

verschieden,  etwa  = V0  gegeben  ist  (verticaler  Wurf). 

0 

Hier  haben  wir: 


schreiben  wir  die  erstere  Formel  in  der  Gestalt: 


so  erhellt  daraus,  dass  zur  Zeit  tx  = — V0MjC  (im  Falle  der  Schwere 
zur  Zeit  tx  — — V0jg)  die  Geschwindigkeit  V verschwindet  und,  weil  mit 
ds/dt  = 0 zugleich  d's/dt 4 > 0 ist,  ebenda  s seinen  kleinsten  Werth  an- 
nimmt. Betrachtet  man  die  Zeit  t = 0 als  Beginn  der  Bewegung, 
d.  h.  schliesst  negative  Werthe  t von  der  Betrachtung  aus,  so  tritt 
dieser  Fall  nur  ein,  wenn  V0  < 0,  d.  h.  die  Anfangsgeschwindigkeit 
nach  der  Richtung  von  — s,  der  Kraft  entgegen,  im  Falle  der  Schwere 
also  nach  oben  gerichtet  gewesen  ist.  Der  kleinste  erreichte  Werth 
von  s findet  sich,  wenn  man  den  speciellen  Werth  tx  — — V0M/C  in 
die  allgemeine  Formel  einsetzt: 


im  Falle  der  Schwere  giebt  sx  = — V0:/g  dem  absoluten  Werthe  nach 
die  grösste  in  Folge  der  Anfangsgeschwindigkeit  V0  erreichte  Höhe  über 
dem  Ausgangspunkt! 

Verfolgt  man  den  Massenpunkt  noch  weiter  auf  seinem  Wege  und 
fragt,  nach  welcher  Zeit  und  mit  welcher  Geschwindigkeit  er  den  Aus- 
gangspunkt wieder  passirt,  so  erhält  man  das  Resultat: 


die  Zeit  ist  die  doppelte,  die  er  bis  zur  Erreichung  der  höchsten  Stelle 
brauchte,  die  Geschwindigkeit  ist  der  Anfangsgeschwindigkeit  gleich  und 
entgegengesetzt 

b)  Ist  für  t = 0,  s = 0,  für  t = t',  s = wobei  t'  > 0 sein  soll, 
so  gilt  zur  Bestimmung  von  Cx  und  (7,: 


M (V  — V0)  = Ct,  Ms  = 0 y + MV.t-, 


(37) 


(37') 


- 2KM/C=  2t,,  V,  = - V0; 


(37") 


daher  wird 


(38) 


Voigt,  Eiein.  Mechanik. 
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Diese  Formeln  geben  unter  Anderem  die  Antwort  auf  die  Frage: 
mit  welcher  Geschwindigkeit  V0  muss  der  Punkt  zur  Zeit  t = 0 aus- 
gehen, um  in  der  Zeit  t'  die  Länge  s unter  der  Wirkung  der  Schwere 
vertical  zurückzulegen.  Hierzu  ist  in  der  ersten  Formel  V=  V0,  t — 0 
zu  setzen,  wodurch  folgt: 

y _ S'  Ct' 

0 ~ t'  2 M 

oder  wegen  CjM  = g auch  V0  — s'/t'  — gt' /2. 

c)  Ist  für  t = 0,  5 = 0,  für  s = &•',  V=  V',  so  bestimmt  sich  CtJ 
Ct  und  zugleich  der  Zeitpunkt  t ',  zu  welchem  der  Ort  s erreicht 
wird,  aus 

= 0,  MV'  = Ct'  + Ms  = C~  + CJ, 

woraus  folgt: 

Ct  = ± ]/M'Vr * - 2MCs\  (. MV ' + VM'V'*-  2 MCs).  (39) 

Diese  Resultate  bieten  in  doppelter  Hinsicht  Gelegenheit  zu  wich- 
tigen Bemerkungen. 

Erstens  erhalten  wir  für  C,  wegen  des  doppelten  Vorzeichens  der 
Wurzel  zwei  Werthe:  es  kann  also  Vorkommen,  dass  die  gemachten 
Festsetzungen  die  Integrationsconstanten  nicht  eindeutig  bestimmen, 
sondern  zwei  oder  mehr  Bewegungsgesetze  mit  ihnen  verträglich  sind: 
dann  ist  den  Festsetzungen  noch  eine  Angabe  zuzufügen,  welche  die 
zu  wählende  Wurzel  charakterisirt. 

Zweitens  kann  der  Ausdruck  unter  der  Wurzel  negativ,  also  die 
Constante  G,  imaginär  werden:  es  kann  also  Vorkommen,  dass  die 
Nebenbedingungen  mit  den  Hauptgleichungen  des  Problems  in  Wider- 
spruch treten  und  eine  reelle  Lösung  unmöglich  machen.  In  unserm 
Falle  ist  das  leicht  zu  übersehen;  denn  da  die  kleinste  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  die  Stelle  5 = 0 verlassen  werden  kann,  gleich  Null 
ist,  so  kann  die  kleinste  Geschwindigkeit,  mit  welcher  eine  auf  posi- 
tiver Seite  gelegene  Stelle  s erreicht  werden  kann,  nur  die  bei  freiem 

Fall  stattfindende,  nämlich  V 2CsjM  sein;  verlangt  man  eine  kleinere, 
so  ist  das  Problem  unlösbar.  — 

Nächst  dem  Falle,  dass  die  wirkende  Kraft  constant  ist,  steht 
hinsichtlich  der  Einfachheit  derjenige,  dass  sie  nur  von  einem  Argu- 
ment t,  5 oder  V abhängt.  Hier  lässt  sich  für  ganz  beliebige  Gesetze 
der  Abhängigkeit  der  Weg  zur  Durchführung  des  Problems  folgender- 
massen  darlegen. 

a)  Sei  gegeben  die  Kraft  als  beliebige  Function  der  Zeit,  so  gilt 
für  die  Beschleunigung  eine  Relation  der  Form: 
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aus  der  sich  sogleich  ergiebt: 


y=  = ffw  + c„ 


s = J* d / Jf(t)dt  -f-  C1t  -j-  Ct. 
b)  Sei  gegeben  die  Kraft  als  Function  des  Ortes,  also  auch: 


(40) 


dt 1 

so  folgt  durch  Multiplication  mit  -j-dt  = ds  und  Integration: 

CL  V 


vi 

2 


■'-T  + 4. 


oder 


und  daher 


r=*f=  ± V2/y(«)ds+C, 


t = C'«  ± f- 
Jl 


V2^)(s)da  + C, 


(41) 


eine  Gleichung,  die  den  gesuchten  Zusammenhang  zwischen  s und  t 
enthält  und  sich  in  endlicher  oder  unendlicher  Form  nach  s auf- 
lösen  lässt. 

c)  Sei  schliesslich  die  Kraft  als  Function  nur  der  Geschwindigkeit 
gegeben,  so  können  wir  schreiben: 


i = f- 


und  erhalten  daraus: 
dV 


yj(V) 


= G,. 


Diese  Formel,  nach  V aufgelöst,  schreibe  sich: 


aus  ihr  folgt  sogleich: 

s = Ot  + fx{t,  Ct)dt. 


(42) 


Die  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  geschieht  in  der  oben 
ausführlich  erörterten  Weise.  — 

Für  die  Behandlung  der  complicirteren  Fälle,  dass  die  Kraft  mehrere 
Argumente  enthält,  lassen  sich  ähnliche  allgemeine  Regeln  nicht  auf- 
stellen. 

Es  wird  zur  Beleuchtung  der  nachdrücklich  hervorgehobenen  That- 
sache,  dass  gegebene  Gesetze  für  die  Kraft  allein  die  Bewegung  nicht 
eindeutig  bestimmen,  dienen,  wenn  wir  die  oben  aufgestellten  Regeln 
anwenden,  um  von  den  drei  Gesetzen  für  Kraft  oder  Beschleunigung, 
die  wir  aus  dem  einen  Gesetz 


s = a sin  2 % — 1 

3* 
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geschlossen  haben,  rückwärts  die  ihnen  entsprechenden  allgemeinsten 
Formeln  für  s berechnen. 

a)  Wir  setzen  gemäss  (32 a)  kurz: 


■d d's  - 2n{t  — t0) 

B — dt%  — Sln  T 


und  erhalten: 


y ds ~ aT  2n(t  t„ ) 

1 - Tt  - + Ti  cus  — T — ’ 

~ , (T\-  . 2 n(t  - t0) 

s = Ct  + CJ  + u (— J sin j, — * 

Hier  unterscheidet  sich  s von  der  Ausgangsformel  nur  durch  das 
Glied  Ct  + CJ,  welches  eine  gleichförmige  Bewegung  darstellt, 
b)  Setzen  wir  ferner  gemäss  (32b): 


B=  dt;  = - ßs,  wo  ß>0, 


so  folgt: 


v' = (£)’  - u - ß* 


Tt  = ± ^ Ps'' 

y = arcsin  (s  J/ = C,  ± t oder 
s = |/|sin  (C\±t)Yß- 

Es  bleibt  also,  falls  keine  Nebenbedingungen  gegeben  sind,  hier 
Amplitude  und  Phase  willkürlich. 

c)  Setzen  wir  schliesslich  gemäss  (32c): 

dV 


hieraus  aber: 


j?  = 


d t 


= -Y  W-V', 


so  giebt  sich 
ar 

und  daher 


V . dt 

arcsin  — = Cl  — yt  oder  V — ^ = S sin  (C,  — yt), 


,r 


s — — cos  ( Ot  — y t ) -f-  Cj . 

Y 


Hier  bleibt  der  absolute  Werth  von  s und  die  Phase  unbestimmt. 


§ 7.  Bewegungen  in  der  Ebene  und  im  Raume,  bestimmt  durch 
gegebene  Werthe  der  Geschwindigkeiten;  Beispiele. 

Ehe  wir  zu  dem  allgemeinen  Falle  übergehen,  der  dem  im  letzten 
Abschnitt  behandelten  speciellen  direct  entspricht,  nämlich  eine  räum- 
liche Bewegung  durch  die  wirkenden  Kräfte  bestimmen,  wollen  wir 
gleichsam  vorbereitend  das  einfachere  Problem  in  Angriff  nehmen, 
aus  nach  Richtung  und  Grösse  gegebenen  Geschwindigkeiten  das 
Gesetz  der  Bewegung  abzuleiten. 
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Die  Gleichungen  des  Problemes  lauten  nach  (20')  folgendennassen: 


dx 

dt 


dy 

dt 


dx 

dt 


(43) 


in  ihnen  sind  die  u,„  vh,  wh,  gemäss  dem  am  Ende  von  § 5 über  die 
Kräfte  Gesagten,  als  direct  oder  indirect  gegebene  Functionen  von 
x,  y,  x und  t allein  anzusehen.  Es  handelt  sich  darum,  aus  ihnen  drei 
endliche  Relationen  zwischen  x,  y,  x und  t abzuleiten,  d.  h.  also  drei 
Combinationen  von  ihnen  aufzusuchen,  welche  die  Integration  gestatten. 
Die  drei  Integrationsconstanten  zu  bestimmen  muss  der  Ort  des 
Massenpunktes  für  einen  beliebigen  Zeitpunkt  gegeben  sein. 

In  den  Fällen,  dass  w,  v und  w nur  die  Zeit  enthalten,  oder  u 
nur  x , v nur  y,  w nur  *,  sind  die  Gleichungen  (43)  selbst  diese  inte- 
grirbaren  Combinationen,  ebenso,  aber  minder  einfach,  wenn  u nur  x 
und  t , v nur  y und  t,  w nur  z und  t enthält. 

Handelt  es  sich  allein  um  die  Aufsuchung  der  Bahn,  so  muss 
man  versuchen,  schon  aus  den  Differentialgleichungen  die  Zeit  zu 
eliminiren.  Dies  ist  sofort  ausführbar,  wenn  w,  v,  w die  Zeit  gar  nicht 
oder  nur  in  einem  gemeinsamen  Factor  enthalten;  dann  ist  nämlich 

dx:dy:dx  = u:v:  w 

von  t unabhängig  und  giebt  die  zwei  im  Allgemeinen  partiellen 
Differentialgleichungen  der  Bahn,  die  freilich  nicht  immer  eine  direct 
integrable  Form  haben. 

Einfachst  ist  dies  letztere  Problem  für  den  Fall  einer  ebenen 
Bewegung,  denn 

dx : dy  = u : v 

ist  dann  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung.  Die  ersten  Beispiele 
sollen  Anwendungen  hiervon  geben. 

1.  Seien  u und  v lineare  Functionen  von  x und  y: 

37  = u = («s  + ßy)F W»  = v = (rx  + sy)F{t),  (44) 

a,  ß,  y,  d'  constant,  F{t)  eine  beliebige  Function  von  t , so  ist: 

(ax  -f-  ßy)dy  — ( yx  + Öy)dx  = 0 (44') 

die  Differentialgleichung  der  Bahn.  Dieselbe  ist  sogleich  in  integrabler 
Form,  falls 

d'  = — a 

ist,  und  ergiebt  dann: 

2 axy  + ßy'  — yx 1 = «,  (44") 

wro  fi/2  die  Integrationsconstante  bezeichnet.  Die  Bewegung  findet 
also  in  einem  Kegelschnitt  statt,  dessen  Centrum  im  Coordinatenanfang 
liegt,  und  der  nach  Lage  und  Verhältniss  der  Axen  vollständig  be- 
stimmt ist.  Die  Integrationsconstante  giebt  nur  den  absoluten  Werth 
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der  letzteren  und  bestimmt  sich  etwa  dadurch,  dass  ein  Punkt  ge- 
geben ist,  durch  welchen  die  Bahn  hindurchgehen  soll. 

Man  kann,  ohne  das  Problem  zu  specialisiren,  nur  durch  Drehen 
des  Coordinatensystems  die  Grösse  a zum  Verschwinden  bringen;  der 
Kegelschnitt  erscheint  dann  auf  seine  Hauptaxen  bezogen  und  wir 
haben  für  diese  speciellen  Ooordinatenrichtungen : 

%- ßv-W ),  % = ßtf  - r*'  = f • (45) 

Hieraus  folgt  dann  weiter: 

= m . dt  = —***— . 

]//9(c  + yX4)  Vr(~  f + ß1/) 

Das  doppelte  Vorzeichen  rührt  nur  davon  her,  dass  aus  der  Bahn- 
gleichung sich  für  jedes  x zwei  entgegengesetzt  gleiche  y ergeben  und 
umgekehrt;  es  giebt  also  keineswegs  zwei  Lösungen  des  Problemes. 
Seine  Bestimmung,  geschieht,  indem  man  gemäss  der  Bedeutung 

*Yr  = Yßy*  - « , y Yß  = Ye  + rx' 

für  den  Anfangszustand  die  beiden  Wurzeln  positiv  oder  negativ  wählt 
und  ihr  Vorzeichen  beim  Durchgang  durch  Null  umkehrt. 

Für  die  Integration  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

a)  ß.y  > 0,  die  Bahn  ist  eine  Hyperbel;  es  folgt: 

i (*  Yß  r + YßU  + rx'))  = ± yß  y dt  + c, 

‘(nYßr  + 1 (K-*+W))  = ± Mßrfm-dt  + c; 

b)  ß.y  < 0,  die  Bahn  ist  eine  Ellipse;  es  folgt: 

arcsin  = ± /—  ßy  fF{  0 . dt  + Ctt 

arcsin  ?/ j/j  = ±Y~  ß'/f Wo  • dt  + Ci'* 

Wir  kommen  hier  scheinbar  zu  noch  zwei  weiteren  Integrations- 
constanten  C und  C",  es  ist  aber  klar,  dass,  weil 

ßy1  - yx1  = e 

sein  soll,  dieselben  nicht  von  einander  unabhängig  sind. 

In  der  That  bemerkt  man  leicht,  dass  die  Relationen  gelten  müssen: 

yY'  = ße\  ci-c;=±f- 

Um  einige  noch  sich  bietende  Fragen  klar  zu  stellen,  nehmen  wir 
jetzt  einfach  F(t)  — 1,  und  schreiben  die  Resultate  in  der  Form: 
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a)  x = {k±tfßy), 

wobei  ©in  | = — — , (£of  i = ----- — gesetzt  ist; 

U M 

b)  * = j/^p  sin  {k  ± * /-?/), 

//  = j/^  cos  0 ± < 

& ist  die  eine  zu  e noch  hinzukommende  Integrationsconstante.  Beide 
bestimmen  sich  einfach,  wenn  man  annimmt,  dass  für  t = 0,  y — + b 

und  x = 0 sei;  dann  muss  nämlich  k verschwinden  und  ]felß  = b sein. 
Das  doppelte  Vorzeichen  unter  (£of  und  cos  kann  dann  fortgelassen 
werden,  das  unter  ©in  und  sin  bestimmt  sich  durch  die  erste  Gleichung 
(45),  so  dass  wir  erhalten: 


x = h \ 

/£  ©in  (tYfry), 

y = 

b (£of  ( tYßy ); 

x=i\ 

sin  W-ßr), 

y — 

b COS  (t  ]/  — ßy). 

’ Wir  sehen:  im  Falle  (a)  beschreibt  der  Punkt  den  oberen  Ast  der 
Hyperbel,  welcher  positiven  Werthen  von  y entspricht,  in  der  Richtung 
von  negativen  zu  positiven  Werthen  x , beginnt  im  Unendlichen  zur 
Zeit  t — — oo,  endet  im  Unendlichen  um  t = + oo  und  gelangt  nie 
auf  den  unteren  Zweig;  im  Falle  (b)  rotirt  der  Punkt  auf  der  Ellipse 
in  negativer  Richtung,  die  Umlaufsdauer  ist 

t — 2n 
V- ßr 

2.  Ein  zweites  Beispiel  soll 
Polarcoordinaten  benutzen.  Die 
Aufgabe  sei  folgende: 

Ein  Boot  werde  über  einen 
Canal  von  der  Breite  ß mittelst 
eines  am  Punkte  o des  einen  Ufers 
befestigten  Taues  gezogen  (Fig.  4); 
das  Tau  werde  in  der  Zeit  dt  um 
vdt  verkürzt,  die  Geschwindigkeit  des  Wassers  im  Canal,  welcher  das 
Boot  folgt,  sei  gleich  u. 
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Bezeichnet  man  die  Länge  des  Taues  mit  r,  seinen  Winkel  gegen 
die  positive  Strömungsrichtung  mit  cp,  so  hat  man,  da  dr  der  in  der 
Richtung  von  r , rdcp  der  in  der  Richtung  normal  zu  r während  dt 
zurückgelegte  Weg  ist,  die  Gleichungen  des  Problems  in  der  Form: 

dr  d<p  . ..... 

di=~v’  rdi  = ~usm9,  (4b) 


woraus  für  die  Gesammtgeschwindigkeit  V folgt: 

V*  = v*  + u * sin*  cp. 

In  diesen  Gleichungen  kommt  scheinbar  nur  die  eine  Componente 
der  Strömungsgeschwindigkeit  u zur  Geltung.  Dies  klärt  sich  so  auf: 
v ist  die  resultirende  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  von  r , nicht 
aber  diejenige,  welche  das  gespannte  Tau  in  dieser  Richtung  bewirkt. 
Denn  damit  dieselbe  mit  der  Componente  von  u in  der  Richtung  von  r, 
nämlich  mit  + u cos  cp,  zusammen  v als  Resultante  giebt,  muss  sie 
den  Betrag  — (v  + u cos  cp)  haben. 

Die  Differentialgleichung  der  Bahn  erhält  man  durch  Elimination 
der  Zeit  in  der  Form: 

dr  v d<p 

r u sin  ’ 

daraus  folgt  durch  Integration: 


Hier,  wie  weiterhin,  ist  mit  l der  natürliche  Logarithmus  bezeichnet. 

Ist  zur  Zeit  des  Abganges  r = r,  und  cp  = cp0,  dann  bestimmt 
sich  C so,  dass  wir  haben: 


1 (')  = _ ± , 

Wo ' U 


I <p 

/ct«y 


* *<> 
ctg  27 


oder  auch 


/ \ U;  V 

© - 


* 9 
to* 

0 2 


tgr 


9>o 


(47) 


Die  Zeit  der  Ueberfahrt  ist  T — r0/v,  also  von  der  Strömungs- 
geschwindigkeit unabhängig. 

Die  Cur\re  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zu  untersuchen,  bezeichnen 
wir  mit  a den  Radiusvector,  der  cp  — nj 2 entspricht,  und  haben  dann 
einfacher: 

-— **(*)• 


Während  cp  von  0 bis  n und  von  da  bis  2 n wächst,  nimmt  hiernach 
r von  0 bis  00  zu  und  wieder  bis  0 ab. 

Die  frühere  Formel 

dr  _ v 
rdq>  u sin  q> 


zeigt,  dass  die  Bahncurve  für  cp  = 0,  n und  2n  den  Radiusvector 
tangirt. 
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Der  normale  Abstand  6 von  der  Axe  ist  gegeben  durch 


sin 

b = r sin  (p  = 2 a — 

cos 


(47') 


er  ist  also  für  (p  = 0 oder  2 n stets  gleich  Null,  für  (p  — n aber  0 
oder  oo,  jenaehdem  u > v oder  v>u  ist.  Er  besitzt  ein  Maximum 
oder  Minimum  für 


rf(rsing>)  ~ j , / v . \ ~ 

d, = °>  d.  h.  r|-  + cosyj  = 0. 

Da  r = 0 das  Minimum  6 = 0 bestimmt,  so  giebt 

V 

cos  op,  = 

y u 

die  Lage  des  Maximums,  das  nur  auftritt  für  u > v\  der  zugehörige 
Werth  von  r und  6 ist: 


(u  + b __  a (u  + g)(,+u)/tu  . 

U “ V 9 u (w  _ »)(»—“)/*“ 


(47") 


Hiernach  kann  man 
sich  von  dem  ganzen  Ver- 
lauf leicht  ein  Bild  machen 
(vergl.  Fig.  5). 

Zwei  Bemerkungen 
von  allgemeiner  Bedeutung 
seien  dem  zugefügt. 

Da  die  Breite  des  Ca- 
nales  in  der  ganzen  Ent- 
wickelung nicht  vorkommt, 
so  berücksichtigt  letztere 
also  auch  nicht  die  Be- 
sonderheiten , welche  die 
beiden  Grenzen  des  Stromes 
bieten.  Es  ist  daher  aus- 
drücklich noch  hinzuzu- 
fügen, dass  die  ausserhalb 
verlaufenden  Theile  der 
Curven — also  jedenfalls  der 
ganze  untere  Zweig  — für 
das  vorliegende  Problem 
keine  directe  Bedeutung 
haben.  Demgemäss  ist  es 


V •<  u 


v >•  u 
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z.  B.  im  Falle  der  Figur  (5a)  unmöglich,  das  Boot  von  Punkt  q 
nach  o den  Forderungen  entsprechend  überzuführen.  In  Wirklichkeit 
würde  das  Boot  längs  des  Ufers  von  q bis  p treiben  und  der  Zug 
durch  das  Tau  gar  nicht  wirksam  werden. 

Aber  auch  wenn  der  ganze  obere  Zweig  innerhalb  der  Breite  des 
Canals  verläuft,  so  bezieht  er  sich  doch  zum  Theil  nicht  auf  unser 
eigentliches  Problem  — nämlich  innerhalb  des  Stückes  von  Unendlich 
her  bis  zu  der  Stelle  des  Maximums  b , von  b. 

Auch  hier  würde  in  Wirklichkeit  das  Tau  schlaff  hängen  und  das 
Schiff  ausschliesslich  der  Strömung  u folgen,  denn  das  Tau  verhindert 
in  Wirklichkeit  nur,  dass  die  Entfernung  nicht  grösser  werde  als 
verlangt,  gestattet  aber,  dass  sie  kleiner  sei.  Unsere  Formeln  tragen 
aber  dem  letzteren  Umstand  nicht  Rechnung,  sondern  behandeln  das 
Tau  als  starre  Linie. 

Wie  hier,  so  ist  es  in  vielen  Fällen  nicht  möglich,  die  practischen 
Probleme  erschöpfend  in  eine  Formel  zu  fassen. 

Es  ist  von  Interesse  zu  untersuchen,  wie  die  Verhältnisse  und 
Formeln  sich  ändern,  wenn  das  Boot  nicht  durch  ein  Tau,  sondern 
durch  Ruder  eine  Geschwindigkeit  v in  der  Richtung  nach  dem  Punkt  o 
mitgetheilt  erhält.  Der  Unterschied  liegt  darin,  dass  das  Tau  die 
resultirende  Geschwindigkeit  — v in  der  Richtung  von  r erzwingt, 
also  jede  Einwirkung  der  Strömung  u auf  die  Geschwindigkeit  parallel 
mit  r ge  wissennassen  auf  hebt,  während  jetzt  — v nur  der  eine  An- 
theil  der  Geschwindigkeit  parallel  mit  r ist,  dem  sich  die  bezügliche 
Componente  der  Strömung  u zuaddirt.  Demgemäss  sind  die  Gleichungen 
des  neuen  Problems: 


dr  dq 

— — u cos  (f‘  — v,  r— = -usm<p. 


man  erhält  daraus: 


dr 

r 


v — u cos  <p 


u sm  <p 


dtp , also 


l(r)  = 0 - -j-  / (cotg  |-)  - l (sin  <p), 
und  daher  nach  denselben  Annahmen  wie  oben 


r 

r« 


sm  <p0 
sin  <p 


v/u 


h 2 / 


(48) 


(48') 


Die  Discussion  ist  nach  dem  Vorstehenden  leicht  auszuführen. 

3.  Als  drittes  Beispiel  behandeln  wir  folgendes.  Längs  der  X-Axe 
bewege  sich  mit  der  positiven  constanten  Geschwindigkeit  U,  zur  Zeit 
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t — 0 im  Coordinatenanfang  beginnend,  eine  Marke,  — der  untersuchte 
Punkt  hingegen  laufe  in  der  XF-Ebene  mit  der  constanten  Geschwindig- 
keit V immer  in  der  Rich- 
tung auf  die  wandernde 
Marke  zu.  Zur  Zeit  t = 0 
befinde  er  sich  auf  der 
F-Axe  im  Abstand  a vom 
Nullpunkt,  Die  so  be- 
stimmte Curve  giebt  unter 
Anderem  die  Bahn,  in  wel- 
cher ein  Hund  seinem 
Herrn  nachläuft,  und  heisst 
die  Verfolgungscurve. 

Für  die  Aufstellung 
der  bezüglichen  Gleichun- 
gen bedenke  man,  dass,  wenn  zur  Zeit  t die  Marke  x,  = Ut,  yx  — 0, 
der  Punkt  aber  x,  y zu  Coordinaten  hat,  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  mit  den  Coordinatenaxen  ein- 
schliesst,  resp.  sind 


cos  ( F,  x)  = 


x,  — x 


]/ (x,  - xf  + y' 


cos  (F,  y)  = 


y 


Y(x,  - xf  + ?/* 


Die  Componenten  der  Geschwindigkeit  F,  als  die  Projectionen 
ihres  Repräsentanten,  ergeben  sich  hiernach  durch  die  Formeln: 

Ut  — x dy 

dt 


dX  -rr 

— = 4-  F- 

d*  Y(Ut  - x )•  + y* 


= - V 


y 


(49) 


ynjt-xf+  y- 

Wir  haben  hier  also  einen  Fall,  wo  u und  v die  Coordinaten  und 
die  Zeit  neben  einander  enthalten,  — die  Elimination  der  Zeit,  um  zu 
der  Gleichung  der  Bahn  zu  gelangen',  macht  demgemäss  auch  mehr 
Umstände. 

Wir  erhalten  zunächst  aus  den  letzten  Gleichungen: 


dx  __  Ut  — x t/_  | Vdx~  + dy 2 (49') 

lüy  ~ y~~  ’ ± dt  ’ V ; 

dx  und  dy  sind  die  während  desselben  Zeitelementes  dt  eintretenden 
Zuwachse  der  beiden  Coordinaten. 

Das  doppelte  Vorzeichen,  welches  wir  hier  erhalten  haben,  giebt 
zu  einer  wichtigen  Bemerkung  Anlass.  Wo  ein  solches  in  Folge  der 
angewandten  Operationen  noch  vor  einer  Integration  der  Gleichungen 
auftritt,  deutet  es  an,  dass  die  dasselbe  enthaltenden  Formeln  ausser 
dem  eigentlich  gestellten  Problem  noch  ein  anderes  mit  umfassen;  es 
ist  dann  jedes  Mal  durch  eine  besondere  Betrachtung  zu  entscheiden, 
welches  von  beiden  Vorzeichen  dem  eigentlichen  Problem  entspricht. 
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In  unserem  Falle  übersieht  man  leicht,  welches  das  fremde 
Problem  ist:  denn  geht  man  statt  von  den  Gleichungen  (49)  aus  von 

dx  _ _ y ut  - X dy  _ y y 

dt  y(Ut  - xf  Vyl  ’ dt  Y(Ut-  xf'+y'  ’ 

so  gelangt  man  zu  denselben  Gleichungen  (49').  Jene  Gleichungen 
sprechen  aber  aus,  dass  der  Massenpunkt  eine  von  der  wandernden 
Marke  hinweggerichtete  Geschwindigkeit  besitzt,  — sie  bestimmen  statt 
der  Verfolgungs-  die  sog.  Fluchtcurve. 

Es  folgt  weiter  aus  der  ersten  Gleichung  (49') 

Ut  = x-ypy,  also  Udt  = d [x  - jrg)  = - yd% , 

und  durch  Einsetzen  in  die  zweite  und  Division  mit  dy 


_ V d-x  , 

odor 


d\ 

(dx 

{dy 

) 

l/1+( 

dxV 

dy) 

x Udy 


Jetzt  ist  die  Integration  ausführbar  und  giebt: 
rdx 


(50) 


l 


(I + vMi)1  - « t 


Die  Gleichung  (49')  für  dx/dy  zeigt,  dass  zur  Zeit  t = 0,  wo  x = 0, 
y — a ist,  dx/dy  verschwindet.  Dies  bestimmt  die  Constante 

U 


so  dass  wird: 


daher  folgt: 


Ct  = ± yl(a)i 

(I - 


±Tl 


fi); 


dx 

dy 


-idir-ari 


(50') 


Die  Deutung  des  doppelten  Vorzeichens  geschieht  nun  durch  die 
Ueberlegung,  dass  bei  der  Fluchtcurve  für  Werthe  von  y < a,  bei  der 
Verfolgungscurve  für  Werthe  y > a das  Verhältnis  dx/dy  grösser  als 
Null  ist.  Dies  zeigt,  dass  das  obere  Zeichen  der  Verfolgungs-,  das 
untere  der  Fluchtcurve  entspricht. 

Die  zweite  Integration  ergiebt: 


x 


♦“-*(  nr.KH 


V ' ' V 

und  nach  Einführung,  dass  für  x = 0,  y = a sein  soll: 
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l ( Vy  (y\±  Vy  jy  V * «'v  2 ÜVa\  . 

2\±£7+F(a/  ~r±U-V\a)  ^U'-V 


(50") 


dies  ist  die  definitive  Fonn  der  Bahngleichung. 

Wir  unterwerfen  der  Discussion  nur  die  Verfolgungscurve,  indem 
wir  das  nntere  Vorzeichen  beseitigt  denken.  Dann  kommt  y mit  den 
beiden  Exponenten  (F+  J7)/Fund  (F—  Z7)/Fvor  und  es  sind  die  beiden 
Fälle  zu  unterscheiden,  dass  V^U,  d.  h.  der  Verfolger  grössere  oder 
kleinere  Geschwindigkeit  besitzt  als  der  Verfolgte,  — die  blosse  An- 
schauung ergiebt,  dass  im  ersteren  Falle  ein  Einholen  stattfinden  muss, 
im  letzteren  nicht.  Dies  bestätigt  die  Formel,  denn  wenn  wir  in  der- 
selben y = 0 setzen,  so  muss  sie  dasjenige  x — x geben,  in  welchem 
Beide  Zusammentreffen.  Es  zeigt  sich,  dass  für  F > U resultirt: 


aUV 

X ~ V*  - U1 

und  hieraus  für  die  Zeit  T,  welche  bis  zum  Einholen  von  dem  Augen- 
blick an  vergangen  ist,  in  welchem  Verfolger  und  Verfolgter  die  F-Axe 
passirten : 

rp  x'  a V 
1 — ü _ V"  - u •* 


t 

In  dem  Grenzfall,  dass  V = U ist,  wird  x und  T unendlich. 


§ 8.  Bewegungen  in  der  Ebene  und  im  Raume  bestimmt  durch 
gegebene  Werthe  der  Kräfte;  Beispiele. 


Die  Gleichungen  des  allgemeinen  Bewegungsproblemes  für  einen 
Massenpunkt  m sind  nach  (31): 


d-x  v v 
mdF  = ~X"’ 


dt*  *k’ 


m 


dV 


— y 7 • 


die  Kräfte  auf  der  rechten  Seite  derselben  werden  betrachtet  als 
Functionen  von  t , x,  y , x,  dxjdt , dy/dt,  dxjdt.  Es  handelt  sich  darum, 
aus  ihnen  durch  Combination  drei  integrable  Formeln  zu  bilden, 
welche  durch  die  Integration  auf  Beziehungen  von  der  Form  führen: 

0,  = cn  0,  = a4,  0S  = ct, 

worin  die  0„  Functionen  von  t,  x,  y,  x,  dxjdt,  dy/dt , dxjdt,  die  Ch 
die  bezüglichen  ersten  Integrationsconstanten  bezeichnen. 

Aus  diesen  letzteren  Formeln  sind  abermals  drei  integrable  Oom- 
binationen  zu  bilden,  die  durch  die  Integration  liefern: 

0,  = c;,  0 = c;,  0 = cv, 

in  welchen  die  Wh  Functionen  von  t,  x,  y,  x und  von  den  drei  Ghy 
die  CV  aber  die  zweiten  Integrationsconstanten  bezeichnen. 
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Sind  die  Ch  und  Ch'  durch  gegebene  Zustände  des  bewegten  Punktes 
bestimmt,  so  geben  die  letzten  Formeln,  nach  x , y,  % aufgelöst,  den 
Ort  des  Punktes  zu  jeder  Zeit  und  durch  Elimination  der  Zeit  aus 
ihnen  die  Gleichungen  der  Bahn. 

Das  Auftinden  dieser  integrabeln  Combinationen  bildet  die  Haupt- 
schwierigkeit der  Lösung  des  Problemes.  Dieselbe  kommt  ganz  in  Weg- 
fall, wenn  jede  Gleichung  neben  der  Zeit  nur  eine  Coordinate  und 
deren  Differentialquotienten  enthält;  dann  reducirt  sich  die  Aufgabe 
auf  die  bei  geradliniger  Bewegung  behandelte,  denn  jede  Gleichung 
ist  für  sich  allein  zweimal  zu  integriren.  Die  erste  der  folgenden  Auf- 
gaben giebt  hierfür  ein  Beispiel  specieller  Art,  insofern  die  Bewegung 
in  der  Ebene  stattfindet,  die  letztere  ein  etwas  complicirteres  räum- 
liches Problem.  Andere  Beispiele  folgen  in  späteren  Abschnitten. 

1.  Es  werde  ein  Massenpunkt  in  einer  gegebenen  Richtung  fort- 
geschleudert und  der  Wirkung  der  Schwere  überlassen  (schiefer 
Wurf).  Die  Anfangsgeschwindigkeit  sei  gleich  c und  um  den  Winkel  u 
gegen  die  Horizontale  nach  oben  geneigt.  Ein  Coordinatensystem  sei 
mit  seinem  Nullpunkt  in  die  Ausgangsstelle,  mit  seiner  Y-Axe  vertical 
nach  unten,  mit  seiner  X-Axe  in  die  verticale  Ebene  durch  die  An- 
fangsgeschwindigkeit gelegt;  dann  ist  aus  Symmetrierücksichten  klar, 
dass  die  Bewegung  durchaus  in  der  XE- Ebene  verlaufen  wird. 

Die  Gleichungen  des  Problems  sind: 


d*x  n d*y 
m dt*  ~ 0f  mdr=mr’ 


dazu  sei  für  f = 0 


(51) 


dx 


dy 


x = Ö,  y — 0,  -j-j;  = c cos  or,  — c sin  or. 


Die  Integration  giebt  demgemäss: 


i <*  , • 

x — et  cos  or,  y = g — — ct  sm  or. 


Hieraus  folgt  die  Gleichung  der  Bahn: 


V = 


gx 

2 C 4 cos*  a 


— x tg  or, 


(51') 

(51") 


also  die  Gleichung  einer  Parabel  mit  verticaler  Axe;  ihr  Scheitel  hat 
die  Coordinaten  a und  b , welche  die  Werthe  haben: 

£*  Q*  ^ 

a = — sin  a cos  a = — sin  2or,  b — — — sin*  or.  (51'") 

Führt  man  ein  durch  den  Scheitel  gehendes  mit  X,  Y paralleles 
System  E,  H ein,  indem  man 

x = | + a,  y = 7]  + b 
setzt,  so  folgt  als  Gleichung  der  Bahn: 
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n = 


rg 


2 c*  cos*  a 


Die  Höhe  des  schiefen  Wurfes  ist  gleich  — b,  die  horizontale  Wurf- 
weite gleich  2 a. 

Stellen  wir  die  Frage,  in  welcher  Richtung  der  Punkt  mit  der 
gegebenen  Geschwindigkeit  ausgehen  muss,  um  eine  verlangte  Stelle 
xlf  y , zu  treffen,  so  ist  aus  der  Gleichung 


2A  = 


9*? 

2 e*  cos*  a 


X,  tg  a, 


welche  aussagt,  dass  die  Parabel  durch  den  Coordinatenanfang  und  die 
Stelle  y , geht,  der  Winkel  a zu  bestimmen.  Man  erhält  leicht: 


tg  a = 


c*  ± j/c*"  + 2c'gyl  - g'x? 


gxx 


(52) 


Diese  Formel  ergiebt  zwei  Werthe  für  a,  sobald  der  Ausdruck 
unter  dem  Wurzelzeichen  grösser  als  Null  ist,  einen  Werth,  wenn  er 
gleich,  keinen,  wenn  er  kleiner  als  Null  ist. 

Im  ersten  Fall  kann  man  also  bei  der  gegebenen  Anfangsge- 
schwindigkeit c den  Punkt  auf  zwei  Wegen  erreichen,  mittelst  einer 
flacheren  oder  steileren  Parabel,  im  letzten  überhaupt  nicht  mehr.  Die 
Grenze  zwischen  beiden  Bereichen,  d.  h.  den  geometrischen  Ort  aller 
Punkte,  die  nur  mittelst  einer  Parabel  zu  erreichen  sind,  bildet  die 
Curve,  die  dadurch  gegeben  ist,  dass  die  Grösse  unter  der  Wurzel 
verschwindet,  d.  h.  für  die 

c*  4-  2 gc'yx  — g'x*  = 0 


ist;  diese  Curve  ist  eine  Parabel,  deren  Axe  in  die  F-Axe  fällt  und 
deren  Scheitel  um  c'fög,  d.  h.  um  die  bei  verticalem  Wurf  überhaupt 
erreichbare  Höhe  über  dem  Anfangspunkt  liegt;  sie  schneidet  die 
Horizontale  in  der  Entfernung  xx  = ± c'/g,  d.  h.  der  grössten  horizontalen 
Wurfweite,  die,  wie  Formel  (51'")  zeigt,  bei  der  Elevation  a = rc/4  er- 
reicht wird,  und  hüllt  sämmtliche  derselben  Anfangsgeschwindigkeit 
entsprechende  Wurfcurven  ein. 

2.  Wir  behandeln  als  zweites  Beispiel  die  Bewegung  eines  Massen- 
punktes unter  der  Wirkung  der  Schwere  auf  der  rotirenden  Erde. 

Die  Rotation  wirkt  in  mehrfacher  Hinsicht  modificirend  auf  die 
Erscheinung  ein;  einerseits  stellt  letztere  sich  dem  an  der  Rotation 
theilnehmenden  Beobachter  in  veränderter  Gestalt  dar,  andererseits 
werden  auch  die  Bedingungen  des  Problems  dadurch  factisch  geändert, 
dass  die  Rotation  die  Anfangsgeschwindigkeit  beeinflusst. 

Wir  denken  uns  die  Erde  als  Kugel,  nehmen  die  Rotationsaxe 
zur  Z-  Axe  eines  absolut  festen  Coordinatensystems,  legen  die  X-  und 
F-Axe  beliebig  in  die  Ebene  des  Aequators.  Eine  Stelle  der  Ober- 
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fläche  sei  durch  die  geographische  Breite  yj  und  die  geographische 
Länge  cp  — letztere  gegen  die  XZ- Meridianebene  gerechnet  — gegeben. 
Rotirt  die  Erde,  so  wächst  cp  gleichförmig  mit  der  Zeit,  es  ist  also 

. , 2/r 

(p  = Xt  = ty 

worin  T die  Dauer  eines  Umlaufes  von  86400  Secunden  beträgt. 

An  der  durch  95,  y>  gegebenen  Stelle  befinde  sich  der  mit  der 
Erde  bewegte  Beobachter;  dieser  beurtheilt  die  Erscheinung  wie  sie 
sich  in  Bezug  auf  ein  mit  ihm  fortschreitendes  Coordinatensystem  Z, 
H,  Z darstellt.  Unsere  Grundgleichungen  (31)  sind  aber  für  ein  ab- 
solut festes  Coordinatensystem  aufgestellt  und  demgemäss  müssen  wir 
von  ihm  ausgehen. 

Die  auf  den  Massenpunkt  wirkende  Kraft  ist,  was  wir  hier  ohne 

Beweis  aussprechen, 
die  Anziehung  der 
Erde,  die,  wenn  wir 
z letztere  als  homogene 
Kugel  ansehen,  nach 
dem  Mittelpunkt  hin 
gerichtet  ist;  die  in 
Folge  der  ellipsoidi- 
schen  Gestalt  und  der 
Inhomogenität  ein- 
tretenden Abwei- 
chungen hiervon  sind 
unbedeutend.  Wir 
wollen  das  Gesetz 
ihrer  Wirkung  aber 
zunächst  noch  nicht 
einführen,  sondern 
für  die  Componenten 
desselben  die  Buchstaben  Ar,  Y,  Z vorläufig  beibehalten.  Dann  lauten 
die  Grundgleichungen : 

dix  _ X d!y  _ Y d'x  _ Z 

dt * m ’ dt - m’  dt 2 m 

Um  diese  Gleichungen  auf  das  bewegliche  System  Z,  H,  Z zu 
transformiren,  bestimmen  wir  die  Lage  des  letzteren  folgendermassen : 
die  Z-Axe  stehe  an  der  Stelle  </>,  yj  normal  zur  Erdoberfläche  nach 
aussen  gerichtet,  die  Z-Axe  liege  im  Meridian  nach  Süden,  die  H-Axe 
normal  dazu  nach  Osten;  dann  wird  das  Z,  H,  Z-System  für  yj  = 7tl 2, 
cp  = 0 dem  Ar,  Y,  Z-System  parallel. 
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Bezeichnen  wir  noch  den  Erdradius  mit  R , so  gelten  folgende 
Beziehungen : 

x — [(Ä  + £)  cos  xp  + | sin  xp]  cos  cp  — y sin  90, 

y = [(J?  -f  £)  cos  1 fj  + | sin  1 ft]  sin  (p  + r]  cos  <jr,  (53) 

* = {R  -f  C)  sin  xp  — | cos  x p, 

und  umgekehrt 

| = {x  cos  cp  -f  y sin  cp)  sin  xp  — z cos  yj , 

1}  = y cos  cp  — x sin  y-,  (53') 

R + £ = (x  cos  cp  + y sin  cp)  cos  xp  -f  x sin  xp. 

Analog  gilt  für  die  Kraft-componenten: 

E = ( X cos  cp>  -f-  Y sin  cp)  sin  y>  — Z cos  yj, 

H = Y cos  cp  — X sin  cp , (53") 

Z = (AT  cos  cp  4-  Y sin  cp)  cos  yj  + Z sin  xp. 

Wendet  man  die  Factoren  dieses  Systems  auf  die  Bewegungs- 
gleichungen an,  so  erhält  man: 


(54) 


d2x 

d2y 

yj  - 

d2x 

dt 2 

COS 

9 

sin 

yp 

dt 2 

sin 

cp  sm 

dt2 

COS 

y>  = 

m 1 

d2y 

COS 

d2x 

H 

d¥ 

<p 

dt 2 

sin 

== 

m f 

d2x 

+ 

d2y 

y>  + 

d2x 

Z 

dt * 

COS 

cos 

dt 2 

sin 

cp  cos 

dt2 

sin 

xp  = 

• 

m 

Nun  kommt  in  den  Coordinaten  x , t/,  z die  Zeit  t in  doppelter 
Weise  vor,  einmal  durch  f,  ?/,  £,  das  andere  Mal  durch  cp  = xt. 
Wir  können  daher  schreiben: 

d2x  d2x  0 d"x  . , .. 

d¥  — di2  + d7*x  u'  s*  *•» 

wo  nun  das  Zeichen  d sich  nur  auf  das  Vorkommen  von  t in  £,  y , £ 
bezieht  Es  ist  aber  nach  den  obigen  Formeln: 


also 


dx 

dq> 

— — 

■ y, 

dy 

dq> 

= 

X, 

dx 

dq> 

= 0, 

d‘x 

d2y 

d2x 

= 0, 

8<p' 

•*» 

dv- 

- !/, 

d <p" 

d:x 

d2x 

dy 

d? 

~ dt * 

2x 

dt 

XX , 

d2y 
dt 2 

d2y 

dt2 

4~ 

2x 

dx 

di  ~ 

**?/, 

d2x 

dt* 


d[x 

dt2 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (54)  ein,  so  kann 
man  die  cos  cp  cos  yj . . . unter  die  Zeichen  d ziehen  und  erhält  ohne 
alle  Rechnung  durch  Vergleichung  mit  (53): 

Voigt,  Eiern.  Mechanik.  4 
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d*  ^ d t — 

— 2 x sin  xft  — £x*  — [(/?  + £)  sin  t/;  — | cos  y\  xl  cos  t v = — , 

d*  r 0 • 0 r/ u „ H 

Jt'  + 2 d7  * sm  V'  + 2 ä,  * cos  V - ’/*'  =;> 


trt  C I TT 

j~  — 2 — ~ x cos  y,  _ (i?  + £)*a  + [(/?  + £)sini/;  — Icost/^ar'sini//  = — , 
oder  anders  geschrieben: 


m 


dn  = 
dt * 

(Pr, 
dt* 
dn 

dt* 


dn 


— h 7?x*  cos  i /;  sin  yj  -f  sin  yj  £ cos  i//) x*  sin  y -f  2 * --  sin  , 

YTV  (l  t 


H 

m 

Z 

m 


-4-  v x:  -2x  jt{§ sin  y + £ cos  yj) , 

= ~ + Rx1  cos*  i f)  + (|  sin  y -j-  £ cos  yt)  x'  cos  y>  + 2 x ~ cos  y . 


(54') 


Die  Bedeutung  dieser  Gleichungen  erkennen  wir  am  besten,  in- 
dem wir  sie  zunächst  auf  einen  im  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
systems  Z,  H,  Z ruhenden  Massenpunkt  an  wenden,  und  demgemäss 
Vf  Cf  dg/dtf  dri/dt , d£/dt  gleich  Null,  Z,  H,  Z gleich  Z0,  H„,  Z„ 
setzen.  Dann  lauten  sie: 


dn 
dt * 


— + Rx * cos  y sin  y, 

m r T 7 


Zo 

m 


+ Rx1  cos*i/;; 


(54") 


fände  keine  Rotation  statt,  so  wäre  an  derselben  Stelle: 

dU  = =„  «P*  _ H„  dK  = Zo  t 

m 1 dt 2 w ’ «// " w 

Wir  bemerken,  dass  die  scheinbaren  Beschleunigungen  und  Kraft- 
componenten  in  Folge  der  Rotation  sich  von  den  wirklichen  unter- 
scheiden, und  können  leicht  Folgendes  erkennen: 

In  Folge  der  Rotation  treten  für  einen  gegen  das  bewegte  System 
ruhenden  Punkt  zu  den  gegebenen  Kräften  scheinbar  noch  zwei  Com- 
ponenten  hinzu,  die  eine  Resultante  normal  zur  Rotationsaxe  besitzen 
von  der  Grösse  K'  — mRx*  cos  y.  Bemerkt  man,  dass  R cos  yj  = r, 
der  Abstand  von  der  Rotationsaxe,  dass  x — 2'jijT—m,  die  Winkel- 
geschwindigkeit der  Rotation  ist,  so  erhält  man  auch  K'  = wrto*,  und 
da  überdies  rro  die  Lineargeschwindigkeit  v in  Folge  der  Rotation  ist, 
so  findet  sich  der  WTert,h  K'  = mv^r-,  nach  dem  in  § 5 Entwickelten 
ist  also  K'  die  Centrifugalkraft. 

Dasselbe  gilt  für  die  auf  einen  beliebigen  relativ  zu  dem  System 
Z,  H,  Z ruhenden  Punkt  |,  rj,  £ scheinbar  ausgeübten  Kräfte;  denn 
ihre  Componenten  parallel  den  Z,  H,  Z-Axen  werden  resp. 

Z'=  [(R  + £)  cos  y + £ sin  y]x*  sin  y,  H'==  yx1, 

Z'  = [(Ä  + £)  cos  yj  + | sin  yj]  x~  cos  yj 
und  deuten  sich  genau  in  derselben  Weise. 

Wir  sprechen  daher  den  für  manche  Anwendungen  wichtigen  all- 
gemeinen Satz  aus: 
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Ein  Massenpunkt,  der  in  Bezug  auf  ein  um  eine  beliebige 
Axe  gleichförmig  rotirendes  Coordinatensystem  ruht,  erfährt 
scheinbar  Kräfte,  welche  die  Resultanten  sind  von  den  wirk- 
lich ausgeübten  und  der  in  Folge  der  Rotation  eintretenden 
Centrifugalkraft.  Seine  Bedeutung  wird  später  hervortreten. 

Für  den  relativ  zu  dem  System  E,  H,  Z bewegten  Massenpunkt 
ist  diese  Wirkung  nicht  die  Einzige,  sondern  es  kommen  noch  folgende 
drei  Componenten  zu  den  vorigen  hinzu: 


r»  dt]  • 

-p  2 xm  d j sin  xp, 


— 2 xm  ~~  (£  sin  x \p  -p  £ cos  xfi),  -}-  2 xm  ~~  cos  xf). 


l)ie  erste  und  letzte  setzt  sich  zusammen  zu  einer  Resultante,  die 
normal  zur  Rotationsaxe  nach  aussen  gerichtet  ist  und  den  Werth 
2 xmäq/dt  hat,  also  proportional  mit  der  nach  Osten  gerichteten  Ge- 
schwindigkeitscomponente  ist;  die  zweite  stellt  eine  von  Westen  nach 
Osten  gerichtete  Kraft  dar,  die  proportional  mit  der  Gesell  wind  igkeits- 
componente  normal  zur  Drehungsaxe  ist. 

Wir  gehen  nun  an  die  Integration  unserer  Differentialgleichungen 
unter  der  beschränkenden,  aber  in  der  Anwendung  auf  das  Experiment 
ganz  unbedenklichen  Annahme,  dass  die  Bewegung  in  einem  so  kleinen 
Bereich  stattfindet,  dass  seine  Dimensionen  neben  dem  Erdradius,  d.  h. 
hier  g,  £ neben  R,  vernachlässigt  werden  können. 

Dann  ist,  wie  wir  später  zeigen  werden,  auch  die  Anziehung  der 
Erde  als  nach  Grösse  und  Richtung  constant  und  zwar  gleich  der  im 
Punkte  | = ?;  = £=  ü anzunehmen,  also  E = H = 0,  Z = — mg0  zu 
setzen,  wo  g0  die  Beschleunigung  bezeichnet,  wie  sie  auf  ruhender 
Erde  sein  würde. 

Unsere  Gleichungen  werden  sonach: 


d'J 

dl" 

d'v 

dt * 


Rx~  cos  xp  sin  xp  + 2x^J  sin  xp, 


(|  sin  xp  + £ cos  xp), 


(55) 


dt)  = —g0  + R*  cos1  xp  -p  2x  cos  xp . 

Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  cos  xp,  die  letzte  mit  sin  xp 
und  subtrahiren,  so  folgt: 

dti  (i  COS  xp  - £ sin  Xp)  = + g0  sin  xp, 

multipliciren  wir  mit  sin  xp  und  cos  xp  und  addiren,  so  kommt: 

i«  » 

(£  sin  xp  -p  £ cos  xp)  = - {g0  - Rx')  cos  xp  -p  2x^j-, 
hierzu  die  zweite  Gleichung: 

jp  = -2  * ^ sin  i/;  + £ cos  •<//), 

4* 
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giebt  das  für  die  Behandlung  geeigneteste  System,  das  wir  kürzer 
schreiben: 


d'a  . „ 

Zr  = +a  ’ 


d': 


_ _ a’  i 9 
dt*  9 + 


d (t 


Hier  ist  <r  als  eine  Coordinate  parallel  der  Rotationsaxe,  p als  eine 
normal  dazu  anzusehen  und  zwar  ist 


a — | cos  yj  — £ sin  ip,  p = | sin  \p  4-  £ cos  y>. 

Die  erste  Formel  giebt: 

= +g"  y + at  + a«;  (56a) 


die  zweite  und  dritte  eombiniren  sich  durch  Elimination  von  i]  zu: 


welches  führt  auf: 

p = b + 6,  cos  2xt  4-  bt  sin  2 xt.  (56b) 

Setzt  man  dies  in  die  zweite  Gleichung  ein,  so  lautet  dieselbe: 

g — 4 xt(b1  cos  2xt  4-  6,  sin  2 xt)  = 4-  2* 
und  liefert  integrirt: 


gt  — 2x(6,  sin  2xt  — 6*  cos  2x?)  4 - c = 2 xt).  (56 c) 


Diese  Werthe  für  <7,  o,  rt  enthalten  sechs  willkürliche  Constanten  a.  an 
b , und  c,  sind  also  die  gesuchten  allgemeinen  Lösungen. 

Beginnt  der  Massenpunkt  seine  Bewegung  zur  Zeit  t = 0 in 
| = i]  = £ = 0 von  der  Ruhe  aus,  so  sind  rr,  p,  und  ihre  ersten 
Differentialquotienten  für  * = 0 gleich  Null  zu  setzen.  In  Folge 
dessen  wird 

o = + /'-£>  P = - ^.(1-  cos2x(),  »/  = + sin2*(;  (56) 

und  da  aus 


folgt: 


<7  — | cos  ifj  — £ sin  y>,  p = | sin  yj  4-  £ cos  yj 

| = o-  cos  yt  4-  p sin  yj,  £ = p cos  ip  — o-  sin  y>, 


so  erhält  man  schliesslich  in  Rücksicht  auf  die  Werthe  von  g und  g" 
folgende  Gesetze  des  freien  Falles  auf  der  rotirenden  Erde: 

|=4-  J** ) (i  _ cos  2*/)]  cos  yj  sin  yj, 


7]  = 4-  i2*f  ~ sin  2xt)  cos  ' (57) 

£ = — — ~ f — (1  — cos  2 xt)  cos2  yj  — 9~  sin-  yj. 

Die  Formeln  vereinfachen  sich  noch  dadurch,  dass  bei  wirklichen 
Beobachtungen  2 xt  = 4 ntjT  wegen  T — 86  400  Secunden  eine  äusserst 
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kleine  Grösse  ist  und  die  trigonometrischen  Glieder  die  Entwickelung 
gestatten.  Man  erhält  so  durch  Beschränkung  auf  die  erste  Ordnung: 


I = + 


Rx't* 


r 


cos  yj  sm  yj,  g = + (ff  0 — Rx2)  cos  y> 

ü 1 

£ = — (?•  — Rx2  cos*  \fi)  --  • 


(57') 


Diese  Formeln  sprechen  folgende  Thatsachen  aus: 

1.  Auf  der  rotirenden  Erde  wird  die  verticale  Fallgeschwindig- 
keit dadurch  verringert,  dass  sich  von  der  Beschleunigung  in  Folge 
der  Attraction  die  verticale  Componente  der  Beschleunigung  durch  die 
Centrifugalkraft  subtrahirt;  die  gesammte  Beschleunigung  ist 

g = g0  — Rx 2 cos2  y>. 

2.  Der  von  der  Buhe  aus  fallende  Körper  weicht  auf  der  nörd- 
lichen Hemisphäre  in  der  Richtung  von  West  nach  Ost  und  von  Nord 
nach  Süd  aus  der  Normalen  zur  Oberfläche  ab. 

3.  Nur  die  erstere  Abweichung  ?/  ist  durch  die  Beobachtung  nach- 
weisbar; die  letztere  versteckt  sich  dadurch,  dass  auch  die  Richtung 
der  auf  einen  ruhenden  Punkt  ausgeübten  Kraft  in  diesem  Sinne 
und  um  den  entsprechenden  Betrag  aus  der  Normalen  ab  weicht.  Denn 
die  Bahn  des  fallenden  Punktes  auf  die  EZ-Ebene  projicirt,  giebt  eine 
Gerade  in  einer  Neigung  gegen  die  Verticale,  deren  Tangente  ist 

R xa  cos  \b  sin  # 
g0  — Rx“  cos*  V'  ’ 

eben  dieselbe  Richtung  hat  aber  nach  (55)  die  auf  einen  ruhenden 
Punkt  wirkende  Kraft,  hat  also  auch  ein  mit  einem  Gewicht  gespannter 
frei  herabhängender  Faden,  wie  er  zur  experimentellen  Bestimmung 
des  „Lothes“  angewandt  wird. 

4.  Die  Bahn  des  frei  fallenden  Punktes  verläuft  hiernach  in  einer 
durch  diese  Richtung  normal  zum  Meridian  gelegten  Ebene,  und  hat 
die  Gleichung: 

2 ( g0  — Rxrf  8 t*  x*  cos*  V 

n ~ 9(<70  — Rx*  cos*  ^ ' 


Beobachtungen  über  die  durch  die  Theorie  gegebene  östliche  Ab- 
weichung, welche,  wenn  bestätigt,  einen  schönen  Beweis  für  die  Rotation 
der  Erde  erbringt,  sind  zuerst  von  Benzenberg  1803  im  Michaelis- 
thurm in  Hamburg,  1804  in  einem  Kohlenschacht  bei  Schlebusch  an- 
gestellt (Benzenberg’scher  Fallversuch)  und  1831  unter  noch 
günstigem  Umständen  von  Reich  im  Dreibrüderschacht  bei  Freiberg 
wiederholt  worden. 

Beide  Beobachter  bestimmten  neben  der  geographischen  Breite 
und  der  Intensität  der  ganzen  Schwere  g am  Beobachtungsort  sowohl 
Fallhöhe  als  Fallzeit  und  massen  die  Coordinaten  des  Punktes,  in 
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welchem  die  fallenden  Kugeln  auftrafen,  in  einem  Coordinatensvstein, 
dessen  Anfang  der  Fusspunkt  des  Lothes  von  der  Ausgangsstelle  war 
und  dessen  Z-  und  H-Axe,  wie  oben,  nach  Süd  und  Ost  lag. 

Bei  der  Berechnung  findet  sich  eine  gewisse  Willkür,  da  die  ge- 
messene Fallhöhe,  Fallzeit  und  Schwere  nicht  der  dritten  Formel  (57') 
entsprechen  konnte,  weil  diese  Formel  den  Luftwiderstand  nicht  berück- 
sichtigt. Die  angewandte  Berechnungsmethode  kommt  im  Wesentlichen 
darauf  hinaus,  dass  das  Verhält niss  der  letzten  beiden  Formeln  (57') 
für  die  speciellen  Werthe  — £ = //  (Fallhöhe),  t — r (Fallzeit)  benutzt 
wird;  dies  ergiebt  dann  den  Werth  ?/,  der  ganzen  östlichen  Ab- 
weichung: 


R h x®  sin*  y\  2 x r 

eos  v>. 

<j  ! 3 


An  Stelle  des  nicht  berücksichtigten  kleinen  zweiten  Gliedes  der 
Klammer  ist  eine  Correction  für  die  Wirkung  des  Luftwiderstandes 


gesetzt. 


Die  Beobachtungen  werden  durch  Luftströmungen  auf  den  langen 
Wegen  sehr  beeinflusst  und  stimmen  unter  sich  nur  wenig;  eine  im 
Widerspruch  mit  der  Theorie  bei  der  ersten  und  letzten  der  genannten 
Reihen  gefundene  kleine  Abweichung  (1,5"' und  4,3  mm)  der  fallenden 
Kugeln  nach  Süden  dürfte  auf  diese  Ursache  zurückgeführt  werden. 

Die  östliche  Abweichung  fand  sich  bei  den  Fallhöhen  von  235', 
262',  158,54  m berechnet  resp.  3,85'",  4,67'",  27,5  mm,  beobachtet 
wurde  resp.  4,00"',  5,05'",  28,4  mm.  Ein  directer  Beweis  für  die  Ro- 
tation der  Erde  ist  hierdurch  als  erbracht  anzusehen.  — 

Eine  andere  interessante  Anwendung  gestatten  unsere  Formeln 
noch,  nämlich  auf  die  Abweichung,  die  eine  horizontal  abgefeuerte  Ge- 
schützkugel  in  Folge  der  Rotation  der  Erde  erleidet.  Hierbei,  können 
wir  von  der  Einwirkung  der  Schwere  absehen  und  die  Gleichungen 
(56  a,  b,  c)  schreiben: 


(7  — -f  at, 

p = — bx  (1  — cos  2 xt)  -f  lh  sin  2 xt, 

H — — //,  sin  2 xt  — bt{\  — cos  2 xt). 

Hieraus  folgt,  da  £ = o-cos  xfj  -f-  n sin  •»//,  £ ==  — o-sin  xp  -f  «cos  »/>  ist: 
| at  cos  x fj  — (1  — cos  2x1)  — b,  sin  2 xt]  sin  x p, 

■ij  = — bt  (1  — cos  2x1)  — /j,  sin  2 xt, 

l ‘ = — at  sin  xfj  — [£>,  (1  — cos  2xl)  — b.  sin  2xt]  cos  i p. 

Seien  nun  zur  Zeit  t = 0 die  Geschwindigkeiten  parallel  £,  ij,  £ 
resp.  gleich  u,  ft,  y,  so  gilt  zur  Bestimmung  der  Constanten: 

a — -j-  a cos  xft  -|-  b?2x  sin  if> , 

ft  = — bx  2x , 

y = — a sin  xft  -f-  b..  2 x cos  i p, 
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es  ist  also  a — (a  cos  if*  — y sin  i/>), 

b,  = - ß/2x, 

bt  — (u  sin  i (j  -f-  y cos  \j>)f 2x. 

Setzt  man  diese  Werthe  ein  und  beschränkt  sich  wiederum  in 
Bezug  auf  xt  auf  die  erste  Ordnung,  so  erhält  man: 

| -f  t'!xß  sin  i p, 

?j  = ßt  — t 'x  [u  sin  i fj  + y cos  ip) , 

£ = yt  -j-  t'xß  cos  i fj; 

das  erste  Glied  giebt  überall  den  Werth,  wie  er  ohne  Rotation  der 
Erde  stattfindet,  das  zweite  die  durch  letztere  verursachte  Abweichung. 

Sehr  einfach  wird  das  Resultat,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit 
nach  Süden  oder  Norden  gerichtet  ist;  im  ersten  Falle  ist  u > 0,  im 
letzten  ci  < 0,  ß und  y verschwinden.  Demgemäss  haben  wir: 

£ = at , //  = — V xu  sin  •»/.»,  £ = 0; 

im  ersten  Falle  geht  auf  der  nördlichen  Hemisphäre  die  Abweichung 
nach  Westen,  im  zweiten  nach  Osten,  der  Betrag  ist  unter  45°  Breite 
bei  300  m Geschwindigkeit  und  zwanzig  Secunden  Flugdauer  etwa 
3,2  m.  Eben  so  gross  ist  die  südliche  Abweichung  bei  einem  Schuss 
nach  Osten. 

§ 9.  Bedingte  Bewegung;  feste  oder  bewegte  Oberflächen  und 
Curven ; Beispiele ; Gleichgewichtsbedingungen. 

Unter  bedingter  Bewegung  eines  Punktes  verstehen  wir  eine  solche, 
die  ausser  durch  direct  gegebene  Kräfte  noch  durch  Gleichungen  für 
seine  Coordinaten  bestimmt  ist.  Für  nur  einen  Massenpunkt  kommen 
in  erster  Linie  die  Fälle  in  Betracht,  dass  derselbe  gezwungen 
ist,  bei  seiner  Bewegung  auf  einer  festen  oder  bewegten 
Oberfläche  oder  Curve  zu  bleiben.  Andere  Fälle  werden  wir 
gelegentlich  der  Behandlung  der  Centralkräfte  besprechen. 

Wenn  in  Folge  der  gegebenen  Bedingungen  der  Massenpunkt  sich 
anders  bewegt,  als  die  direct  gegebenen  Kräfte  verlangen,  so  müssen 
wir  daraus  schliessen,  dass  mit  den  Bedingungen  die  Wirksamkeit  noch 
anderer  Kräfte  angenommen  und  eingeführt  ist,  deren  Gesetze  aus  ihrer 
in  diesen  Bedingungen  ausgedrückten  Wirksamkeit  indirect  gefunden 
werden  müssen.  Denn  jede  Ursache  der  Aenderung  einer  Bewegung 
ist  nach  unserer  Vorstellung  eine  Kraft. 

Nach  diesem  Princip  verfahren  wir  in  den  folgenden  einfachen, 
wie  auch  in  allen  complicirten  Fällen. 

1.  Sei  ein  Massenpunkt  m gezwungen,  auf  einer  festen  Oberfläche 
zu  bleiben , so  kann  das  nach  unserer  Vorstellung  nur  dadurch  erreicht 
werden,  dass  die  Oberfläche  eine  Kraft  K'  auf  ihn  ausübt,  die  in  jedem 
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Augenblick  genügt,  die  ihn  hinwegtreibenden  Kräfte  aufzuheben,  die 
der  Resultante  von  jenen  also  entgegengesetzt  gerichtet  und  gleich 
sein  muss. 

Wir  nennen  K'  die  Reactionskraft  der  Bahn,  indem  wir  sie 
von  dieser  auf  den  Massenpunkt  ausgeübt  denken,  die  von  ihr  auf- 
gehobene entgegengesetzt  gerichtete  hingegen  den  Druck  des  Massen- 
punktes gegen  die  Oberfläche,  weil  sie  die  Kraft  angiebt,  mit 
welcher  der  Punkt  die  Oberfläche  zu  durchbrechen  strebt. 

Seien  die  Componenten  von  K'  gleich  X',  Y',  Z',  so  werden  wir 
die  Bewegungsgleichungen  in  der  Form  ansetzen: 


m 


a x 

dr 


= 2Xh  -f  X', 


m dt*  ~ 


"T  r > 


dt- 


und  müssen  X',  Y',  Z'  so  bestimmen,  dass  die  Coordinaten  x , y,  x zu 
jeder  Zeit  der  Gleichung  der  Oberfläche,  welche  in  der  Form 


ff  {x,  y , x)  = 0 

gegeben  sein  mag,  genügen. 

Die  nähere  Ueberlegung  zeigt  aber,  dass  in  dieser  Form  die  Auf- 
gabe noch  nicht  bestimmt  ist;  denn  die  Anzahl  der  Gleichungen  be- 
trägt vier,  die  Anzahl  der  Unbekannten  aber  sechs,  nämlich  x,  y,  x,  X', 
Y',  Z'.  Das  Gleiche  giebt  auch  eine  einfache  physikalische  Betrach- 
tung; denn  zerlegen  wir  die  Kraft  K'  an  der  Stelle,  wo  der  Massen- 
punkt sich  befindet,  in  eine  Componente  normal  und  eine  tangential 
zur  Oberfläche,  so  kann  die  letztere  an  der  betrachteten  Stelle  keine 
Bewegung  aus  der  Oberfläche  heraus  veranlassen  und  also  auch 
keine  verhindern.  Diese  Componente  bleibt  daher  durch  die  bisherigen 
Festsetzungen  unberührt.  Wir  wollen  deshalb  zu  ihnen  noch  die  specielle 
Annahme  hinzufügen,  dass  eine  tangentiale  Einwirkung  seitens  der  festen 
Oberfläche  überhaupt  nicht  ausgeübt  wird  und  schliessen  hierdurch 
die  Wirkung  einer  Reibung  an  derselben  von  vorn  heraus  aus. 

Nehmen  wir  sonach  die  Einwirkung  der  Oberfläche  normal  gegen 
das  Flächenelement,  auf  welchem  sich  der  Massenpunkt  befindet,  ge- 
richtet an  und  vertauschen  demgemäss  K’  mit  der  Bezeichnung  N, 
die  Componenten  X'  mit  N cos  ( n , x)  u.  s.  f.,  so  haben  wir  als  Be- 
wegungsgleichungen die  folgenden: 


d'%  Vv  , ,r  . . d'y 

'ni-rrx  = 2^Xh  -f  N cos  (n,  x ),  m 


dr- 


dn-x 


mjt*  = 22 Zh  + N cos  (n,  *), 


= J£Yh  + N cos  (n,  y), 
cf  (»,  y,  x)  = 0; 


(58) 


vier  Gleichungen,  entsprechend  den  vier  Unbekannten  x,  y,  x , N — 
das  Problem  ist  also  jetzt  vollkommen  bestimmt.  Die  Cosinus  der 
Winkel,  welche  die  Normale  in  der  Stelle  x,  y,  x mit  den  Coordinaten- 
axen  einschliesst,  bestimmen  sich  bekanntlich  durch  die  Formeln: 
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Dass  eine  normal  zur  Oberfläche  wirkende  Keactionskraft  auf  die 
Bewegung  in  der  Oberfläche  keinen  Einfluss  hat,  ist  übrigens  schon 
durch  die  p.  23  ausgesprochenen  allgemeinen  Sätze  bewiesen,  von  denen 
der  erste  sagte,  dass  die  Beschleunigungscomponente  nach  der  Bahn 
multiplicirt  mit  der  Masse  des  bewegten  Punktes  gleich  ist  der  Tan- 
gentialcomponente  der  wirkenden  Kraft,  Eine  solche  Componente  liefert 
aber  die  angenommene  Reaction  der  Bahn  nicht,  sie  infiuirt  also  auch 
nicht  auf  die  Grösse  der  Geschwindigkeit. 

Die  beiden  anderen  Sätze  nehmen  unter  Rücksicht  auf  die  Com- 
ponenten  der  Reaction  nach  der  Haupt-  und  Binormale  der  Bahn  leicht 
angebbare  Formen  an ; sie  gewinnen  besonderes  Interesse  in  dem 
speeiellen  Falle,  dass  äussere  Kräfte  fehlen,  der  Massenpunkt  also 
mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  auf  der  Oberfläche  sich  selbst  über- 
lassen ist.  Denn  da  die  Componente  nach  der  Binormale  der  Bahn 
verschwinden  muss,  die  einzig  wirkende  Kraft  aber  normal  zur  Ober- 
fläche liegt,  so  muss  die  Hauptnormale  der  Bahncurve  überall  mit  der 
Normalen  der  Oberfläche  zusammenfallen,  — d.  h.  die  Bahn  muss  auf 
der  Oberfläche  eine  sogenannte  kürzeste  oder  geodätische  Linie  bilden. 
Die  Grösse  der  Reaction  und  demgemäss  der  Druck  des  Massenpunktes 
gegen  die  Oberfläche  ist  dabei  identisch  mit  der  Centrifugalkraft  des 
Punktes,  die  Grösse  seiner  Geschwindigkeit  ist  constant  gleich  seiner 
Anfangsgeschwindigkeit. 

Während  im  Vorstehenden  angenommen  wurde,  dass  der  Massen- 
punkt vollständig  an  die  Oberfläche  gebunden  ist,  wird  in  Wirklichkeit 
ihm  meist  die  Ausweichung  nur  nach  einer  Seite  behindert,  nach  der 
andern  aber  gestattet  sein.  Dies  drückt  sich  in  unserer  Auffassung  so 
aus,  dass  die  Reactionskraft  der  Oberfläche  ihre  Richtung  nicht  wech- 
seln, sondern  nur  nach  der  einen  Seite  der  Oberfläche  hin  wirken 
kann.  Da  nun  in  unseren  Formeln  (58)  nicht  die  Richtung  der  Re- 
action N,  sondern  diejenige  der  Normalen  n auf  der  Oberfläche,  positiv 
gerechnet  von  der  Seite,  wo  cp  {x,  y,  %)  < 0,  nach  derjenigen,  wro 
cp  (ic,  y,  z)  > 0,  eingeführt  ist,  so  ist  N als  die  Componente  der  Re- 
actionskraft nach  dieser  Normalenrichtung  aufzufassen  und  die  An- 
nahme eonstanter  Richtung  identisch  mit  unveränderlichem  Vor- 
zeichen von  N.  Jenachdem  also  der  Massenpunkt  auf  die  Seite,  wo 
cp  {x,  y,  z)  > 0,  oder  wo  cp  {x,  y,  z)  < 0 ist,  frei  ausweichen  kann,  wird 
jv  dauernd  negativ  oder  positiv  sein  müssen,  und  die  Gleichungen  (58) 
hören  sogleich  auf  anwendbar  zu  sein,  sowie  N durch  Null  hindurch- 
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gehend  sich  positiven,  resp.  negativen  Werthen  zuwendet;  von  diesem 
Moment  an  sind  sie  mit  den  für  einen  freien  Punkt  geltenden  zu 
vertauschen,  d.  h.  ist  N solange  dauernd  gleich  Null  zu  setzen,  bis  der 
Massenpunkt  im  Laufe  der  nach  diesem  Gesetz  stattfindenden  Bewegung 
die  Oberfläche  nach  der  anderen  Seite  hin  durchbrechen  würde. 

Man  erweitert  die  vorstehenden  Gleichungen  leicht  auf  den  Fall, 
dass  die  Oberfläche  sich  mit  der  Zeit  selbst  bewegt.  Zerlegt  man  ihre 
Geschwindigkeit  an  der  Stelle,  wo  sich  der  Massenpunkt  befindet,  in 
eine  Componente  normal,  eine  parallel  zur  Oberfläche,  so  kann  diese 
letztere  auf  die  Bewegung  des  Massenpunktes  nicht  einwirken,  die 
erstere  giebt  einen  parallelen  Zuwachs  zu  derjenigen  Kraft,  die  bei 
ruhender  Oberfläche  wirken  würde;  die  Richtung  der  Reaction  wird  also 
in  Folge  hiervon  nicht  geändert  und  es  bleiben  auch  die  Gleichungen  (58) 
gültig,  mit  der  einzigen  Ausnahme,  dass  die  Gleichung  der  Oberfläche 
jetzt  die  Zeit  enthält.  Die  cos  (n,  x),  cos  (n,  y),  cos  ( n , z)  bestimmen 
sich  dabei  ganz  ebenso,  als  wenn  t ein  constanter  Parameter  wäre. 

2.  Ist  der  Massenpunkt  gezwungen,  auf  einer  festen  Curve  zu 
bleiben,  so  werden  wir,  wenn  wir  wiederum  die  Wirkung  der  Reibung 
ausschliessen,  ihren  Einfluss  durch  eine  normal  zum  Curvenelement 
gerichtete  Kraft  zu  erklären  haben.  Bei  einer  Curve  sind  aber  an 
jeder  Stelle  unendlich  viel  Normalen  möglich,  und  es  ist  daher  in 
unserem  Falle  nicht  nur  die  Grösse  der  Reaetionskraft,  sondern  auch 
ihre  Richtung  in  der  Normalenebene  unbekannt.  Beide  Grössen 
drücken  sich  symmetrisch  durch  die  Werthe  der  Componenten  der 
Kraft  nach  zwei  beliebig  in  der  Normalebene  gelegenen  Richtungen 
aus.  Für  diese  Richtungen  bieten  sich  nun  gemäss  der  Tliatsache, 
dass  in  der  analvtischen  Geometrie  eine  Raumcurve  als  die  Schnitt- 
linie  zweier  Oberflächen  bestimmt  wrird,  naturgemäss  die  Richtungen 
der  Normalen  im  Curvenelement  auf  diesen  beiden  Oberflächen  dar, 
welche,  wie  die  Anschauung  zeigt,  in  der  Normalenebene  desselben 
liegen.  Wir  bezeichnen  die  beiden  Richtungen  mit  n und  ri\  die 
ihnen  parallelen  Reactionen  mit  N'  und  N"  und  haben  deshalb  für 
die  Bewegung  eines  an  eine  feste  Curve  gebundenen  Punktes  die  fol- 
genden Gleichungen: 


fünf  Gleichungen  mit  den  fünf  Unbekannten  x,  y,  z,  N',  N". 


(59) 
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Die  Verallgemeinerung  auf  bewegte  feste  Curven  geschieht  ebenso 
wie  für  die  Oberflächen. 

Die  letzteren  Gleichungen  specialisiren  sich  für  ebene  Curven, 
indem  man  als  die  eine  Oberfläche  die  A"  7- Ebene  wählt,  als  zweite  den 
geraden  Oylinder  über  der  gegebenen  Bahncurve.  Dann  ist 
cos  (?i,  x)  = cos  (»,  y)  = cos  (n",  z)  = 0, 
und  es  tritt  an  Stelle  von  (p  (.r,  ?/,  z)  — 0 und  (p"  (x,  y,  z)  = 0 

z — 0,  ifj  (x,  y)  = (). 

Vertauscht  man  noch  N'  und  n mit  N und  n , so  werden  die 
Gleichungen  (59)  jetzt  lauten: 


m = 2£Xh  -f-  N cos  (n,  x)} 
= - Y„  + N cos  (n,  y), 


(60) 


V (*,  y)  = 

die  dritte  J£Zh  + N"=  0 glebt  nichts  für  das  Bewegungsproblem. 
Rechnet  man  die  Richtung  des  Bahnelementes  * gegen  n wie  7 gegen  A', 
so  kann  man  dafür  auch  schreiben: 


m 

m 


~ = ZX„  + Np-, 

dt*  ds  ' 

d*y  V'y  \r  dx 

dt * '*  ds  ’ 


(60') 


ifi  {x,  y)  — 0. 

Für  die  Bewegung  längs  fester  Curven  gewinnen  die  p.  23  aus- 
gesprochenen allgemeinen  Sätze  noch  eine  besondere  Bedeutung,  wenn 
wir  auch  die  Reactionskraft  der  festen  Bahn  nach  der  Richtung  der 
Haupt-  und  der  Binormale  zerlegen;  diese  Componenten  mögen  N' 
und  N”  genannt  werden. 

Man  kann  sie  demgemäss  folgendermassen  aussprechen : 

1.  Die  Tangentialcomponente  der  äussern  Kräfte  ist  gleich  dem 
Product  aus  Masse  und  Bahnbeschleunigung  des  bewegten  Punktes, 

P = Md  Vjdt. 

2.  Die  Reactionscomponente  parallel  der  Hauptnormale  ist  gleich 
der  Centrifugalkraft  vermindert  um  die  bezügliche  (Jomponente  der 
äussern  Kräfte, 

n;  = M V*jg  - ; 

der  zweite  Theil  ist  von  der  Bewegung  unabhängig  und  lässt  sich  als 
der  negative  Gleichgewichtsdruck  des  Massenpunktes  gegen  die 
Bahn  bezeichnen,  g ist  positiv  oder  negativ  zu  zählen,  je  nachdem  der 
Krümmungsradius  in  die  Richtung  fallt,  in  welcher  die  Hauptnormale 
positiv  gerechnet  wird  oder  in  die  entgegengesetzte. 
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3.  Die  Reactionscomponente  parallel  der  Binormale  ist  entgegen- 
gesetzt gleich  der  bezüglichen  Componente  der  äussem  Kräfte, 

N"  = - Nt. 


Wirken  keine  äussern  Kräfte,  so  nehmen  diese  Sätze  entsprechend  ein- 
fachere Formen  an,  die  wir  nicht  auszusprechen  brauchen. 

Für  ebene  Curven  liegt  die  Hauptnormale  überall  in  ihrer  Ebene, 
es  kommen  daher  hier  die  ersten  beiden  Sätze  allein  in  Betracht,  und 
sie  haben  die  besondere  Bedeutung,  in  einem  sehr  allgemeinen  Falle 
die  gesuchten  Combinationen  für  die  Durchführung  der  Integration 
zu  bieten. 

1.  Dies  wird  deutlich  hervortreten,  wenn  wir  als  Beispiel  die  Be- 
wegung auf  einer  ebenen  Curve  unter  der  Wirkung  der  Schwere  be- 
handeln. 

Sei  die  7-Axe  positiv  nach  unten,  die  A'-Axe  nach  links  gerechnet, 
dann  lauten  die  Gleichungen  (60): 


+ N 


dy 

ds 


d-y 

mdt'  = +mg 


N — 
ds  ’ 


und  die  daraus  gefolgerten  besprochenen  Sätze  sind: 

V 


dV  dy  ,r  ( 

m — = m g ~ - , N = m I - 


+ 9 


(61) 


dt  ^ ds 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  Vdt  = ds,  so  erhält  man  durch 
Integration : 

~2~  = G gy , 


und  wenn  man  die  Integrationsconstante  bestimmt  durch  die  Annahme, 
dass  in  der  Tiefe  yc  die  Geschwindigkeit  V0  ist: 


V-  — 


— =g{y  -y*) 


(61') 


Das  erste  Integral  spricht  den  allgemeinen  Satz  aus,  dass  bei  der 
Bewegung  unter  der  Wirkung  der  Schwere  die  Geschwindig- 
keitsdifferenz gegen  die  Ausgangsgeschwindigkeit  nur  von  der 
Höhendifferenz  gegen  den  Ausgangspunkt  abhängig  ist;  in 
allen  grösseren  Höhen  (d.  h.  für  kleinere  y)  ist  die  Geschwindigkeit 
kleiner,  in  allen  kleineren  Höhen  (d.  h.  für  grössere  y ) grösser  als  die 
Anfangsgeschwindigkeit.  In  der  Höhe 

* - * - S (ßl") 

verschwindet  sie. 

Hieraus  folgt,  dass  auf  einer  Bahn,  welche  zwei-  oder  mehrmals 
diese  Höhe  übersteigt,  eine  periodische  Oscillation  von  der  einen  Null- 
stelle zur  andern  hin  stattünden  muss. 
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Setzt  man  den  erhaltenen  Werth  für  V*  ein,  so  ergiebt  sich  aus 
der  zweiten  Gleichung  (61): 


N — m 


{V_t_ 


+ 2 g [y  - y0 )) 


+ 9 


dx 

ds 


(61"') 


und  hierdurch  ist,  sowie  die  Bahn  gegeben  ist,  N vollkommen  für 
jede  Stelle  bestimmt 

Dabei  bedeutet  positives  Vorzeichen,  dass  N in  der  als  positiv 
eingeführten  Richtung  der  Normale,  negatives,  dass  es  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  wirkt. 

N verschwindet,  wenn 

dx 

K +2 g{y-  y.)  = - gg  ^ = + gg  cos  (»,  y) 


ist;  wechselt  es  zugleich  das  Vorzeichen,  so  kehrt  sich  die  Richtung 
des  Druckes  um  und  der  Massenpunkt  verlässt  die  Bahn,  falls  sie  nur 
nach  einer  Seite  hin  das  Ausweichen  verhindert 

Ist  die  Bahn  ein  Kreis  mit  dem  Coordinatenanfang  als  Mittel- 
punkt und  n nach  Innen  positiv  gerechnet,  so  ist  g gleich  dem  Kreis- 
radius, n cos  (n,  y)  = — y,  also  wird 


^-(r:  + g(Sy  - 2y.)). 


Ist  V0  gleich  Null,  also  y0  die  Tiefe  unter  dem  Kreismittelpunkt, 
in  welcher  der  Massenpunkt  umkehren  würde,  so  wechselt  N sein  Vor- 
zeichen in  einer  Tiefe  yn  die  dem  einfachen  Gesetz  folgt: 

y,  = l9c- 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  dieser  Werth  y,  nur  dann  vom  Punkte 
wirklich  erreicht  wird,  wenn  y0  < 0 ist,  die  Bewegung  sich  also  über 
mehr  als  den  Halbkreis  erstreckt  Läuft  also  der  Massenpunkt  auf 
der  Innenseite  einer  kreisförmigen  Rinne  und  erhebt  er  sich  über  das 
Niveau  des  Mittelpunktes,  so  verlässt  er  diese  Rinne  in  der  Höhe 
y,  = | y0;  ebenso  wenn  er  auf  der  äussem  Seite  von  oben  herabläuft 
Die  Abhängigkeit  zwischen  Ort  und  Zeit  folgt  aus  (6T)  in  Rück- 
sicht auf 


in  der  Form: 


oder 


± dy 


V F0-  + 2 g(y  - yn) 


\pL±ML=c,±t. 


, ^ - (62) 

yv0*  + 2g  (y  - y0) 

Auch  sie  ist  vollständig  bestimmt,  wenn  die  Ourve  gegeben  ist, 

auf  der  die  Bewegung  stattfindet  Das  doppelte  Vorzeichen  drückt  aus, 
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davss  dieselbe  Curve  in  entgegengesetzten  Richtungen  in  gleichen  Zeiten 
durchlaufen  werden  kann,  es  bestimmt  sich  durch  den  Anfangszustand 
und  bleibt  dieser  Bestimmung  gemäss  unverändert  bis  eine  Nullstelle 
für  die  Geschwindigkeit  erreicht  ist;  liier  geht  die  Wurzelgrösse  durch 
Null  und  tritt  demgemäss  ein  Zeichenwechsel  ein. 

Nehmen  wir  als  Bahn  zunächst  eine  Gerade  durch  den  Coordinaten- 
anfang,  die  um  den  Winkel  a gegen  die  X-Axe  abwärts  geneigt  ist, 
und  rechnen  s von  oben  nach  unten,  so  lauten  die  Formeln  (01): 

dV  . Ar 

m — - = mg  sin  ct , N = mg  cos  a. 

Die  Bewegung  ist  also  gleichförmig  beschleunigt,  wie  beim  senk- 
rechten Wurf;  aber  statt  der  ganzen  Beschleunigung  g wirkt  nur  die 
Componente  g sin  u nach  der  Bahnrichtung.  Es  folgt: 

F = ~t  = cx  -f-  gt  sin  «,  .s  = e,  + ctt  + g ~ sin  a\ 

war  zur  Zeit  t — 0 sowohl  s als  V gleich  Null,  so  erhalten  wir  den 
einfachen  „Fall“  auf  der  schiefen  Ebene,  und  es  gilt: 

t* 

V — gt  sin  rz,  s — g~  sin  cc,  V*  — 2 gs  sin  u. 

Bezeichnet  S die  ganze  Länge  der  schiefen  Ebene,  so  ist  ihre 
Höhe  II  — S sin  a\  die  letzte  Formel  giebt  also: 

V2  = 2g  H; 

das  heisst  in  Uebereinstimmung  mit  dem  allgemeinen  Satz  (61'):  die 
Endgeschwindigkeit  für  alle  schiefen  Ebenen  gleicher  Höhe 
ist  gleich. 

Bezeichnet  ferner  T die  ganze  Fallzeit  über  S,  so  giebt  die  zweite 
Formel : 

T ^~2S- 
g sin  ct  * 

ein  Satz,  der  sich  geometrisch  so  deutet:  alle  Sehnen  eines  Kreises, 
die  im  tiefsten  oder  höchsten  Punkte  desselben  Zusammen- 
treffen, werden  in  der  gleichen  Zeit  durchfallen.  Diese  Zeit 
ist  ersichtlich  dieselbe,  die  zum  freien  Falle  über  den  verticalen  Durch- 
messer gebraucht  wird. 

Von  Formel  (62)  machen  wir  eine  Anwendung  auf  den  Fall  mit 
der  Anfangsgeschwindigkeit  Null  auf  der  Oycloide;  die  Formel  lautet, 
wenn  V0  = 0 gesetzt,  also  der  Fall  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  be- 
trachtet wird: 


Hierbei  ist  die  Wurzel  im  Zähler  der  reciproke  cosinus  des  Win- 
kels a zwischen  ds  und  der  F-Axe.  Betrachten  wir  nun  die  Cycloide 


Digitized  by  Google 


§ 9.  Bedingte  Bewegung;  feste  oder  bewegte  Oberflächen  etc. 


63 


als  durch  das  Rollen  eines  Kreises  vom  Radius  R unterhalb  der 
horizontalen  X-Axe  entstanden,  und  ist  p in  Fig.  8 der  die  Curve 
markirende  Punkt,  so  steht  das  Curvenelement  in  y normal  zu  der 
Sehne  nach  der  Berührungsstelle  pq  und  fallt  in  die  Richtung  der 
Sehne  pr;  der  Winkel  a ist  also  identisch  mit  dem  in  der  Figur  bei  p 
und  r mit  a bezeichnten  und  demgemäss: 

pr  2 R — y 
COS  ci  = — — = — — — , 

2 R 

woraus  folgt: 

i / 

cos  a = 1/ 


pr 


2R-  y 
2 R 


Sonach  wird  die  Gleichung  (62): 

, /#  c dy 

V 9JV(2R  - y)(y 


— — 0-  ~t~  t. 


Vo) 

und  y bleibt  immer  zwischen  y0  und  2 R. 
Setzt  man  hier: 

2R  + y0 


V = V + 
so  erhält  man: 


also  dy  = dp, 


dy 


, - j/|  ,„l,  („flj  -C,±l, 


oder  nach  Wiedereinführung  von  y: 

/I arcsin  = a±L 

Beginnt  die  Bewegung  zur  Zeit  t = 0 auf  der  Höhe  y0 , so  be- 
stimmt sich  die  (konstante  und  wir  haben: 


arcsin 


(2  y -2  R - y0\ 
1 2R-y0  ) 


= t. 


Die  Dauer  einer  halben  einfachen  Schwingung  Tj2  ist  die  Zeit, 
die  bis  zum  Erreichen  der  Tiefe  2 R vergeht;  demgemäss  findet  sich 
die  Dauer  der  einfachen  Schwingung: 

r=2”l/|- 

also  unabhängig  von  der  Ausgangsstelle  oder  von  der 
Schwingungsweite.  Die  Schwingungen  auf  der  Cycloide  sind 
tautochron. 

Durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  kann  man  zeigen,  dass 
der  Krümmungsradius  q der  Cycloide  in  ihrem  tiefsten  Punkte  gleich  dem 
vierfachen  Radius  des  erzeugenden  Kreises  ist.  Man  erhält  so  auch: 


T = 
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Diese  Formel  giebt  zugleich  die  Schwingungsdauer  auf  einer  Kreis- 
linie vom  Radius  o oder  die  eines  Fadenpendels  von  der  Länge  p bei 
unendlich  kleiner  Amplitude;  denn  auf  unendlich  kleinem  Bogen  fällt 
der  Krümmungskreis  mit  der  Cycloide  zusammen.  Auf  den  Werth 
der  Schwingungsdauer  bei  endlichen  Amplituden  gehen  wir  später  ein. 

2.  Als  Beispiel  für  die  Bewegung  auf  einer  ruhenden  Oberfläche 
nehmen  wir  das  sphärische  Pendel  vor,  d.  h.  die  Oscillation  eines 
schweren  Punktes  in  einer  festen  Kugelfläche. 

Legen  wir  die  Z- Axe  positiv  nach  unten,  das  Kugelcentrum  in 
den  Nullpunkt  und  bezeichnen  den  Radius  der  Kugel  mit  R , so  lauten 
die  Gleichungen  (58)  in  unserem  Falle: 


m 


d*x 

dV 

d'y 


= -N 

n 


171  dt* 


R 

— N 
R 1 ’ 


» i 


(63) 


d*x  x Ar  . 
m ~ = ~R  A + m9' 


dt 3 


R'  — x'  + y"  + 


Aus  letzterer  Gleichung  folgt  auch: 

0 = x dx  + y d y + x dz 

und  demgemäss  bilden  wir  eine  erste  von  N freie  Combination,  indem  wir 
die  Gleichungen  (63)  mit  ( dxjdt ) dt  = dx,  (dy/dt)  dt  = dy,  [dzjdt)  dt  = dx 
multipliciren  und  addiren;  dies  liefert  uns  den  ersten  p.  23  angegebenen 
Satz  in  der  Form:  Jd(F4)  = gdx,  also  nach  der  Integration: 

v * 

~2~  = 9*  + Ct. 


Eine  zweite  von  N freie  Combination  erhalten  wir,  indem  wir  die 
erste  Gleichung  (63)  mit  y,  die  zweite  mit  x multipliciren  und  sub- 
trahiren;  dann  folgt: 


d"-y  d*x  n 

xW-ydi'=0’ 


also  nach  der  Integration: 


dy 


dx 


xTt-y  dt 


Dies  sind  die  zwei  ersten  Integrale,  die  mit 

+ if  + xi  = R* 

zusammen  den  Ort  des  Punktes  als  Function  der  Zeit  bestimmen. 
Wir  genügen  der  dritten  Gleichung  identisch  und  reduciren  die  An- 
zahl der  Unbekannten  von  drei  auf  zwei,  indem  wir  Polarcoordinaten 
einführen  und  setzen: 

x — R sin  & cos  <p,  y — R sin  ft  sin  (p , x = R cos  ft, 
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worin  nun  fr  das  Complement  der  geographischen  Breite,  y die  gegen 
die  XZ~ Ebene  gerechnete  geographische  Länge  bezeichnet;  letztere  ist 
positiv  gedacht  in  der  Richtung  von  Ost  über  Süd  nach  West. 

Es  folgt: 

— = R fcos  fr  cos  y -fö  — sin  fr  sin  y , 


= R ^cos  fr  sin  (f/djtJr  sin  fr  cosy  ~ 


dy 
dt 

dx  r>  • q.  d 9 

Ti-  -Rsmifdi 


Das  Einsetzen  in  die  beiden  ersten  Integrale  liefert: 

R 1 [ fd&V  , . 

i S +sm 


= g R cos  fr  + C\, 


R-  sin5  fr  ^ = C;. 
dt 

Nun  wollen  wir  diese  ersten  Integra tionsconstanten  bestimmen, 
indem  wir  festsetzen,  dass  zur  Zeit  t = 0 

9-°>  3?  = °-  S7  = w 

ist,  d.  h.  also  dass  das  sphärische  Pendel  in  der  .AZ-Ebene  in  der  An- 
fangsamplitude fr0  mit  der  horizontalen  Geschwindigkeit  Rai  sin  fr0  sich 
selbst  überlassen  wird.  Hiernach  wird  gelten: 


R 


(§?)’+ “’*  (£)’  - sin' 


CO ‘ 


= 2g  (cos  fr  — cos  frn), 


sin1  fr  = co  sin*  fr0. 
dt 


(63') 


Eliminirt  man  mittelst  der  letzten  Gleichung  dyfdt  aus  der  ersten,  so 
nimmt  diese  die  Form  an: 

+ co 1 (sin1  frn  — sin*  fr)  = 2-ß  (cos  fr  — cos  fr0), 

oder  auch 

~dt ) = ? ( jf  Slir  ^ ~ f°  Sin  (cos  + C0S  j * (63  ) 

Diese  Formel  zeigt,  dass  dfr/dt  bei  einer  und  derselben  Bewegung 
nur  von  der  Amplitude  fr  abhängt  und  auf  drei  Weisen  verschwindet; 
erstens  gemäss  den  Anfangsbedingungen  für  fr  = fr0,  aber  ausserdem 
auch  für  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

^ (1  — cos1  fr)  = ar  sin1  fr0  (cos  »V-  + cos  frn),  (63'") 

die  wir  mit  fr,  und  fr,  bezeichnen  wollen.  Daher  schreibt  sich  also: 


(^7)  “ ^ ~ cos  ^o)  (cos  fr'  — cos  #»)  (cos  fr,  — cos  fr). 


'd&\ 
dt) 

Voigt,  Elem.  Mechanik. 
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Nimmt  man  «*/?/ 2g  als  eine  neben  1 kleine  Grösse  an,  so  erkennt 
man,  dass  die  eine  Wurzel  für  cos  »7-  nahe  bei  +1,  die  andere  nahe  bei 
— 1 liegt,  und  zwar  die  erstere  kleiner  als  +1,  die  letztere  kleiner 
als  — 1 ist;  es  entspricht  also  nur  ersterer  (‘in  reeller  Werth  von  & 
und  wir  erhalten  das  Resultat,  dass,  weil  (dfr/dt)3  positiv  sein  muss,  & 
stets  zwischen  den  zwei  Grenzwerthen  &0  und  hin  und  her  oscilliren 
muss;  i%  bezeichnet  dabei  den  dritten  nicht  reellen  Wurzel werth, 
dessen  cosinus  kleiner  als  — 1 ist. 

Wir  erhalten  weiter: 


dt 


rfc  sin  9 d 9 


|/(cos  9 — cos  90)  (cos  9t  — cos  9)  (cos  9 — cos  9t) 


(64) 


also  den  Zusammenhang  zwischen  & und  t durch  ein  elliptisches 
Integral  gegeben.  Ersetzt  man  hierin  dt  gemäss  (63')  durch  seinen 
Werth  sin*  &d(p/(o  sin*  &0,  so  bestimmt  sich  auch  der  Zusammenhang 
zwischen  & und  <p;  es  ergiebt  sich: 

dw  = ± ®l/? . , (64-) 

V ^ 9 sin  »9  y (cos  «9  — cos  tf  0)  (cos  9t  — cos  9)  (cos  «9  — cos  9t) 


worin  nach  (63"')  auch 


sin  i%  = 


sin  9, 

j/cos  90  + cos  «9, 


ist. 


Das  doppelte  Vorzeichen  bestimmt  sich  durch  den  Anfangszustand, 
ist  dort  nämlich  positiv  oder  negativ  zu  wählen,  jenachdem  grösser 
oder  kleiner  als  &0  ist,  »7-  also  anfangs  wächst  oder  abnimmt  Das  so 
gewonnene  bleibt  bestehen  bis  zur  Erreichung  der  Amplitude  »7,,  dann 
verschwindet  die  Wurzel  und  wechselt  das  Vorzeichen;  ebenso  weiterhin. 

Wir  lassen  nun  eine  angenährte  Rechnung  eintreten,  indem  wir 
festsetzen,  dass  in  Bezug  auf  »7-0  und  »7-,  Glieder  vierter  Ordnung 
gegen  1 vernachlässigt  werden  sollen.  Berechnet  man  demgemäss  die 
Wurzeln  von  (63'"),  so  erhält  man: 

cos  «71,  = 1 — sin*  r70,  cos  = — 1 . 


Sonach  wird  cos  & — cos  ?7-,  = 2 — (1  — cos  »7-),  wo  das  zweite  Glied 
zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  das  erste  ist;  die  Entwickelung  der 
Gleichung  (64)  innerhalb  der  angegebenen  Genauigkeitsgrenze  giebt  das 
Resultat: 


dt  sin  .9  d .9 

y ( cos  9 — cos  90)  (cos  — cos  9) 


cos 


-)• 
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Setzt  man  hierin: 

u , cos  fr0  4-  cos  fr.  ■, 

cos  & = £ H ' , also 

so  lautet  das  Integral: 


sin  &dü-  = 


t + C\  = + ^ 


I , /£  / ^10 

® 1 9 j / (cos  .4,  — cos  fr0\*  \ 


10  — COS  frt  — COS  ö-0 


1 v . /2  cos  ö — cos  i40  — cos  «4,\ 

16  \ g f * o;  \ cos  .4,  - cos  «*>0  ) 

— ]/(cos  i9-,  — cos  &oy  — (2  cos  & — cos  &0  — cos 

Dies  bestimmt  für  jede  Amplitude  »7  die  entsprechende  Zeit  Als 
Schwingungsdauer  T (Dauer  einer  einfachen  Schwingung)  wollen  wir 
die  Zeit  bezeichnen,  die  vom  Verlassen  der  Amplitude  i70  bis  zum 
ersten  Wiedererreichen  derselben  verläuft;  es  ist  also  7’/2,  wie  man 
leicht  erkennt,  die  Zeit  bis  zur  Erreichung  der  Amplitude  &t;  nimmt 
man  den  obigen  Ausdruck  zwischen  den  beiden  Grenzen  &0  und  i7„ 
so  findet  sich: 

T=^|/^.(l+l(sm-f + Sin*|))-  (65) 

Für  unendlich  kleine  Amplituden  fällt  die  Formel  mit  der  p.  63 
für  das  ebene  Pendel  gegebenen  zusammen. 

In  derselben  Annäherung  soll  nun  auch  die  Abhängigkeit  zwischen 
xb  und  (p  bestimmt  werden.  Die  Formel  (64')  giebt  hier  zunächst: 

j ^ ^ sin  fr0  sin  fr{  sin  fr  d fr 

(cos  fr0  + cos  .*>,)  (1  — COS  fr)  Y(  1 + COS  {>y  (cos  fr  — COS  1>0)  (cos  frt  — cos  #j 

und  durch  Entwickelung: 


dcp  = ± 


sin  »*>„  sin  fr, 


sin  fr  dfr 


2 ]/2  (cos  fr0  + cos  1 9 ,)  ( 1 — cos  fr)  ]/( cos  fr  — cos  «9-0)  (cos  fr,  — cos  fr) 

Setzt  man  wieder  ein: 

cos  # = f + — a"  + cos  *■ 

so  erhält  man: 


(1  -f  ^-(1— cos#)). 


2 


v + c;  = =f 


sin  fr0  sin  fr, 


dZ 


2]/ 2 (cos  fr0  + cos  fr,) | j ^2  — cos  fr,  — cos  f>0  cos  <4,  — cos  ^ 

l 


dZ 


J |/(— s-— )'-  rj 


Digitized  by  Google 


68 


Mechanik  materieller  Punkte. 


<p  + Ct'  = - F 


Die  Ausführung  der  Integration  ergiebt: 

sin  sin  j — 2 •m-tuno’!  /G  ~ eos  ^ tcos  ” 

2f/2(cos#0  4-  cos#,)  l ]/(l  - cos  #,,)  (1  - cos  #,)  V (1  — cos  «#, ) (cos  # — 


3 • (2  cos  # — cos  #0  — cos  «#,\  | 

4-  — arcsin  — -0-- \ 

4 \ cos  #,  — cos  #0  / J 


Wir  bestimmen  den  Zuwachs,  den  <jr  erleidet,  während  >7  von  fr0 
bis  &x  geht;  er  ist  identisch  mit  demjenigen,  der  stattfindet,  während  »9 
von  »7-,  wieder  nach  t7-0  gelangt  Wir  nennen  ihn  0/2;  dann  ergiebt  sich: 


0 = ^ : 


(y  ^ 

2 n cos  — cos  — 
2 2 


1 + _ sin  -2“  sin  f 


['2  (cos  #0  + cos  #,) 

Dies  ist  aber  innerhalb  der  angegebenen  Genauigkeitsgrenze 


identisch  mit 


0=  +rc(l  + § sin  f sin  |) 


(65) 


Nach  dieser  Formel  erreicht  der  Massenpunkt  die  ursprüngliche 
Amplitude  »7U  nicht  an  der  dem  Ausgangsort  diametral  gegenüber- 
liegenden Stelle,  sondern  beschreibt  auf  diesem  Wege  um  den  tiefsten 


um  ihr  Centrum  dreht.  Die  Drehung  verschwindet  nur  dann,  wenn 
eine  der  Grenzamplituden  »7-0  oder  *9-,  gleich  Null  ist;  und  dies  findet 


- cos  9 
cos#. 
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statt,  wenn  die  Bewegung  aus  der  Amplitude  #0  ohne  seitliche  An- 
fangsgeschwindigkeit beginnt,  also  co  gleich  Null  ist. 

Die  hier  gefundene  Erscheinung  hat  ein  gewisses  practisches 
Interesse.  Wir  werden  am  Ende  dieses  Abschnittes  die  Theorie  des 
sogenannten  Foucault’schen  Pendelversuches  geben,  bei  welchem  in 
Folge  der  Rotation  der  Erde  die  Schwingungsebene  eines  ebenen 
Pendels  sich  mit  der  Zeit  scheinbar  ändert.  Wir  sehen  aber,  dass  auch 
auf  ruhender  Erde  eine  ähnliche  Drehung  stets  dann  eintreten  würde, 
wenn  das  Pendel  nicht  genau  ebene  Schwingungen  ausführt.  Beträgt 
z.  B.  die  Amplitude  fr0  = 5°  und  findet  eine  seitliche  Abweichung 
==  1 0 statt,  so  dreht  sich  die  Schwingungscurve  schon  während 
10  Doppelschwingungen  um  nahe  2 Grad.  Ist  auch  eine  so  bedeutende 
Abweichung  in  der  Wirklichkeit  beim  Foucault’schen  Versuch  leicht 
zu  vermeiden,  so  bildet  doch  der  besprochene  Umstand  bei  jenen 
Beobachtungen,  die  ein  stunden- 
langes Schwingen  des  Pendels 
benutzen , eine  sehr  wichtige 
Fehlerquelle. 

3.  Um  einen  einfachen  Fall 
für  die  Bewegung  auf  be- 
wegter starrer  Bahn  in  der 
Ebene  zu  behandeln,  nehmen 
wir  an,  eine  starre  Linie  rotire 
mit  gleichförmiger  Geschwindig- 
keit um  einen  ihrer  Punkte  und 
auf  ihr  gleite  ein  schwerer 
Massenpunkt. 

Der  Drehpunkt  sei  der 

Coordinatenanfang,  der  Winkel  der  Geraden  gegen  die  AC-Axe  xfj  = xt. 
Dann  lauten  die  Gleichungen  (60'),  falls  kurz  Njm  = n gesetzt  wird: 

57*  = - « sin  V',  = - 9 + « oos  y,  (ß6) 

y cos  xp  = x sin  xp,  xp  — xt. 

Integrable  Combinationen  zu  finden  beachten  wir,  dass  aus 

r = x cos  xj)  -\-  y sin  x p 
in  Verbindung  mit  der  Gleichung  der  Geraden 

()  = o*  sin  xp  — y cos  xp 


dr  dx  du 

dT  = dTcosV+ä fsln^ 


dx 


folgt: 

dy 


0 = sin  xp  — -ff  cos  xp  + xr , 


dt 


dt  r d'x  , d-y  . , . d*x  . d*y  , n dr 

dr  = dF008^  + W sm V + *'r>  0 = 577 sln y ~ 57*  cos^+2*57' 
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Hiernach  erhält  man  durch  die  Factoren  cos  y,  sin  y und  sin  y, 
— cos  y folgende  Combinationen: 

# dt* 

= x'r  — g sin  xt,  —2 x-^  = — n + g cos  xt , (66') 

die  erste  zur  Bestimmung  von  r,  die  zweite  von  n.  Die  erste  Glei- 
chung hat  eine  einfache  Bedeutung;  sie  giebt  die  Beschleunigung  in 
der  Bahn  gleich  der  Tangentialcomponente  der  Schwerebeschleunigung, 
plus  der  Centrifugalbeschleunigung;  dies  stimmt  überein  mit  den  p.  51 
abgeleiteten  Resultaten. 

Differcntiirt  man  die  erste  Formel  zweimal  nach  t und  addirt  zum 
Resultat  dieselbe  mit  x 4 multiplicirte  Gleichung,  so  gelangt  man  zu: 

JF  = *'r-  (6«") 

Setzt  man  hierin  r — e.qt,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  q 
die  Gleichung: 

q*  - x‘  = 0,  d.  h.  {q1  - x ) {q'  + *5)  = 0 

und  demgemäss  vier  Wurzeln  ±x,  + x\!—\.  Hiernach  ist  die  allge- 
meine Lösung  der  Gleichung  (66"): 

r — aexl  -j-  be~x>  -f-  c cos  xt  + d sin  xt. 

Ein  specieller  Werth  hiervon  genügt  auch  unserer  eigentlichen 
Gleichung  (66^),  durch  Einsetzen  der  allgemeinen  Lösung  bestimmt 
sich  nämlich  c = 0,  d — gj2x"\  hiernach  wird  die  vollständige  — zwei 
Constanten  enthaltende  — Lösung  unseres  Problemes: 

r — ac*'  + be -f  — sin  xt.  (67) 

u X 

Der  Werth  von  n folgt  durch  Einfügen  dieses  Resultates  in  (60'n): 

n — 2 g cos  xt  -}-  2 x'!{aext  — be~xt); 
er  hat  geringeres  Interesse. 

Der  einfachste  Fall  der  im  Vorstehenden  erhaltenen  Bewegung 
ist  der,  dass  in  Folge  der  Anfangsbedingungen  a und  b verschwindet. 
Dies  kann  dadurch  erreicht  werden,  dass  dem  Massenpunkt  zur  Zeit 
t = 0,  wo  die  starre  Linie  horizontal  lag,  im  Drehpunkt  die  positive 
Geschwindigkeit  g/2x  ertheilt  wird,  oder  dass  er  zur  Zeit  t—  ±7i/2x , 
wo  die  starre  Linie  vertical  steht,  in  der  Entfernung  ±gj 2x!  aus  der 
Ruhe  seine  Bewegung  beginnt.  Er  beschreibt  dann  eine  Bahn,  deren 
Gleichung  sogleich  in  Polarcoordinaten  gegeben  ist  durch 

9 sin  V' 

~ 2x*  J 

d.  h.  einen  Kreis  vom  Durchmesser  gl 2x\  der  von  der  F-Axe  halbirt 
wird  und  die  X-Axe  von  oben  tangirt.  Der  Druck  N=n.m , den  in 
diesem  Falle  die  Bahn  ausübt,  ist  gleich  2ingw$xt,  d.  h.  der  doppelten 
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Normalcomponente  des  Gewichtes  des  Punktes,  — ein  Maximum  im 
Drehpunkt,  Null  hei  der  grössten  Elongation. 

Ist  durch  die  Anfangsbedingungen  nur  a zum  Verschwinden  ge- 
bracht, so  nähert  sich  die  Bewegung  immer  mehr  jener  Kreisform 
und  geht  nach  unendlich  langer  Zeit  in  dieselbe  über;  ist  nur  b gleich 
Null,  so  entfernt  sie  sich  je  mehr  und  mehr  davon;  die  bezüglichen 
beiden  Bahnen  haben  übereinstimmend  spiraligen  Character,  werden 
aber  in  entgegengesetzter  Richtung  — das  eine  Mal  von  aussen,  das 
andere  von  innen  her  — durchlaufen. 

Ist  a und  b von  Null  verschieden,  so  nähert  sich  die  spiralige  Bahn 
von  Unendlich  her  dem  Kreise  und  entfernt  sich  wieder  in’s  Unendliche. 

4.  Ein  in  mehrfacher  Hinsicht  interessantes  Beispiel  für  die  Be- 
wegung auf  einer  ihrerseits  bewegten  starren  Oberfläche  bietet  das  Fou- 
cault’sche  Pendel,  d.  h.  die  Oscillation  eines  schweren  Punktes  in  einer 
mit  der  Erde  rotirenden  Kugelschaale.  Wir  behandeln  das  Problem 
unter  der  Voraussetzung  so  kleiner  Amplituden,  dass  deren  Quadrat 
neben  der  Einheit  vernachlässigt  werden  kann. 

Die  Grundgleichungen  dieses  Problemes  folgen  aus  dem  System 
(54'),  wenn  man  darin  die  Kraftcomponenten  £,  H,  Z parallel  dem 
mit  der  Beobachtungsstelle  rotirenden  Coordinatensystem  zerlegt  in 
den  von  der  Schwere  und  den  vom  Widerstand  der  Kugelschaale  her- 
rührenden  Theil. 

Wir  erhalten  so,  falls  wieder  N/m  = n gesetzt  wird,  bei  Beschrän- 
kung auf  gegen  den  Erdradius  kleine  Werthe  der  Coordinaten  f,  £: 

~ = 4-  n + Rx*  cos  xp  sin  xi>  -f-  2x  ^ sin  xp, 

tf  t Jj  ti  V 

57?  = in  ~ 2*d*sin  V - 2*^cos  ./s  (68) 

fjJ:  — 1L  n _ go  _|_  Jix*  cos4  xp  + 2x  ^ cos  xp, 


+ rf  + i?4  = L*. 

Beschränken  wir  uns  auf  gegen  L sehr  kleine  Elongationen,  so 
ist  £ von  L nur  um  eine  Grösse  zweiter  Ordnung  verschieden.  Dem- 
gemäss liefert  die  letzte  Bewegungsgleichung: 


n = g0  — Rx1  cos *xp  — 2x  ^ cos  xp, 


und  durch  Einsetzen  dieses  Werthes  in  die  beiden  ersten,  bei  Be- 
schränkung auf  die  erste  Potenz  der  Amplituden,  d.  h.  der  | und  xj: 

£ *.  i 

= Rx'  cos  xp  sin  xp  — (yu  — 7?*4  cos*  i/')  -j-  + sin  xp, 

,,  (68') 

^7?  = - (&>  - Rx1  cos4  xp)  j-  - 2x  ^ sin  xp. 
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Ruhe  findet  nicht  statt  im  Punkte  £ = ij  = 0,  sondern  in: 

. LR*'  cos  V'  sin  V'  

* g„  — R*"  cos*  xi<  7 ^ ’ 

denn  das  Loth  wird  in  Folge  der  Rotation  nach  Süden  hin  abgelenkt 
(vergl.  hierzu  p.  53).  Verschiebt  man  das  Coordinatensystem  um  diesen 
Betrag  und  setzt  noch  kurz: 

x sin  = x , g0  — 7?  x1  cos*’  = <j, 
so  gelangt  man  zu  folgender  Form  der  Bewegungsgleichungen: 


d'i 


, drj 


d ! 


, di 


dr—'T  + **%>  <68"> 

Hieraus  erhält  man  zwei  integrable  Combinationen  durch  die 
Faetoren  (dg/dt) dt  = df,  (dri/dt)dt  = dij  und  —i /,  sie  lauten: 

/d*$  d£  d9tj  dtj\  , g ....  , , 

(df*  d*  + d/*  df)  rf,V)> 

I fj?  - « jjr  = - 2*'  (I  <<l  + »/<<>))• 

Durch  Integration  ergiebt  sich: 

(£)’  + (£)’  = c - r<?  + 

-CW  «■  + *). 

Führt  man  hier  ein: 

£ = r cos  cp,  r}  = r sin  cp,  also 


dr  .dtp 

Tt  cos  9 ~ r smrP  dt’ 


di 
dt 

di]  dr  . , dg> 

Tt  “ Tt  Sln  7 + r «<*  V ,« 


so  folgt: 


/dr\*  (dq> V (,  g'r 

(dt)  +r(di)  =C~  L ’ 


^^7  = <?' 
dt 


x r. 


Setzt  man  in  diese  Gleichungen: 


so  lauten  dieselben: 


(p  X t — <P, 


(69) 


(69') 


, dtf  ,v 
T dt  ~ L ’ 

und  wenn  man  sie  mit  den  Faetoren  1,  2x  zusammenfasst,  ergiebt  sich: 


(£)' 


+ 1* 


[#  + *• 


0 + 2x<7- 
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C -f-  2 x C'  ist  eine  Constante,  die  in  C"  abgekürzt  werden  mag, 
x*  ist  in  Wirklichkeit  immer  so  klein  gegen  g'/L,  dass  es  daneben 
vernachlässigt  werden  kann;  demgemäss  erhält  man  die  beiden  ersten 
Integrale  in  der  Gestalt: 


Sie  enthalten  x und  damit  die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde  gar 
nicht  mehr  explicite,  sind  also  der  Form  nach  identisch  mit  denjenigen 
Gleichungen,  welche  sehr  kleine  Schwingungen  in  einer  ruhenden 
Kugelschaale  bestimmen;  nur  steht  H>  = (p-\-xt  an  Stelle  des  in  jenem 
Falle  auftretenden  cp  und  g an  Stelle  von  g„,  d.  h.  auf  rotirender  Erde 
ist  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft,  durch  die  Centrifugalkraft  ver- 
mindert und  es  folgt  cp  + xt  demselben  Gesetz,  wie  auf  ruhender  <p . 

Da  der  Einfluss  der  Centrifugalkraft  auf  die  Grösse  der  Beschleu- 
nigung die  Erscheinung  nur  quantitativ,  und  zwar  nicht  bedeutend 
verändert,  so  ist  die  auf  rotirender  Erde  wahrnehmbare  Bewegung  im 
Wesentlichen  zusammengesetzt  aus  der  auf  ruhender  zu  beobachtenden 
und  einer  gleichförmigen  Drehung  der  Kugelschaale  mit  dem  darauf 
laufenden  Massenpunkte  um  die  Z-Axe  mit  der  Geschwindigkeit 

— x = — x sin  yj. 

In  dem  speciellen  Falle,  dass  C'  — 0 ist,  sind  die  Schwingungen 
als  ebene  mit  rotirender  Pendelebene  anzusehen;  denn  aus  d^jdt  — 0 
folgt  dcp/dt  = — x . Da  die  Bedingungen  des  Problems  am  vollstän- 
digsten bei  den  sogenannten  Fadenpendeln  experimentell  erreicht  sind, 
so  erhalten  wir  hierdurch  den  durch  Beobachtungen  von  Foucault  be- 
stätigten Satz: 

Die  Schwingungsebene  eines  auf  der  Erde  schwingenden 
Fadenpendels  dreht  sich  scheinbar  mit  einer  constanten  Ge- 
schwindigkeit, welche  gleich  ist  derjenigen  der  Erdrotation 
multiplicirt  mit  dem  Sinus  der  geographischen  Breite  des 
Beobachtungsortes.  Die  Richtung  dieser  Drehung  ist  auf 
der  nördlichen  Halbkugel  eine  negative,  nämlich  von  Ost 
über  Süd  nach  West  gerichtet,  auf  der  südlichen  Halbkugel 
die  umgekehrte. 

Wir  schliessen  den  Abschnitt  mit  einer  Bemerkung  über  das 
Gleichgewicht  eines  Massenpunktes  auf  einer  festen  Oberfläche  oder 
Curve. 

Die  Beschleunigung  in  der  Bahn  verschwindet  und  damit  wird 
ein  Verharren  im  Gleichgewicht  möglich,  wenn  die  äusseren  Kräfte 
eine  Resultante  normal  zur  Oberfläche  oder  zur  Curve  geben. 

Daher  ist  für  einen  Punkt  auf  einer  festen  Oberfläche 

<p  y,  ~)  = o 
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die  Gleichgewichtsbedingung : 

X : Y:  Z — cos  (n,  x) : cos  (n,  y) : cos  ( n , *) 

oder: 

— — • — • (71) 
, JL  » t-J  “*  ♦ *\  • r 

o:c  o*/  dfc 

Für  eine  feste  Curve,  deren  Linienelement  ds  die  Projectionen  dx , 
dy,  dz  hat,  muss  gelten: 

P = + Y p-  + Z-t-  = (71') 

ds  ds  ds  7 ' ' 

d.  h.  die  Tangentialcomponente  P der  äusseren  Kraft  muss  verschwinden. 

Verschiebt  man  den  Massenpunkt  unendlich  wenig  aus  der  Position, 
für  welche  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  gewinnt  die  Tangential- 
componente einen  von  Null  verschiedenen  Werth.  Das  Gleichgewicht 
ist  stabil  oder  labil,  je  nachdem  diese  Componente  den  Punkt 
nach  der  Gleichgewichtslage  zurückführt  oder  ihn  noch  weiter  davon 
entfernt;  es  ist  indifferent,  wenn  dieselbe  verschwindet. 

§ 10.  Gleitende  Reibung,  Luftwiderstand. 

Wir  haben  uns  im  vorigen  Abschnitt  mit  den  Reactionskräften 
fester  Oberflächen  und  Curven  beschäftigt,  welche  das  Eigenthümliche 
haben,  dass  ihre  Richtung  zwar  durch  die  Gestalt  der  Oberfläche  oder 
Curve  mehr  oder  weniger  vollständig  gegeben,  ihre  Grösse  aber  ab- 
hängig ist  von  der  Masse  und  der  Geschwindigkeit  des  bewegten 
Massenpunktes,  sowie  von  der  Lage  und  Grösse  der  übrigen  auf  ihn 
wirkenden  Kräfte.  Wir  können  dies  auch  kürzer  so  aussprechen:  die 
Grösse  dieser  Reactionskräfte  ändert  sich  mit  ihrer  Inanspruchnahme 
und  kann,  je  nachdem  dieselbe  wächst,  jeden  Werth  zwischen  + oo 
und  — oo  annehmen. 

In  mancher  Hinsicht  parallel  geht  diesen  Reactionskräften  die 
gleitende  Reibung,  die  bei  jeder  Bewegung  auf  einer  materiellen 
Bahn  in  Wirklichkeit  eintritt.  Auf  Grund  der  Beobachtungen  legen 
wir  ihr  folgende  Eigenschaften  bei: 

Die  gleitende  Reibung  ist  eine  Kraft,  deren  Richtung 
jederzeit  entgegengesetzt  ist  der  wirklich  stattfindenden  oder 
aber  nur  erstrebten  Bewegung,  diese  Richtung  relativ  zur 
Bahn  gerechnet.  Unter  erstrebter  Bewegung  verstehen  wir  dabei, 
wenn  in  Folge  der  Reibung  Gleichgewicht  eintritt,  diejenige,  die  ohne 
Wirkung  der  Reibung  stattfinden  würde. 

Ihre  Grösse  ändert  sich  mit  der  Inanspruchnahme,  kann 
aber  einen  gewissen  Maximalwerth  nicht  übersteigen.  Dieser 
Maximal werth  bestimmt  sich  der  absoluten  Grösse  nach  durch  das 
Product  des  Normaldrucks  N,  welchen  die  Bahn  seitens  des  Punktes 
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erleidet  (oder  gegen  ihn  ausübt),  in  einen  von  der  Substanz  des  Punktes 
und  der  Bahn  abhängigen  Factor  v,  den  man  den  Reibungscoöfficienten 
für  die  beiden  in  Berührung  stehenden  Substanzen  nennt. 

Wir  können  daher  allgemein  die  Grösse  Pr  der  Reibungskraft  setzen, 
indem  wir  sie  positiv  parallel  der  Richtung  von  -f-  s rechnen : 

Pr  = nN,  (72) 

wobei  — v ^ n ^ + v sein , d.  h.  also  der  Factor  n zwischen  dem 
positiven  und  negativen  Werth  des  Reibungscoöfficienten  liegen  muss. 

Befindet  sich  ein  Massenpunkt  auf  einer  festen  Curve  in  Ruhe 
und  geben  die  äusseren  Kräfte  keine  Componenten  parallel  der  Bahn, 
so  ist  auch  die  Reibung  gleich  Null,  denn  es  fehlt  die  Tendenz  zur 
Bewegung  und  daher  die  Inanspruchnahme  der  Reibung.  Geben  die 
äusseren  Kräfte  aber  eine  Tangentialcomponente,  so  ist  die  Tendenz 
zur  Bewegung  und  demgemäss  die  Widerstand  leistende  Reibungskraft 
da  und  es  fragt  sich  nun,  bis  zu  welchem  Grade  die  letztere  in  An- 
spruch genommen  ist.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  für  einen 
Punkt  auf  einer  festen  Bahn  ist,  dass  die  Tangentialcomponenten  aller 
wirkenden  Kräfte  sich  zerstören,  es  muss  also,  wenn  J£Ph  sich  auf  die 
äusseren  Kräfte  bezieht,  die  Beziehung  gelten: 

2Ph  + Pr  = 0. 

Ist  diese  Gleichung  durch  ein  Pr  zu  befriedigen,  welches  kleiner 
ist,  als  der  besprochene  Grenz werth,  so  findet  Gleichgewicht  statt  und 

Pr  = - 2 Ph 

giebt  dann  sogleich  die  Grösse  an,  bis  zu  welcher  die  Reibung  in  An- 
spruch genommen  ist. 

Verlangt  diese  Gleichung  aber  ein  grösseres  Pr,  als  der  ange- 
gebene Grenzwerth  ist,  so  kann  Gleichgewicht  nicht  bestehen;  sowie 
der  Grenzwerth  von  Pr  überschritten  wird,  beginnt  die  Bewegung;  die 
Reibung  wirkt  ihr  in  voller  Stärke  dauernd  entgegen  bis  zum  Moment 
der  Ruhe,  in  welchem  wieder  ein  kleinerer  Werth  eintreten  kann. 

Dies  wird  recht  deutlich  werden  an  dem  einfachen  Beispiel  der 
Bewegung  und  Ruhe  auf  einer  reibenden  schiefen  Ebene  vom  Neigungs- 
winkel a gegen  die  Horizontale. 

Wirkt  die  Schwere  allein,  so  ist,  falls  wir  s abwärts  positiv  zählen: 
2Ph  + Pr  = mg  (sin  u + n cos  a)\ 

Gleichgewicht  kann  bestehen  bleiben,  wenn 

tg  a = — n 

auf  einen  Werth  n führt,  der  zwischen  — v und  -f-  v fällt  Man  er- 
kennt, dass  ganz  unabhängig  von  der  Masse  des  Punktes  und  der 
Grösse  von  g an  der  Beobachtungsstelle  Gleichgewicht  stattfinden  wird, 
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so  lange  der  Neigungswinkel  u unter  einem  Grenzwerth  (>  bleibt,  den 
man  den  Reibungswinkel  nennt  und  der  detinirt  ist  durch  die  Beziehung: 

tg  q = v\  (72') 

für  grössere  Neigungswinkel  ist  Gleichgewicht  unmöglich  und  es  tritt 
Bewegung  von  selbst,  bei  kleineren  nur  in  Folge  einer  Anfangsgeschwin- 
digkeit ein. 

Ehe  wir  diese  Bewegung  betrachten,  wollen  wir  noch  den  Fall 
behandeln,  dass  ausser  der  Schwere  noch  eine  andere  Kraft  K in  einer 
Richtung,  die  den  Winkel  ß mit  der  nach  unten  positiv  gerechneten 
Normale  der  Bahn  einschliesst,  ausgeübt  wird.  Dann  ist  die  Normal- 
componente  der  äusseren  Kräfte,  falls  man  das  Gewicht  des  Punktes 
mg  = G setzt: 

JHNh  = G cos  a + K cos  ß, 
dagegen  die  Tangentialcomponente: 

2Ph  = G sin  a + K sin  ß\ 
also  wird  die  Gleichgewichtsbedingung: 

G sin  a + K sin  ß + n (G  cos  u + K cos  ß)  = ü.  (73) 


Wir  wollen  sie  verwenden  zur  Beantwortung  der  Frage:  welchen 
grössten  Werth  kann  K haben  ohne  den  Massenpunkt  in  Bewegung 
zu  setzen,  oder  auch,  was  dasselbe  ist,  welche  kleinste  Kraft 

vermag  ihn  in  Bewegung  zu 
setzen,  — sowie  der  entgegenge- 
setzten: welche  kleinste  Kraft 
vermag  den  Punkt,  der  sich 
von  selbst  bewegen  würde,  im 
Gleichgewicht  zu  halten. 

Es  sind  dann  die  beiden 
Fälle  zu  unterscheiden,  dass  die 
Bewegung  nach  unten  oder  nach 
oben  erzielt  werden  soll. 

I.  Im  ersteren  Falle  ist 
n — — v — — tg  g 
zu  setzen,  weil  der  positiven 
erstrebten  Bewegung  entgegengewirkt  werden  soll;  man  erhält  dann: 

#=  - G • 

sin  ( ß - q) 

Wir  unterscheiden  zwei  verschiedene  Fälle. 

a)  Die  Neigung  a ist  kleiner  als  der  Reibungswinkel,  daher: 


K=  + ~ *) 

«in  (ß  - q) 


(73') 


Wir  bemerken:  ist  ß = g,  d.  h.  ist  die  Kraft  K um  <}en  Reibungs- 
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winkel  gegen  die  Normale  N geneigt,  so  wird  if=oo;  in  dieser 
Richtung  ausgeübt  kann  also  keine  noch  so  grosse  Kraft  den  Punkt 
bewegen.  Das  hat  seinen  Grund  darin,  dass  mit  der  tangentialen 
Componente  von  K sich  auch  die  normale  und  dadurch  die  Reibung 
so  steigert,  dass  die  Wirkungen  sich  compensiren. 

Wächst  ß,  so  nimmt  K ab  und  erhält  den  kleinsten  Werth 
K = G sin  (p  — a)  für  ß — q - f-  rc/2,  d.  h.  in  einer  Richtung,  die  um 
den  Reibungswinkel  gegen  die  positive  Bahnrichtung  geneigt  oberhalb 
liegt.  In  dieser  Richtung  wirkt  also  die  Verminderung  des  Reibungs- 
widerstandes und  die  Vergrösserung  der  treibenden  Kraft  am  vor- 
teilhaftesten zusammen. 

Für  ß = q ■+■  n wird  K abermals  gleich  unendlich ; die  Bedeutung 
dieser  Thatsaehe  ist  dieselbe  wie  oben.  Zu  bemerken  ist  hierbei  aber, 
dass  das  Resultat  voraussetzt,  die  Bahn  übe  auch  einem  nach  oben 
gerichteten  Druck  gegenüber  ihre  Reaction,  sei  also  etwa  eine  ge- 
schlossene Röhre  innerhalb  deren  der  Punkt  gleitet 

Im  andern  Palle  verliert  das  Resultat  seine  Bedeutung,  sowie  N 
den  Werth  0 passirt,  da  dann  der  Massenpunkt  die  Bahn  überhaupt 
verlässt. 

Noch  grössere  Werthe  von  ß geben  nichts  Neues,  da  negative 
Kräfte  identisch  sind  mit  in  entgegengesetzter  Richtung  ausgeübten 
positiven. 

b)  Die  Neigung  a ist  grösser  als  der  Reibungswinkel  p,  also: 


K = 


sm  (e  - ß) 


(73") 


Der  Verlauf  ist  ganz  analog;  K nimmt  einen  grössten  Werth  00 
an  für  ß = p,  seinen  kleinsten  K = G sin  (u  — p)  für  ß = p — tt/2, 
und  steigt  wieder  bis  K = 00,  entsprechend  ß = p — n.  In  diesem 
Palle  liegt  also  die  Richtung,  in  welcher  mit  kleinster  Kraft  das  Gleich- 
gewicht eben  noch  zu  erhalten  möglich  ist,  um  den  Reibungswinkel 
gegen  die  negative  Bahnrichtung  geneigt,  aber  nach  unten. 

II.  Wir  wollen  ferner  die  Bewegung  nach  der  negativen  Seite, 
d.  h.  nach  oben,  erzielt  werden  lassen;  dann  ist  n = -f-  v = + tg  p zu 
setzen  und  wir  haben: 

• } (=  - g«j?  (»  + .??.  (73"') 

Hier  macht  es  keinen  Unterschied,  ob  «===  p ist. 

W'ir  erhalten  den  grössten  Werth  K = 00  für  ß = — p und 
ß — — p — n\  in  diesen  Richtungen  ausgeübt  ergiebt  also  keine  noch 
so  grosse  Kraft  eine  Bewegung  aufwärts.  Der  kleinste  Werth 
K — G sin  («  + p)  findet  statt  für  ß — — p — %j 2,  d.  h.  um  den 
Reibungswinkel  gegen  die  negative  Bahnrichtung  nach  oben  geneigt. 
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Parallel  der  Balm  nach  oben  gerichtet  ist  zum  Ueberwinden  der 
Reibung  erforderlich  eine  Kraft: 

£ t ( a e) 

cos  £ ’ 

abwärts  galt  ebenso,  falls  a < (>  war: 

(p  a) . 

COS  ft 

ist  die  Neigung  a — 0,  so  werden  beide  gleich: 

K = O tg  q = Gv. 

Diese  Formel  giebt  die  Theorie  einer  andern  Methode  zur  Be- 
stimmung des  Reibungscoefücienten;  v ist  nämlich  das  Yerhältniss  der 
kleinsten  Kraft,  welche  den  Massenpunkt  auf  ebener  Bahn  in  Bewegung 
zu  setzen  vermag,  zu  dem  Gewicht  desselben. 

Wir  wenden  uns  nun  vom  Falle  des  Gleichgewichts  zu  dem 
der  Bewegung  auf  reibender  schiefer  Ebene.  Die  darauf  bezügliche 
Gleichung  ist: 

Jl;=g  (sin  a + » cos  «)  = , (74) 


worin  n = ±v,  r = ± (>,  jenachdem  dsjdt  = V^i)  ist.  Es  folgt 
sogleich: 


r,  ds  n gt  sin  («  -f-  r) 
V i . i 

dt  cos  r 


Ctt 


gt 7 sin  (a  -f-  r) 
2 cos  r 


(74') 


Nehmen  wir  zunächst  die  Bewegung  abwärts,  also  r = — (>,  so 
erkennen  wir,  dass,  je  nachdem  «=§(>,  die  Bewegung  gleichförmig 
verzögert  oder  beschleunigt  ist.  Ist  so  tritt  die  Bewegung  nur 

in  Folge  einer  Anfangsgeschwindigkeit  V0  ein  und  kommt  zum  Still- 
stände, wenn  V = 0 ist,  d.  h.  zur  Zeit: 

rp  __  F0  COS  p (74”) 

g sin  (p  - a)  ' ' 

und  in  einer  Entfernung  S vom  Ausgangsort: 


5 


V*  cos  p 


2 g sin  I p — a ) 


(74"') 


Für  u — q ist  die  Beschleunigung  gleich  Null,  die  Bewegung  geht 
mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  V0  gleichförmig  weiter. 

Von  selbst  beginnt  die  Bewegung  nur,  falls  u ;>  o ist.  Wollte 
man  die  in  diesem  Falle  beobachtbaren  Erscheinungen  zur  Prüfung 
der  Fallgesetze  anwenden,  so  würde  man  zwar  eine  gleichförmige  Be- 
schleunigung erhalten,  diese  aber  durch  die  Reibung  im  Verhältniss 
sin  [u  — (>)/sin  a cos  o verkleinert  finden.  Aehnliches,  wie  hier  für  die 
gleitende  Reibung  gefunden  ist,  gilt  für  die  rollende  Reibung  einer  die 
schiefe  Ebene  hinablaufenden  Kugel,  gilt  also  auch  für  die  Galilei’schen 
Fall  versuche  auf  schiefer  Ebene. 
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Während  in  den  obigen  Fällen  die  Geschwindigkeit  durch  die 
Reibung  vermindert  wurde,  jene  also  verzögernd  wirkte,  kann,  wenn 
die  Bahn  sich  selbst  bewegt,  auch  das  Umgekehrte  stattünden. 

Denken  wir  uns  z.  B.  einen  horizontalen  Kreisring  in  Rotation  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  co  um  sein  Centrum  versetzt  und  einen  schweren 
Punkt  hineingelegt,  so  wird  auf  diesen  die  Reibung  in  der  Richtung  der 
Rotation  beschleunigend  wirken,  denn  nach  dem  oben  Gesagten 
wirkt  sie  der  relativen  Bewegung  entgegen.  Die  relative  Bewegung 
erkennen  wir,  wenn  wir  dem  ganzen  System  eine  Rotation  mit  der 
Geschwindigkeit  — co  ertheilen,  dann  ruht  der  Ring,  der  Punkt  rotirt 
in  negativer  Richtung,  die  Reibung  muss  also  in  positiver  wirken. 
Der  Druck  gegen  den  Ring  setzt  sich  zusammen  aus  den  beiden  Theilen 
Schwerkraft  und  Centrifugalkraft  und  ist,  da  die  eine  Componente 
vertical,  die  andere  horizontal  wirkt: 


Dies  allgemein  elliptische  Differential  vereinfacht  sich,  wenn  von 
der  Schwerkraft  abgesehen  werden  kann;  dann  gilt: 


Wollte  man  hier  zur  Bestimmung  der  Constanten  die  Annahme 
einführen,  dass  zur  Zeit  1 = 0 die  Geschwindigkeit  des  Punktes  gleich 
Null  ist,  so  erhielte  man  C = oo,  d.  h.  es  würde  V immer  gleich  Null 
bleiben.  Dies  ist  erklärlich,  denn  wenn  die  Geschwindigkeit  verschwin- 
det, so  fehlt  auch  die  Centrifugalkraft  und  ist  A7  und  damit  die  Rei- 
bung wie  auch  die  Beschleunigung  gleich  Null;  um  sonach  hier  eine 
Bewegung  zu  erhalten,  muss  eine  — gleichviel  wie  kleine  — Anfangs- 
geschwindigkeit V0  gegeben  sein.  Dann  ist: 

1 V t .f jfr//\ 

K ~ V ~ ~R  * ^ 

Aber  diese  Gleichung  gilt  nicht  unbegrenzt,  sondern  nur  bis  zu 
dem  Zeitmoment,  wo  die  Lineargeschwindigkeit  des  Punktes  V gleich 
ist  der  Lineargeschwindigkeit  des  Ringes  Vx  = R(o\  ist  diese  erreicht, 
so  ist  der  Punkt  in  relativer  Ruhe  zum  Ringe,  die  Reibung  ver- 
schwindet plötzlich  und  damit  die  Beschleunigung;  die  Geschwindigkeit 
bleibt  constant  gleich  Vt.  Die  Zeit  T,  die  vergeht,  bis  der  Punkt  die 
Bewegung  des  Ringes  theilt,  ist: 


es  gilt  demgemäss: 


(75) 


) 
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Wie  die  gleitende  Reibung,  so  ist  auch  der  Luftwiderstand  eine 
Kraft,  welche  die  Eigentümlichkeit  hat,  jederzeit  der  Bewegungs- 
richtung entgegengesetzt  zu  sein,  sich  also  erst  durch  die  Bewegung 
vollständig  zu  bestimmen;  abweichend  aber  ist,  dass  sie  der  Grösse 
nach  mit  derjenigen  der  Geschwindigkeit  variirt.  Das  strenge  Gesetz, 
welches  diese  Abhängigkeit  ausdrückt,  ist  noch  nicht  gefunden,  es  ist 
nicht  unmöglich,  dass  sogar  seine  Form,  nicht  nur  seine  Constanten, 
von  der  Gestalt  des  bewegten  Körpers  abhängt;  wir  wollen  dafür  kurz 
schreiben: 

(*)  = F(V). 

Um  mit  einem  solchen  unbekannten  Gesetz  rechnen  zu  können, 
setzt  man  hier,  wie  in  vielen  anderen  Fällen,  kleine  Werthe  der  Un- 
abhängigen voraus,  denkt  sich  dann  die  unbekannte  Function  nach 
Potenzen  derselben  entwickelt,  etwa  in  der  Form: 

{K)  = F0  + VF ; + V*F,  + • • 

und  beschränkt  sich  auf  die  niedrigsten  Glieder  der  Reihe.  Die  Beob- 
achtung hat  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  entscheiden,  wie  weit  man 
hierbei  zu  gehen  hat,  um  eine  bestimmte  verlangte  Genauigkeit  der 
Uebereinstimmung  zu  erhalten. 

Wir  wollen  uns  auf  die  ersten  beiden  Glieder  beschränken,  d.  h. 
die  Geschwindigkeit  so  klein  denken,  dass  schon  das  dritte  Glied  ver- 
nachlässigt werden  kann;  es  ist  dabei  stillschweigend  vorausgesetzt, 
dass  der  Factor  des  zweiten  Gliedes,  also  (dF/dV)v- 0,  von  Null  ver- 
schieden, der  des  dritten  und  der  höheren  nicht  unendlich  gross  ist  — 
singuläre  Fälle,  die  nicht  wohl  in  Betracht  kommen.  Wir  führen 
ferner  ein,  dass  für  verschwindende  Geschwindigkeit  auch  kein  Wider- 
stand stattfindet,  eine  Thatsache,  die  sich  leicht  dadurch  beweist,  dass 
ein  einfaches  Pendel  immer  dieselbe  Ruhelange  annimmt,  von  welcher 
Seite  es  auch  dieselbe  erreiche. 

Dadurch  bestimmt  sich  das  erste  Glied,  nämlich  F( 0),  zu  Null, 
und  wir  erhalten  für  den  Luftwiderstand  eine  lineäre  Function  der 
Geschwindigkeit,  geschrieben : 

(Ä)  = A F, 

worin  f , die  Constante  des  Gesetzes,  für  ein  und  denselben  Massen- 
punkt unveränderlich , aber  von  einem  zum  andern  wechselnd  ge- 
dacht ist. 

Die  Componenten  der  Kraft  erhalten  wir  daraus  nach  dem  Vor- 
stehenden durch  Multiplication  mit  den  negativen  Richtungscosinus 
des  Bahnelementes  dx/ds,  dy/ds,  dx/ds ; dabei  bedenken  wir,  dass 
V = dsjdt  die  Gesammtgeschwindigkeit  und  dxjdt  = u,  dy/dt  = r, 
dx/dt  = w die  Geschwindigkeitscomponenten  sind.  Wirkt  ausser  dem 
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Luftwiderstände  noch  parallel  der  — Z-Axe  die  Schwere,  so  erhalten 
wir  die  folgenden  Bewegungsgleichungen : 

du  „ 


dv  ~ 

m Tt  = - fv’ 

die  . 

mTt  = - 


(7t!) 


Dieselben  sind  einfachster  Art  und  integriren  sich  nach  dem 
Schema  (42). 

Bezeichnet  man  mit  u0,  v0,  w0  die  Werthe  der  Geschwindigkeiten 
für  t = 0,  so  erhält  man: 


und  hieraus,  wenn  man  noch  die  Anfangswerthe  der  Coordinaten  gleich 
x0,  ?/o,  £0  setzt: 


* = «.  + -f  (1  - e--"'”'),  y = y„  + (1  - e-'"-), 

x - * - tf!  + f (w„  + f)  (1  - ,-*•) . {,(i] 

Aus  den  ersten  beiden  Formeln  folgt  (x  — x0) : (y  — y„)  = ua : v0f 
d.  h.  der  Punkt  bleibt  bei  seiner  Bewegung  stets  in  der  durch  die 
Kichtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  gelegten  verticalen  Ebene. 
Wählen  wir  dieselbe  zur  A'Z-Ebene,  d.  h.  setzen  v0  = 0,  und  legen 
wir  den  Coordinatenanfang  in  den  Ausgangspunkt,  d.  h.  setzen 

*0  = y»  = = 0, 

so  bleibt  auch  v und  y stets  gleich  Null,  und  wir  haben  nur: 


Mit  wachsender  Zeit  nähert  sich  die  horizontale  Geschwindigkeit 
der  Grenze  Null,  die  verticale  der  Grenze  —gmjf\  die  ganze  Bewegung 
verwandelt  sich  in  einen  verticalen  gleichförmigen  Fall.  Für  kugel- 
förmige homogene  Massen  ist  dabei  f als  nahezu  dem  Querschnitt  pro- 
portional anzusehen,  die  Masse  ist  gleich  dem  Volumen  multiplieirt  mit 
einem  Factor,  der  die  Masse  in  der  Volumeneinheit  darstellt  und  die 
Dichtigkeit  der  Substanz  genannt  wird;  wir  gehen  auf  diese  Grösse 
später  ausführlicher  ein.  Das  Verhältnis  //m  wird  also  indirect  pro- 
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portional  mit  Radius  und  mit  Dichtigkeit,  Daraus  folgt,  dass  kleinere 
Kugeln  langsamer  fallen  als  grössere  derselben  Substanz,  und  die  Ge- 
schwindigkeit mit  verschwindendem  Radius  auch  verschwindet.  Daher 
werden  die  sehr  kleinen  Wassertröpfchen,  welche  den  Nebel  bilden, 
trotz  der  Wirkung  der  Schwere  von  der  Luft  scheinbar  getragen. 

Die  Betrachtung  der  Exponentialgrössen  zeigt  ferner,  dass  diese 
definitiven  Geschwindigkeiten  Null  und  —gmjf  um  so  schneller  bis 
auf  denselben  Bruehtheil  erreicht  werden,  je  kleiner  Radius  und 
Dichte  ist. 

Die  grösste  horizontale  Entfernung,  die  in  Folge  der  Anfangs- 
geschwindigkeit überhaupt  zu  erreichen  ist,  bestimmt  sich  xx  — mu0jf; 
sie  nimmt  also  mit  wachsendem  Widerstand  ab,  und  ist  — Kugeln 
gleicher  Dichte  vorausgesetzt  — für  die  kleinsten  auch  am  kleinsten. 

Die  Gleichung  der  Bahn  ergiebt  sich  durch  Elimination  der  Zeit 
in  der  Form: 


+ 


mg 

f 


muj 
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Wir  gehen  aus  von  der  Gleichung  (291),  welche  lautete 

dV  r) 

mii  = p 

und  aussagte,  dass  die  Componente  der  Beschleunigung  eines  Massen- 
punktes nach  der  Bahnrichtung  multiplieirt  mit  seiner  Masse  gleich 
ist  der  Componente  der  ausgeübten  Kräfte  parallel  der  Bahn,  und 
multipliciren  sie  mit  der  Identität 

V dt  = ds\ 

das  Resultat  können  wir  schreiben: 


d 


(=F)- 


Pds. 


PT) 


Hierin  nennt  man  das  Product  mV*l 2 „die  lebendige  Kraft  W 


des  Massenpunktes“,  das  Product  Pds  „die  von  den  wirkenden 
Kräften  an  dem  Massenpunkt  während  dt  geleistete  Arbeit  dA “ 
und  bezeichnet  die  Formel 

dV=dA  (77') 

als  „die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  für  einen  Massen- 
punkt“. Sie  lässt  sich  in  die  Worte  fassen:  der  Zuwachs  der  leben- 
digen Kraft  während  dt  ist  gleich  der  in  der  gleichen  Zeit  an  dem 
Massenpunkt  geleisteten  Arbeit. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Arbeit  dA  im  Allgemeinen  sich 
nicht  in  Form  eines  Differentiales,  d.  h.  der  während  dt  stattfindenden 
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Aenderung  einer  Function  von  t darstellt;  es  ist  demgemäss  zur  Unter- 
scheidung von  dem  Differentialzeichen  d der  Buchstabe  d gewählt 
worden,  der  nur  andeuten  soll,  dass  die  bezügliche  Grösse  ein  unend- 
lich kleiner,  während  dt  aufgewandter  Betrag  ist. 

Für  die  Arbeit  dA  können  wir  noch  andere  Formen  erhalten; 
zunächst  finden  wir,  indem  wir  P als  die  Projection  der  Gesammt- 
kraft  K auf  die  Richtung  s der  Bahn  ausdrücken: 

dA  = K cos  {K,  s)ds;  (78) 

hierin  können  wir  ds . cos  (A',  6-)  als  die  Projection  des  während  dt 
zurückgelegten  Wegelementes  auf  die  Richtung  der  Kraft  zusammen- 
fassen in  die  Bezeichnung  dk  und  haben  so: 

dA  — K dk.  (78') 

Setzen  wir  ferner  für  cos  ( K , s)  seinen  Werth , ausgedrückt  durch 
die  Cosinus  der  Winkel  von  K und  s gegen  die  Coordinatenaxen,  nämlich: 

cos  (K,  s)  = cos  {K,  x)  cos  (s,  x)  + cos  {K,  y)  cos  (s,  y ) + cos  (AT,  x)  cos  {s,  x), 
und  führen  weiter  die  Wertlie  ein: 

cos  (AT,  x)  = X/K,  cos  (K,  y)  = Y/K,  cos  {K,  x)  = Z/K, 

cos  (5,  x)  = dx/ds , cos  ( s , y)  = dyfds,  cos  (»,  x)  — dxfds, 

so  erhalten  wir  auch: 

dA  = Xdx  + Ydy  + Zdx.  (78") 

Endlich  können  wir  X,  Y,  Z noch  durch  die  Componenten  der 
Einzelkräfte  Kh  ausdrücken  und  schreiben: 

^ = 2 (X  dx  + Y»  dy  + 4 dx ).  (78'") 

Nun  ist  aber  jeder  der  Ausdrücke  Xdx,  Ydy,  Zdx  von  derselben 
Form  wie  Kdk  in  (78');  jene  stellen  also  die  Arbeiten  der  drei  Ge- 
sammtcomponenten  dar  und  man  kann  die  letzten  Gleichungen  dahin 
deuten,  dass  die  gesammte  Arbeit  gleich  der  Summe  der  Arbeiten  der 
einzelnen  zu  einander  normalen  Componenten  ist.  Die  letzte  Gleichung 
kann  auch  geschrieben  werden: 

dA  = ^dAh,  (78"") 

und  sagt  dann  das  noch  allgemeinere,  auch  direct  aus  (78)  folgende 
Resultat  aus,  dass  die  gesammte  Arbeit  gleich  ist  der  Summe  der- 
jenigen Einzelarbeiten,  welche  die,  gleich  viel  wie  gegen  einander  ge- 
legenenj,  Einzelkräfte  in  der  gleichen  Zeit  leisten.  Ihr  entspricht  die 
Gestalt  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft: 

dW=^dAh.  (79) 

Wendet  man  dieselbe  auf  ein  endliches  Zeitintervall  an,  indem  man 
sie  von  einem  Zeitpunkt  t , bis  zu  einem  andern  t.  integrirt,  und  be- 

6* 
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zeichnet  die  denselben  entsprechenden  Werthe  der  lebendigen  Kraft 
mit  W,  und  so  findet  sich: 

^ = (79') 

/ = u 

Den  Sinn  dieser  Gleichung  darzulegen,  wenden  wir  sie  auf  den 
Fall  an,  dass  sich  ein  Massenpunkt  unter  der  Wirkung  der  Schwer- 
kraft und  deijenigen  einer  der  Bewegung  entgegengesetzten  Wider- 
standskraft (des  Luftwiderstandes  z.  B.)  bewegt,  welche  einer  Potenz 
der  Geschwindigkeit  proportional  ist. 

Die  Arbeit  der  Schwerkraft  bei  einer  Verschiebung  ds,  deren 
Projection  auf  die  nach  oben  positiv  gerechnete  Verticale  gleich  dh  ist, 
wird  nach  Formel  (78')  gleich  — mgdh , diejenige  der  Widerstandskraft 
gleich  — fV*ds  und  wir  haben  demgemäss  nach  (79'): 

' = < = '? 

W,  - = - mg  fdh  - ff  V'ds. 

' — •x  > — • i 

Um  die  Grenzen  der  Integrale  in  Beziehung  zu  den  Integrations- 
variabein zu  setzen,  wollen  wir  die  zur  Zeit  tx  resp.  t9  erreichten  Höhen 
über  einem  fest  angenommenen  Niveau,  z.  B.  über  der  Erdoberfläche, 
mit  h,  resp.  K bezeichnen  und  benutzen,  dass  V = ds  /dt  ist;  dann 
können  wir  schreiben: 

7*2  t<2 

W,  - = - mg  fdh  - ffVi+l  dt. 

/i,  /, 

Die  hier  rechts  neben  einander  stehenden  beiden  Arbeiten  haben 
einen  sehr  verschiedenen  Charakter. 

Wir  bemerken,  dass  die  Integration  des  ersten  Gliedes  sich  aus- 
führen lässt,  ohne  dass  wir  die  Bewegungsgesetze  des  Massenpunktes 
entwickelt  haben;  ihr  Resultat,  nämlich 

— mg  {h,  — ht) 

ist  ausser  von  dem  Gewicht  des  Massenpunktes  nur  abhängig  von  seiner 
Höhe  über  der  Erdoberfläche  zu  Anfang  und  Ende  der  Periode 
und  zwar  nicht  von  ihrem  absoluten  Werthe,  sondern  nur  von  ihrer 
Differenz,  aber  weder  von  der  Zeit  (tt  — t,)  selbst,  noch  von  der  Bahn, 
welche  während  dieser  Zeit  durchlaufend  ist,  noch  von  der  Geschwin- 
digkeit, welche  während  dieser  Zeit  stattgefunden  hat.  Kurz  gesagt 
ist  der  Werth  nur  von  den  Orten  am  Anfang  und  am  Ende  der  Periode 
aber  nicht  von  den  Zuständen  in  Zwischenzeiten  abhängig. 

Dem  gegenüber  ist  das  zweite  Integral  erst  ausführbar,  wenn  das 
Bewegungsproblem  gelöst  ist  und  wir  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
als  Function  der  Zeit  kennen;  sein  Werth  bestimmt  sich  also  nicht  nur 
durch  Anfangs-  und  Endort,  sondern  auch  durch  die  Zwischenzustände, 
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oder,  anders  ausgedrückt,  durch  alle  die  Umstände,  welche  auf  den 
ganzen  Verlauf  der  Bewegung  Einfluss  haben,  wie  die  übrigen  wir- 
kenden Kräfte,  die  Gestalt  eventueller  fester  Bahnen,  die  Anfangs- 
geschwindigkeiten u.  dergl. 

Dies  tritt  am  deutlichsten  an  einem  durchgeführten  Beispiel  hervor. 

Im  vorigen  Abschnitt  ist  die  Bewegung  eines  Massenpunktes  unter 
der  Wirkung  der  Schwere  und  einer  Widerstandskraft  (K)  — f.  V voll- 
ständig bestimmt;  setzen  wir  also  in  unseren  letzten  Formeln  i = 1, 
so  können  wir  die  beiderseitigen  Resultate  sogleich  combiniren. 

Die  Arbeit  des  Luftwiderstandes  schreibt  sich  dann: 


= w [?(“"’ 


+ <+[wn+9y 


)') 


— * / t/m 


7 

'i 


und  diese  Formel  lässt  alles  das  vorhin  allgemein  Gesagte  deutlich  am 
vorliegenden  speciellen  Falle  erkennen. 

Fügt  man  hinzu  die  Arbeit  der  Schwere: 


mg  (ht  — /*,)  = +m 


g m 

T 


+ j.)  e~/,/m + 


g'mtY- 

f 1 


so  ergiebt  sich  für  die  Summe  der  einfachere  Werth: 


eine  Gleichung,  die  man  in  Rücksicht  auf  den  Werth  von  W leicht 
verificirt. 

Gemäss  der  vorstehenden  Erörterung  unterscheiden  wir  die  auf  einen 
Massenpunkt  wirkenden  Kräfte  in  zwei  Gattungen  oder  Classen,  je- 
nachdem  ihre  während  eines  Zeitelementes  geleistete  Arbeit 
die  Form  eines  Differentiales  nach  der  Zeit  besitzt  oder  nicht. 
Für  die  ersteren  ist  die  während  endlicher  Zeit  geleistete  Arbeit  nur 
abhängig  von  den  Zuständen  am  Anfang  und  am  Ende,  für  die  letz- 
teren auch  von  den  durchlaufenen  Zwischenzuständen. 

Um  die  charakteristischen  Merkmale  beider  Arten  von  Kräften 
zu  finden,  gehen  wir  aus  von  der  Definition  (78") : 

dA  — Xdx  - f-  Ydg  -f - Z dz 

und  fragen  nach  der  nothwendigen  Bedingung  dafür,  dass  die  rechte 
Seite  ein  vollständiges  Differential  nach  der  Zeit  ist. 
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Wir  sehen  zunächst  von  der  Annahme  ab,  dass  die  von  uns  be- 
trachteten Kräfte  nur  die  Zeit,  die  Coordinaten  und  die  Geschwindig- 
keiten enthalten  sollen  und  untersuchen  demgemäss  die  allgemeinste 
Variation  einer  Function  ip,  die  t,  x,  y,  z,  u,  v , w und  auch  die  Dif- 
ferentialquotienten von  u,  vf  w enthält , welche  letztere  wir  durch  die 
oberen  Indices  bezeichnen  wollen  gemäss  dem  Schema 


du 

dt 


(Pu 

dp 


u 


= u 


u.  s.  f. 


Wir  bezeichnen,  um  keine  Verwechselung  mit  den  Differentiationen 
hervorzurufen,  die  Variationen  zunächst  durch  das  Zeichen  S. 

Dann  schreibt  sich: 


S\p  =s  d't  -+•  öx  + 


d 

dx 


+ 2*  Su  + 

du 


■ d \p  ^ / 

+ BSSu  + 


+ *•»"  + ...  (80) 


Wir  benutzen  nun,  dass  nach  der  Bedeutung  von  u 


<)(x  + dx)  — fix 
dt 


gilt,  da  ja  die  Differenz  der  Variationen  der  JY-Coordinaten  des  Massen- 
punktes in  zwei  um  dt  entfernten  Momenten  durch  die  Zeit  dt  divi- 
dirt  identisch  mit  der  Variation  der  Geschwindigkeit  ist,  und  haben 
demgemäss -folgende  identische  Beziehungen: 


du* 

du 

du 

dtp  v-  / 

eu'du 


dt 

d_ 

dl 

d 

dt 


d dif 

ox  1 
dt  du 


d \p 

dÜT 


Su"  = 


-f,(ä's) 

(»■  &) 

U 

(v  / d xf)  \ d /*  d dif’  \ . v-  c 

dwäj)-Tt[duTteJ-)+dud 


d_ 

dt 


d d 
dt  du 
t y d dtp 

{SxTtM 


+ sxtLij 


dt 

d 

dt 


Sw  äu- 


/ d d \p 

OU 

dt  du 


cP  dtp 
dPdtP' 


d /y  ,dn'\  d /v  d dw\  d /*  (P  dxp\ 

= Tt  [Sw  St?)  - Tt  ('v“  dt fi?j  + dt  Je  w) 


Sx  — ^- 

de  Bu" 


» 


Hiernach  kann  man  aus  (80)  bilden: 


Sx 


dw  d dtp  <P  d tp 

dx  dt  du  di'1  du' 


<P  dtp 
dP  d u' 


— Sy 


dw  d 
dtdt~dt 


dz 

di  dtp 


+ 


4. 

[du  dt  du'  ^ 

V»  (d*  d dtp  \ 

+ du  (S5  ~TtW±"  7 


df  du! 

4* 


;«=F 


+ 


(80') 
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Die  auf  die  y - und  £ - Coordinaten  sich  beziehenden  Glieder  sind 
hierin  nur  angedeutet  Man  erkennt  Folgendes. 

Sind  unter  den  Variationen  8 die  während  der  Zeit  dt  in  Folge 
der  wirklichen  Bewegungen  eintretenden  Veränderungen  verstanden, 
ist  also: 

8x  = u dt , 8u  = u dt,  8u'  = u"  dt . . . 


und  daher  auch  8xp  = (dxpjdt) dt,  so  hat  in  (80')  unter  der  einzigen 
Bedingung,  dass  i p die  Zeit  t nicht  enthält,  die  rechte  Seite 
stets  die  Form  eines  Differentiales  nach  der  Zeit  und  giebt  bei 
Integration  von  tx  bis  /,  einen  Werth,  der  nur  von  den  Zuständen 
in  tx  und  tt,  nicht  aber  von  zwischenliegenden  abhängt,. 

Deutet  man  die  Factoren  von  8x,  8y,  8x  als  Ausdrücke  für  die 
Kraftcomponenten  und  vertauscht  ip  mit  — (p,  so  gelangt  man  zu 
folgendem  Resultate: 

Existirt  eine  Function  der  Coordinaten  des  Massen- 
punktes und  beliebiger  ihrer  Ableitungen  (das  Potential 
im  weiteren  Sinne  des  Wortes),  durch  welche  sich  die  auf 
jenen  wirkenden  Kraftcomponenten  in  folgender  Weise  aus- 
drücken: 


dd' 

4- 

d dd> 

d1  d<P 

(T 

d'P 

X = - 

dx 

dt  du 

dt-  dtJ 

dt * 

du" 

4_  . . . , 

Tr 

d<P 

+ 

d d<P 

d'P 

+ 

d* 

d'P 

1 = - 

dy 

dt  dv 

df  cv’ 

dt * 

dv" 

4-  * • * f 

r/ 

d<l> 

+ 

d d<P 

d*  d'P 

+ 

d'P 

4 - • • • » 

Z = - 

dx 

dt  dtv 

dt'-  die' 

dt* 

die" 

so  besitzt  jederzeit  die  von  ihnen  bei  der  Bewegung  des 
Massenpunktes  während  der  Zeit  dt  geleistete  Arbeit  die 
Form  eines  vollständigen  Differentiales  nach  der  Zeit,  und 
zwar  des  Differentiales  von  dem  Ausdruck: 


- 0 + “ 

, (d<P 
1 [du' 


+ u 

i /i 

+ u 

_l_  . . 


±d<l> 
dt  du'  — 
dd<l> 
dt  du " ~ 
d d& 
dt  dir  ± 


4. .. . 

+ 

+ •** 


(80'") 


Die  Differenz  der  Werthe  dieser  Function  für  einen  beliebigen 
Anfangs-  und  Endzustand  giebt  demgemäss  direct  den  Werth  der 
Arbeit  an,  die  von  jenen  Kräften  zu  leisten  ist,  um  den  Massenpunkt 
von  dem  einen  zum  andern  überzuführen. 
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Unterliegen,  wie  wir  im  Uebrigen  stets  vorausgesetzt  haben  und 
wieder  annehmen  wollen,  die  Kräfte  der  Beschränkung,  dass  sie  nur 
von  den  Coordinaten  und  deren  ersten  Ableitungen  abhängen,  so 
muss  nach  (80")  die  sämmtlichen  Ableitungen  der  Coordinaten  linear 
enthalten  und  zwar  die  ersten  in  Functionen  von  x,  y,  x,  die  höheren 
in  Constanten  multiplicirt;  die  letzteren  würden  demgemäss  auf  die 
Werthe  der  Kräfte  gar  keine  Wirkungen  äussern.  Man  kann  deshalb 
als  den  allgemeinsten  mit  unserer  Annahme  verträglichen  Werth  des 
Potentiales  den  Ausdruck  bilden: 


<l>  = (p0  + "<f\  + V(pt  + 

worin  die  cph  nur  die  Coordinaten  enthalten;  daraus  folgt  dann: 


dq>„ 

+ V 

d<p.2\ 

+ 

w | 

( d<px 

d<p*\ 

dx 

\dy 

dx) 

[dx  ‘ 

dx)’ 

dtp,, 

+ w 

(d<p. 

dg>3\ 

+ 

H 

( dtp.. 

dtp, ) 

dy 

' 

dy) 

[dx 

~ dy)  ’ 

dq>„ 

+ U 

(dtp, 

d<p{\ 

+ 

(d<Pr, 

dx 

[ dx  ' 

' dx) 

[dy 

dx)  ’ 

Wir  bemerken,  dass,  wenn  wir  aus  diesen  Werthen  die  Arbeit  dA 
berechnen,  wegen  dx  = udt , dy  — vdt , dx  = wdt  in  dem  Resultat  Alles, 
was  von  den  in  u,  vy  w multiplicirten  Gliedern  herrührt,  hinwegfällt. 
Indem  wir  diese  Theile  und  die  allein  übrig  bleibenden  für  sich 
betrachten,  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

Kraftcomponenten,  welche  nur  von  den  Coordinaten  und 
Geschwindigkeiten  abhängen,  ergeben  die  während  eines 
Zeitelementes  dt  geleistete  Arbeit  in  Form  eines  Differen- 
tiales nur  in  den  beiden  Fällen,  dass  sie 

a)  ein  Potential  (p  besitzen,  welches  eine  Function  der 
Coordinaten  allein  ist  (das  Potential  im  engeren  Sinne)  und 
durch  dasselbe  gegeben  sind  gemäss  den  Beziehungen: 


X = - 


d<P 
dx  ’ 


(81) 


b)  den  Werth  der  Arbeit  zu  Null  machen,  wozu  noth- 
wendig  und  hinreichend  ist,  dass  die  Richtung  ihrer 
Resultante  normal  zu  derjenigen  der  Verschiebung  steht. 

Damit  ein  Potential  existire,  ist  erforderlich  die  Erfüllung  der 
Bedingungen,  welche  sich  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  durch 
Elimination  von  (p  ergeben,  nämlich: 

BY  _ dZ  dZ  _ dX  dX  _ 8Ym  f8n 

dx  dy  ' dx  ~ dx  ’ dy  dx  ’ ^ ' 
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damit  die  Resultante  normal  zur  Bewegungsrichtung:  stehe,  ist  erforder- 
lich, dass  gelte: 

Xu  -f-  Yv  -f  Zw  — Ü.  (81") 

Wir  machen  auf  eine  wichtige  Eigenschaft  dieser  beiden  Arten 
von  Kräften  aufmerksam. 

Wenden  wir  nämlich  die  Formel  (79): 

d W = ^djh  = dJ 

h 

auf  einen  Massenpunkt  an,  der  ausschliesslich  unter  der  Wirkung  von 
Kräften  der  besprochenen  Art  steht,  so  lautet  sie: 

dW  = -d&,  (82) 

h 

wo  nun  <l>h  das  Potential  der  Einzelkraft,  das  Gesammtpotential 
bezeichnet;  die  Kräfte,  welche  der  Gleichung  (81")  genügen,  kommen 
natürlich  darin  gar  nicht  vor. 

Diese  Formel  sagt  aus,  dass  lebendige  Kraft  und  Potential  zwei 
physikalische  Grössen  sind,  die  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
während  der  Bewegung  auf  gegenseitige  Kosten  wachsen  und  abnehmen. 
Sie  giebt  Anlass  zu  der  Vorstellung,  dass  für  einen,  wie  gesagt, 
bewegten  Massenpunkt  die  lebendige  Kraft  und  das  Potential  je  einen 
gewissen  Vorrath  unter  sich  gleichartiger  und  in  einander  verwandel- 
barer physikalischer  Grössen  repräsentiren  und  dass  die  ganze  Be- 
wegung darin  besteht,  dass  aus  dem  einen  Vorrath  von  dem  Besitz  in 
der  einen  Gestalt  (z.  B.  von  Potential)  entnommen  und  dem  andern 
in  der  andern  Gestalt  (als  lebendige  Kraft)  zugeführt  wird. 

Weil  nun  lebendige  Kraft  und  Potential  gegenseitig  in  einander 
verwandelbar  sind,  so  liegt  es  nahe,  die  beiden  Vorräthe  als  Theile 
eines  einzigen  aufzufassen,  nämlich  ihre  Summe 

W + <l>  = E (82') 

als  eine  neue  physikalische  Grösse  einzuführen.  Man  nennt  sie  die 
Energie  des  Massenpunktes  unter  der  Wirkung  der  gege- 
benen Kräfte  und  bezeichnet  die  beiden  Tlieile  V und  <£>  als  Be- 
wegungs-  und  Kraft-  oder  kinetische  und  potentielle  Energie.  Es  gilt 
nach  (82)  dann  die  Gleichung: 

dE=  0;  (82") 

sie  sagt  aus,  dass  für  einen,  wie  angenommen,  bewegten  Massenpunkt 
die  Energie  ihre  Grösse  unverändert  beibehält.  Hieraus  folgt 
unter  anderem,  dass  die  lebendige  Kraft  denselben  Werth  wieder 
annimmt,  wenn  das  gleiche  von  dem  Potential  gilt,  z.  B.  jederzeit  bei 
Wiedererreiehung  desselben  Ortes. 
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Die  Kräfte,  unter  deren  alleiniger  Wirkung  ein  Massenpunkt 
eine  Bewegung  annimmt,  für  welche  diese  Gleichung  gilt,  nennen  wir 
conservative  Kräfte;  es  sind  dies  also  nach  dem  Früheren,  so 
lange  wir  eine  Abhängigkeit  von  dem  zweiten  und  höheren  Differential- 
quotienten der  Coordinaten  ausscliliessen,  nur  diejenigen  Kräfte, 
für  welche  ein  Potential  existirt,  und  diejenigen,  welche 
normal  zur  Bewegungsrichtung  wirken. 

Die  letzteren  haben  geringere  Bedeutung  — von  ihnen  kommen 
fast  nur  die  Einwirkungen  fester  Bahnen  in  Betracht;  die  ersteren 
aber  sind  von  der  allergrössten  Wichtigkeit.  Wir  wenden  uns  jetzt 
ihrer  Betrachtung  zu. 

Das  Potential  0 ist  nach  dem  Früheren  eine  Function  der  Coor- 
dinaten allein,  welche  definirt  ist  durch  die  Beziehungen: 


d<t> 

dx' 


Die  Grösse  der  resultirenden  Kraft  bestimmt  sich  durch 


/ö*y  . (d<py  , (ö<p v 

— U*J  + («ff)  + l«*j 


(S3) 


wofür  wir  kurz  setzen  wollen  = 0'(0);  ihre  Richtung  durch 


cos  (k,  x)  = -J~I  0(<Z»), 

cos  (*,</)  = - %lern, 


(83') 


cos  (k,  x) 


d<t>  I 
dx 


0(0). 


Die  Kraftcomponente  S nach  einer  beliebigen  Richtung  s ist 
gegeben  durch 


S — K cos  (K,  s)  = X cos  (s,  x)  -f-  Y cos  (s,  y)  -f-  Z cos  (s,  x) ; 

bezeichnet  man  die  Projectionen  der  auf  der  Richtung  von  $ auf- 
getragenen unendlich  kleinen  Länge  ds  mit  dx , dy , dx,  so  ergiebt  sich: 

c vdx  \rdy  „dx 

b — X -z~  + I -j—  + / ~r~ 
ds  ds  ds 


und  nach  Einsetzen  der  Werthe  von  X,  Y,  Z : 

o_  (d<P  dx  l d<P  dy  , d<l>  dx\  d<l>  /00„x 

[dx  ds  + dy  ds  + dx  ds)  ~ ds’  > 

wenn  man  unter  diesem  Symbol  die  Aenderung  von  0 beim  Fort- 
schreiten längs  der  Richtung  s,  bezogen  auf  die  Längeneinheit,  versteht 
Man  kann  demnach  das  Potential  auch  definiren  als  die- 
jenige Function  des  Ortes,  deren  negativer  Differential- 
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quotient  nach  einer  beliebigen  Richtung  die  Kraftcompo- 
nente  nach  dieser  Richtung  angiebt. 

Da  das  Potential  < l > nur  die  Coordinaten  enthält,  so  stellt,  unter  C 
eine  Constante  verstanden,  die  Gleichung 


eine  Oberfläche  dar,  nämlich  den  Inbegriff’  aller  Punkte,  in  denen  das 
Potential  denselben  Werth  C annimmt;  man  nennt  sie  eine  Potential- 
fläche. Da  das  Potential  nur  durch  die  gegebenen  Werthe  seiner 
partiellen  Differentialquotienten  definirt  ist,  so  ist  es  auch  nur  bis  auf 
eine  additive  Constante  bestimmt,  über  die  man  ein  für  alle  Male 
willkürlich  verfügt  denkt;  ist  dies  geschehen,  dann  hat  die  Formel 
<l>  = C einen  vollständig  klaren  Sinn. 

Lässt  man  C von  — oo  bis  + oo  alle  möglichen  Werthe 
annehmen,  so  wird  man  ein  System  von  unendlich  vielen  Potential- 
tiächen  erhalten,  welche  den  ganzen  Raum  erfüllen,  sodass,  wenn 
eine  eindeutige  Function  ist,  durch  jeden  Punkt  eine  und  nur  eine 
hindurchgeht.  Dieses  System  von  Flächen  bietet  Hülfsmittel,  um  das 
Gesetz  der  Kraftvertheilung  anschaulich  darzustellen. 

Zunächst  giebt  es  die  Richtung  der  wirkenden  Kraft  für  jede 
Stelle  an;  denn  constniirt  man  an  einer  beliebigen  Stelle  x , y,  z die 
Normale  n auf  der  hindurchgehenden  Potentialfläche  von  grösseren  zu 
kleineren  Potentialwerthen  hin  positiv  gerechnet,  so  ist  deren  Richtung 
bestimmt  durch: 


vergleicht  man  dies  aber  mit  der  Gleichung  (83'),  so  erkennt  man 
den  Satz: 

An  jeder  Stelle  fällt  die  resultirende  Kraft  der  Richtung 
nach  zusammen  mit  der  von  grösseren  zu  kleineren  Potential- 
werthen gerichteten  Normale  auf  der  hindurchgehenden 
Potentialfläche. 

Die  senkrechten  Trajectorien  des  Systems  von  Potentialflächen, 
welche  hiernach  an  jeder  Stelle  durch  die  Richtung  ihrer  Tangente 
die  Richtung  der  ebenda  wirkenden  Kraft  angeben,  heissen  demgemäss 
Kraftlinien.  Ihre  Differentialgleichungen  sind: 


4>  = C 


dx : dy : dz  — 


d<P  d<P  d<I> 

• • 


dx  dy  ' dz 
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Ferner  geben  die  Potentialflächen  auch  die  Grösse  der  Kraft; 
denn  nach  dem  eben  Gefundenen  können  wir  den  Werth  der  resulti- 
renden  Kraft  schreiben: 


die  Normale  n,  wie  gesagt,  gerechnet;  die  Kraft  ist  also  indirect  pro- 
portional mit  der  Länge  dn , um  welche  auf  der  Richtung  der  Normalen 
fortzuschreiten  ist,  um  eine  gegebene  unendlich  kleine  Aenderung  des 
Potentiales  zu  erhalten.  Oder,  anders  ausgesprochen: 

Construirt  man  das  ganze  unendliche  System  der  Poten- 
tialflächen für  Werthe  der  Constanten,  die  sich  um  den- 
selben unendlich  kleinen  Betrag  dC  unterscheiden,  so  giebt 
an  jeder  Stelle  die  Länge  des  Normalenelementes  zwischen 
den  beiden  benachbarten  Potentialflächen  durch  seinen 
reciproken  Werth  das  Maass  für  die  Grösse  der  ebenda 
wirkenden  Kraft. 

Punkte,  in  welchen  d<d>fdx,  d<I>/dy,  d<l>jdz  verschwinden, 
sind  Stellen  grösster  oder  kleinster  Potentialwerthe;  in  ihnen  ver- 
schwinden nach  der  Definition  des  Potentiales  zugleich  die  Kraft- 
componenten,  jene  Punkte  sind  also  Gleichgewichtslagen  für  einen 
nur  unter  der  Wirkung  des  Potentiales  stehenden  Massenpunkt.  Be- 
denkt man,  dass  die  resultirende  Kraft  immer  von  grösseren  zu 
kleineren  Potential werthen  gerichtet  ist,  und  dass  ein  Gleichgewichts- 
zustand stabil  oder  labil  ist,  je  nachdem  der  Massenpunkt  bei  einer 
unendlich  kleinen  Verschiebung  durch  die  entstehende  Kraft  zurück- 
oder  hinweggeführt  wird,  so  erkennt  man  die  Gültigkeit  des  Satzes: 

Für  einen  nur  unter  der  Wirkung  eines  Potentiales 
stehenden  Massenpunkt  sind  die  Orte  stabilen  oder  labilen 
Gleichgewichtes  durch  die  Punkte  kleinster  oder  grösster 
Potentialwerthe  gegeben. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  Arbeit,  lebendige  Kraft, 
Potential  und  Energie  dieselben  Dimensionen  besitzen;  es  ist  nämlich: 

m = m = w = m = [mi'n- 


§ 12.  Bewegung  eines  Massenpunktes  unter  der  Wirkung  eines 

ruhenden  Attractionscentrums. 

Unter  einer  Centralkraft  versteht  man  im  Allgemeinen  eine  Kraft, 
die  von  einem  bestimmten  Punkt,  dem  Attractionscentrum,  ausgeht; 
sie  wird  meist  hervorgebracht  durch  eine  in  demselben  befindliche 
Masse,  verschwindet  nämlich,  wenn  man  letztere  beseitigt,  und  wechselt, 
wenn  man  sie  verschiebt  oder  verändert.  Specieller.  aber  und  ge- 
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wohnlicher  versteht  man  darunter  eine  Kraft,  die  in  der  Richtung 
der  Verbindungslinie  des  Massenpunktes  mit  dem  Attrac- 
tionscentrum  wirkt,  und  deren  Grösse  nur  eine  Function 
ihrer  Entfernung  ist.  Die  Verhältnisse  der  Bewegung  eines 
Massenpunktes  werden  besonders  einfach,  wenn  nur  ein  Attractions- 
centrum  vorhanden  ist  und  dasselbe  seinen  Ort  nicht  ändert  — der 
Fall,  auf  welchen  wir  uns  nach  der  Ueberschrift  zunächst  beschrän- 
ken — ; es  lässt  sich  nachweisen,  dass  in  diesem  Falle  stets  ein 
Potential  für  die  wirkende  Kraft  existirt,  und  das  Problem  erscheint 
daher  als  ein  einfaches  Beispiel  zu  den  allgemeinen  Entwickelungen 
des  vorigen  Abschnittes. 

Liegt  der  Coordinatenanfang  in  dem  ruhenden  Attractionscentrum 
und  befindet  sich  der  Massenpunkt  an  der  Stelle  x,  y,  z,  so  ist  die 
Entfernung  r der  beiden  gegeben  durch: 

r*  — x*  + //  + ** . 

Da  die  Kraft  in  der  Richtung  von  r liegen  soll,  so  folgt: 


m 


d'x 

dt' 


d‘y  v 
mW=Y= 


(l'X  y 


dabei  ist  dem  K,  das  ursprünglich  als  absolute  Grösse  betrachtet  wird, 
das  positive  oder  negative  Vorzeichen  zu  geben,  wenn  man  mit  einer 
Formel  die  beiden  Fälle  umfassen  will,  dass  die  Wirkung  in  einer 
Anziehung  oder  einer  Abstossung  besteht. 

Wir  bemerken  nun,  dass 

dr  _ -x  dr  _ y dr  _ x 

dz  r ’ dy  r 1 dz  ~~  r ’ 

also 

V - - A'~,  7 = - Kd,~,  Z = — K~ 

dx  dy  dz 

ist;  K als  Function  von  r allein  lässt  sich  auch  schreiben: 


K=-ärfK <84') 

und  daher  ist: 


v v d<P  y d<P 

dx  dy  dx 

D.  h.  eine  Kraft,  welche  überall  nach  einem  festen  Punkt 
hin  gerichtet  und  nur  eine  Function  der  Entfernung  r von 
demselben  ist,  besitzt  stets  ein  Potential  </>;  sein  Werth  ist 


<1>  = / Kdr  + C. 


(84") 
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Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  Erörterten  ist  daher  für 
Centralkräfte  der  betrachteten  Art  eine  integrable  Combination  der 
Bewegungsgleichungen  ganz  allgemein  an  gebbar,  nämlich  die  Formel 
dE—  -f-  (p)  = 0,  welche  durch  Integration  liefert: 

E = W + </>  = c, . (84'") 

Es  ist  nun  eine  sehr  bemerkenswerthe  Eigenschaft  dieser  Kräfte, 
dass  auch  die  übrigen  zur  vollständigen  Lösung  des  Bewegungsproblems 
erforderlichen  integrabeln  Combinationen  für  dieselben  ganz  allgemein 
aufzustellen  sind. 

Die  eine  erhalten  wir  durch  die  Anwendung  des  Satzes,  dass  die 
Kraft  stets  in  der  Osculationsebene  der  Bahn  liegt;  denn  aus  ihm 
folgt  ohne  alle  Rechnung  durch  die  einfache  Anschauung,  dass  der 
bewegte  Massenpunkt  stets  in  der  Ebene  bleiben  muss,  welche 
Attractionscentrum,  Anfangslage  und  Anfangsgeschwindigkeit  des  Massen- 
punktes enthält.  Man  braucht,  um  dies  einzusehen,  nur  von  Zeit- 
element zu  Zeitelement  fortzuschreiten  und  zu  bedenken,  dass  die  Ebene 
durch  zwei  benachbarte  Bahnelemente  stets  das  Attractionscentrum 
enthalten  muss.  Die  Gleichung  der  Bahnebene  ist  als  ein  zweites 
Integral  unserer  Gleichungen  anzusehen. 

Lassen  wir  die  .XE-Ebene  mit  der  Ebene  der  Bahn  zusammen- 
fallen, so  ist  jetzt  nur  noch  eine  integrable  Combination  der  Bewegungs- 
gleichungen aufzusuchen.  Diese  letzteren  lauten: 


m 


d°x 

dV 


d-y 


— K—i 
r 


wo  nun  r 


x1  -f  xf  ist ; 


multiplicirt  man  sie  resp.  mit  y und  x und  subtrahirt,  so  erhält  man: 


1 


Y 


(85) 


und  diese  Formel  hat  die  Gestalt 
eines  Differentialquotienten  nach  der 
Zeit,  denn  sie  ist  identisch  mit: 

«(■g->  £)-»•  <«»> 

Letztere  Gleichung  hat  eine 
einfache  Bedeutung;  a:,//unda:  + dx , 
y -f  dy  sind  die  Orte  des  Massen- 
punktes zur  Zeit  t und  t + dt; 
(x  dy—y  dx)/ 2 ist  die  in  der  Figur  12 
schraffirte  Fläche,  die  vom  Radiusvector  nach  dem  Attractionscentrum 
in  der  Zeit  dt  bestrichen  wird;  durch  dt  dividirt,  ist  sie  die  Flächen- 
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geschwindigkeit,  d.  h.  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  von 
der  Bahn,  einem  festen  und  dem  mit  dem  Massenpunkt  fortrückenden 
Radiusvector  begrenzte  Fläche  mit  der  Zeit  wächst.  Nennen  wir  diese 
Flächengeschwindigkeit  ß,  so  ist  die  obige  Gleichung: 


und  sagt  aus,  dass  bei  den  betrachteten  Centralbewegungen  die  Flächen- 
beschleunigung gleich  Null,  die  Flächengeschwindigkeit  also  constant 
ist;  man  bezeichnet  diese  Gleichung  als  den  Flächensatz.  In  anderer 
Fassung  lässt  er  sich  so  geben: 

Bei  Centralbewegungen  der  vorausgesetzten  Art  be- 
streicht für  einen  und  denselben  bewegten  Massenpunkt  der 
Radiusvector  nach  dem  Attractionscentrum  in  gleichen 
Zeiten  gleiche  Flächen. 

Hieraus  fliesst  eine  einfache  und  anschauliche  Folgerung.  Ist  ds 
in  der  Figur  12  der  während  dt  zurückgelegte  Weg,  l das  Loth  vom 
Attractionscentrum  auf  die  Richtung  von  ds,  so  ist  nach  dem  Satz 
Ids/dt  für  alle  Stellen  derselben  Bahn  eine  Constante.  Da  nun 
ds/dt  = V,  d.  h.  gleich  der  Geschwindigkeit  ist,  so  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Bei  jeder  Centralbewegung  der  betrachteten  Art  ist 
längs  derselben  Bahn  die  Geschwindigkeit  indirect  propor- 
tional der  Länge  des  Lothes  vom  Attractionscentrum  auf  die 
Tangente  der  Balincurve  in  der  betrachteten  Stelle. 

Wir  sind  also  zu  dem  Resultat  gekommen,  dass  für  die  Bewegung 
eines  Punktes  unter  der  Wirkung  einer  nach  einem  festen  Centrum 
gerichteten,  nur  von  der  Entfernung  abhängigen  Kraft  die  ersten 
Integrale  durch  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  oder  der  Energie 
und  den  Flächensatz  gegeben  sind  und  lauten: 


Um  zu  den  zweiten  Integralen  fortzuschreiten,  führen  wir  Polar- 
coordinaten  r und  rp  mit  dem  Attractionscentrum  als  Pol,  gemäss 
Figur  12,  ein  und  haben  dann: 


= 0 ; sie  giebt  integrirt  LI  = c. 


(85") 


ip  -f-  ([)  = c, , L2  — n... 
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in  der  letzten  Gleichung  ist  die  willkürliche  Constante  C gleich  Null 
gesetzt,  da  sie  sich  nach  (84")  doch  nur  mit  der  Integrationsconstante  c, 
verbindet. 

Setzen  wir  dies  ein,  so  erhalten  wir  für  die  beiden  ersten  Inte- 
grale die  Form: 


Nach  der  letzteren  Gleichung  lässt  sich  dt  durch  r und  d(p  aus- 
dr licken  und  dieser  Werth  in  die  erste  einsetzen;  man  erhält  dadurch: 


Diese  Formel  zeigt,  dass  stets,  wenn  drjdip,  d.  h.  die  Bahn  eines 
Massenpunktes  in  Bezug  auf  das  Attractionscentrum  gegeben  ist,  das 
Potential  der  Centralkraft  <I>  = fKdr  und  daraus  auch  die  Central- 
kraft K = d&/dr  berechnet  werden  kann.  Es  ist  bemerkenswerth, 
dass  hierzu  eine  Kenntniss  der  Geschwindigkeitsverhältnisse,  welche 
sonst  zur  Bestimmung  der  Kraft  nöthig  ist,  nicht  erfordert  wird. 

Aufgelöst  nach  dcp  giebt  die  letzte  Gleichung: 


Das  Vorzeichen  bestimmt  sich  durch  den  Anfangszustand  und 
wechselt,  wenn  die  Wurzelgrösse  durch  Null  hindurchgeht.  Die  erhaltene 
Formel  ist  von  der  Zeit  frei,  giebt  also  die  Gleichung  der  Bahn  und 
ist  stets,  sei  es  in  geschlossener  Form,  sei  es  durch  eine  Reihe,  integrabel, 
wenn  die  Kraft  K gegeben  ist. 

Den  Ort  in  der  Bahn  bestimmt  eine  Gleichung,  die  aus  der  vor- 
stehenden folgt,  wenn  man  darin  dtp  durch  dt  ausdrückt;  laut  der 
Beziehung  r7 dtp  = 2 c^dt  erhält  man: 


Auch  diese  Formel  ist  in  direct  integrabler  Form  erhalten,  das 
Bewegungsproblem  also  allgemein  vollständig  gelöst  bis  auf  die  Aus- 
rechnung, welche  die  Kenntniss  des  Gesetzes  der  Kraft  K verlangt. 
Wir  wollen  dieselbe  durchführen  für  eine  anziehende  Kraft  Ky 


(85'") 


(86) 


± dr 


(86') 


(86") 
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welche  indirect  proportional  wirkt  mit  dem  Quadrat,  der  Entfernung. 
Aus  dem  Werthe 


K=  + 


k_ 

o 

r* 


folgt  unter  Vernachlässigung  der  additiven  Constanten  das  Potential 

0 -+/**•  - 

und  die  ersten  Integralgleichungen  lauten: 


r-  dq>*  + dr'  k 
m -»dt1 “ ~r  ~ G" 


r d<p 

~2 dt  ~ C* 


(87) 


Wir  bestimmen  die  Constanten,  indem  wir  zur  Zeit  t — 0 den 
Radiusvector  gleich  r0,  die  Anfangsgeschwindigkeit  gleich  V0  und  ihre 
Richtung  normal  zu  r0  annehmen;  es  ist  dann  (dr/dt)t~0  = 0 und 
V0  = r0 w0,  falls  (o0  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  (dtp /dt),-, 
bezeichnet.  Wir  haben  demgemäss: 


m , . k 

Y r*  - 7o  = ** » 

und  falls  wir  dies  einsetzen  in  (86'): 

± dr 


V(  ?->*(*-*) 


= (l(f  . 


(87') 


Setzt,  man  1 /r  = p,  1 jr0  = p0,  so  giebt  dies  auch: 

=F  dq 


]/i?»  - ?)  (e  + ?» - 


= = dcf. 


Die  Formel  zeigt,  dass  dcpjdf)  ausser  für  p = pt>  auch  noch  ver- 
schwindet für  „ , 

_ 2 kq* 


()  = 


, — on=  o. , 
m w*  s " } 

und  o immer  zwischen  p0  und  p,  liegen  muss. 
Wir  können  demgemäss  schreiben: 

=F  dq 


V(fo-  e)  (e  ~ ed 
und  erhalten  hieraus  leicht: 


= dtp 


arccos 


Co  + e>  \ 
e o- 


2 


= e±(p, 


also 


_ c«  + e>  _ C’  ~ (t 


- COS  (c  + (p)  . 


Voigt,  Eleu.  Mechanik. 
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Ist  für  cp  = 0 p = o0,  so  wird  c = 0 und  wir  haben  nach  Wieder- 


einfuhren von  r: 

l 

r 


2 r0r, 

oder  r = (87") 

, . rt  - r0  v ' 

1 -f-  — C08V 

*•1  + r0 


Hierin  ist  — = — 5 — — ♦ 

r,  w»r„*«o  r0 

Die  Bahncurve  ist  also  ein  Kegelschnitt  bezogen  auf 
einen  Brennpunkt  als  Pol,  denn  ihre  Gleichung  stimmt  mit  der 
hierfür  gültigen 

r — p 

1 -f  e cos  ? 


überein,  in  welcher  p der  Parameter  = 2r0rJ(rl  -f-  rö),  e die  num- 
merische Excentricität  = (?*,  — r0)  / (r,  + r0)  ist.  Die  Halbaxen  a und  b 
parallel  und  normal  zur  Richtung  cp  — 0 haben,  da  p = b'j-a, 
e = e/a  — }/(«*  — b*)/a  ist,  die  Grössen: 


„ r0  + rt 
a = — - — ? 


b = yr,r0. 


Die  Bahn  ist  für  den  Fall  der  Anziehung,  d.  h.  für  k > 0,  eine 
Hyperbel,  wenn  00  > e > +1  ist,  eine  Parabel,  wenn  e = ±1,  eine 
Ellipse,  wenn  -{-1  > e > — 1,  ein  Kreis,  wenn  e — 0,  abermals  eine 
. Hyperbel,  wenn  — 1 > e > — 00.  Setzt  man  den  Werth  von  rx  in  e 
ein  und  bildet: 


e 


r,  - r0 
r , + r0 


mr0  m0-  - 


so  erkennt  man,  dass  dasselbe  sich  durch  die  Grösse  der  Centralkraft 
kjr*  und  der  Centrifugal kraft  mr0co * für  den  Zeitpunkt  t = Ü be- 
stimmt. Die  Halbaxen  drücken  sich  in  denselben  Grössen  so  aus: 


a = 


r*U 


k 



m w0*  r0 


/>* 


m (!><>- r0 


— - mw0  r„ 
r0' 


(88') 


Die  Bahn  ist  ein  Kreis,  wenn  beide  gleich  sind,  eine  Parabel,  wenn 
die  Centrifugalkraft  das  Doppelte  der  Attraction  ist,  eine  Hyperbel  oder 
Ellipse,  wenn  sie  mehr  oder  weniger  als  das  Doppelte  beträgt.  Für 
den  Fall  der  Abstossung,  d.  h.  für  k < 0,  erhält  man  stets  Hyperbeln. 
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Den  Ort  in  der  Bahn  können  wir  bei  der  Einfachheit  des  ge- 
fundenen Resultates  leicht  bestimmen,  ohne  auf  die  Gleichung  (86") 
zurückzugehen. 


Aus 


r = 


1 + e cosqp 


und  r*  ^7  = r*  co,t 


bestimmt  sich  sogleich: 


p ~ d<p 

(1  + e cosg>)* 


= r*(o0dt. 


(89) 


Die  Rechnung  wird  besonders  einfach,  wenn  man  statt  des 
Winkels  cp  (der  wahren  Anomalie)  nach  der  Figur  18  den  Winkel  « 


(die  excentrische  Anomalie),  statte 
(der  numerischen)  s (die  lineare 
Excentricität)  einführt. 

Es  ist  nach  der  Kegel- 
schnittsgleichung: 

r — p — er  cos  cp , 

zugleich  auch  _p  = öa/a,  e — s/a, 
r cos  cp  = a cos?«  — e;  daraus  folgt 
aber: 

r = a — e cos« , 
also  auch 

p 

= a — e cos  u . 

1 4-  e cos  (p 

Dies  giebt  differentiirt: 


pe  sing»  dq> 
(1  + e cosg>)2 


= e sin«  du  ; 


nach  der  Figur  ist  aber  r sirup  = b sin«,  also  wird: 

Ta — ^ — r b du 
(1  + e cosg>) 

und  daher  unsere  Gleichung  (89)  zu 

bdu(a  — e cos?«)  = r'(o0dt. 

Die  Integration  ergiebt: 

b (au  — e sin«)  = r02coj  + C. 

Während  eines  ganzen  Umganges  wächst  « um  2«,  die  Umlaufs- 


zeit  findet  sich  daher: 

2 7i  ab 

? = 2 > 
r0  t»0 

(89') 

oder,  da  nach  (88')  b*  = 

amco02r0*/k  ist,  auch:] 

i/T- 

(89") 

7 * 
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Für  denselben  Massenpunkt  verhalten  sich  demnach 
bei  verschiedenen  Anfangszuständen  die  Quadrate  der  Um- 
laufszeiten wie  die  Cuben  der  grossen  Axen.  Dasselbe  gilt 
bei  verschiedenen  Massenpunkten,  wenn  die  Attraction,  die 
von  dem  Coordinatenanfang  ausgehend  angenommen  ist, 
ihren  Massen  proportional  wirkt,  also  k den  Factor  m 
enthält. 

Wir  wenden  uns  jetzt  wieder  zu  einer  allgemeinen  Untersuchung 
und  stellen  uns  die  Aufgabe,  zu  entscheiden,  welche  von  allen 
Attractionsgesetzen,  deren  Potential  durch  eine  rationale 
Function  der  Entfernung  gegeben  ist,  unter  allen  Umstän- 
den Bewegungen  in  geschlossenen  Bahnen  verursachen,  d.  ln 
welche  bei  beliebigem  Anfangszustand  den  Massenpunkt  stets  nach 
einer  endlichen  Anzahl  von  Umläufen  um  das  Attractionscentrum  in 
die  frühere  Bahn  zurückleiten.  Nach  dieser  Fassung  der  Aufgabe 
erscheint  eine  Hyperbel,  obgleich  in’s  Unendliche  verlaufend,  als 
geschlossene  Curve,  die  Epicycloide,  obgleich  ganz  im  Endlichen  liegend, 
als  im  Allgemeinen  nicht  geschlossen.  Besitzt  die  Bahncurve  mehrere 
Zweige,  so  verlangt  unsere  Aufgabe,  dass  jeder  von  ihnen  geschlossen  sei. 
Die  Differentialgleichung  der  Bahncurve  haben  wir  in  der  Form  auf- 
gestellt (86): 


und  bringen  sie,  indem  wir  den  Werth  des  Potentiales  wieder  mit  (fr 
bezeichnen  und  die  Constante  2 ?nct"  in  c abkürzen,  in  die  einfachere 
Gestalt: 


(fr  ist  hierin  eine  rationale  Function  des  Radiusvectors  r allein. 
Auf  der  linken  Seite  steht  das  Quadrat  der  Tangente  des  Winkels 
zwischen  dem  Linienelement  ds  und  dem  Element  des  Kreisbogens 
vom  Radius  r oder  der  Cotangente  des  Winkels  x zwischen  ds  und  dr. 
Dieser  Winkel  ist  nach  der  Formel  (90)  ausschliesslich  von  r abhängig 
und  bei  einer  und  derselben  Bahn  kann  niemals  in  derselben  Ent- 
fernung vom  Attractionscentrum  der  Winkel  der  Bahn  mit  dem  Radins 
verschieden  sein. 

Hieraus  folgt  auch,  dass  der  vom  Massenpunkt  durchlaufene 
Zweig  der  Bahn  für  alle  Attractionsgesetze,  welche  im  Endlichen 
nirgends  verschwinden,  nur  ein  Maximum  (r,)  und  ein  Minimum  (r0) 
des  Radius  besitzen  kann;  denn  gäbe  es  noch  ein  drittes  (rt),  so  müsste, 


(90) 
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um  dieses  zu  erreichen,  eine  der  Entfernungen  r0  oder  r,  unter  einem 
andern  Winkel  als  / = n/2  passirt  werden,  oder  es  müsste  in  der- 
selben ein  Wendepunkt  liegen.  Ersteres  ist  mit  der  obigen  Gleichung 
nicht  verträglich,  letzteres  widerspricht  dem  Gesetz  für  die  Normal- 
componente  der  wirkenden  Kraft  (29 n): 


welche  für  unendlichen  Krümmungsradius  verschwindet. 

Es  ist  daher  längs  des  durchlaufenen  Zweiges  der  Bahn  nur  ein 
Maximum  und  ein  Minimum  für  r möglich,  die  allerdings  bei  einem 
Umlauf  öfter  erreicht  werden  können.  Da  die  Richtung  der  Bahn 
gegen  die  des  Radiusvector  nur  von  der  Länge  des  Letzteren  abhängt, 
so  folgt  daraus,  dass  die  ganze  Bahn  aus  der  Aneinanderreihung  con- 
gruenter,  zwischen  dem  grössten  und  dem  kleinsten  Radiusvector  ver- 
laufender Stücke  besteht;  ist  die  Bahn  geschlossen,  so  muss  nach 
einer  endlichen  Anzahl  von  dergleichen  ein  schon  früher  durchlaufenes 
sich  wieder  anschliessen,  d.  h.  es  muss  der  Winkel  (p  zwischen  der 
Richtung  des  grössten  und  kleinsten  Radiusvectors  ein  rationaler 
Bruchtheil  von  n sein. 

Die  Längen  des  grössten  und  kleinsten  Radiusvectors  r„  und  rt 
sind  nach  dem  Obigen  reelle  Wurzeln  der  Gleichung: 


Hierbei  liegen  zwei  Möglichkeiten  vor,  insofern  die  Wurzeln  + r„ 
und  + ?\  oder  ± r0  und  + r,  sein  können;  im  ersteren  Falle  genügt 
— r,„  — r,  der  Gleichung  nicht  und  hieraus  ist  zu  schliessen,  dass 
die  Bahncurve  keinen  Mittelpunkt  besitzt , oder  wenigstens  das 
Attractionscentrum  denselben  nicht  einnimmt.  Genügt  hingegen 
4;  r0,  + r„  so  hat  die  Curve  ihren  Mittelpunkt  im  Attractions- 
centrum. 

Nehmen  wir  zunächst  den  letzten  Fall  vor,  so  kann  man 
Gleichung  (90)  schreiben: 


wo  1J  nun  eine  rationale  Function  von  r ist,  die  für  nicht 

verschwinden  kann  und  ihrer  Dimension  nach  eine  reine  Zahl  sein 
muss.  Hieraus  folgt: 


Ar  = 


r (c,  — <P)  — 6 — 0 


(90') 


(90") 


r0r,  dr 
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Integrirt  man  dies  zwischen  r0  und  r,,  so  erhält  man  rechts  den 
Winkel  cp,  der  zwischen  der  Richtung  des  kleinsten  und  grössten 
Radiusvectors  liegt.  Dieser  Winkel  kann  nicht  von  r0  und  r,  abhängig 
sein,  wenn  die  Bahn  eine  geschlossene  ist;  denn  er  müsste  sich  dann 
bei  stetiger  Aenderung  der  r0  und  r,  selbst  stetig  ändern  und  könnte 
sonach  nicht  immer  ein  rationaler  Theil  von  n sein. 

Die  nothwendige  Bedingung  für  die  Existenz  stets  geschlossener 
Bahnen  ist  also,  dass: 


I 


rör,  dr 


r VW  - r0')  (ry  - r1) 


* ± y 


unabhängig  von  r0  und  rt  ist.  Wir  schäften  diese  Grössen  aus  den 
Integrationsgrenzen  fort,  indem  wir  setzen: 


r = 


also 


Hierdurch  wird  unser  Integral: 


lA  - ^ •• 


dr  = 


I 


dt 


yp( l - 


= = ± <P- 


Damit  dieser  Werth  von  r„  und  r,  frei  sei,  ist  die  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung,  dass  die  rationale  Function  P von  r0 
und  i\  frei  ist 

Die  Bedingung  hierfür  ist,  dass  d Pjdr0  und  dP/drt  verschwindet 
für  jeden  Werth  von  r oder  o.  Nun  kann  P schon  von  Anfang  an 
diese  Grössen  enthalten,  ausserdem  sind  sie  durch  die  Substitution 
hineingekommen;  demgemäss  muss  gelten: 


dP  dP  dr  _ 

51  r *51  * 


dr„ 


dr  di 


dP  dP  dr  _ . 

drt  dr  drt  ~~ 


Nun  bemerke  man,  dass 


dr 

drn 


r r,  — r? 

5 

rn  r*  - r0‘ 


dr 

drx 


rr,  r*  — r0* 


r * y ,£ f 1 

1 o ' \ 7 o 


ist, 


so  erkennt  man,  dass  für  eine  rationale  Function  P die  obigen  Be- 
dingungen für  beliebige  Werthe  r unmöglich  zu  erfüllen  sind,  da  das 
erste  Glied  in  Bezug  auf  r von  einem  andern  Grade  (nämlich  min- 
destens um  zwei  niedriger)  wird,  als  das  zweite;  es  muss  also  P in 
Bezug  auf  r constant  und  da  aus  dP/dr  = 0 auch  dP/dr 0 und 
d P/drx  — 0 folgt,  auch  von  allem  Anfang  frei  von  r0  und  r,  sein. 
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In  der  That  folgt  letzteres  auch  direct  aus  (90),  denn  ist  P constant, 
so  muss  es  hiernach  gleich  Eins  sein;  zugleich  findet  sich  das 
Potential  <l>  als  vom  zweiten  Grade  in  Bezug  auf  r. 

Wir  erhalten  sonach  das  erste  Resultat: 

Geschlossene  Bahncurven  mit  einem  Mittelpunkt  im 
Attractionscentrum  giebt  stets  unter  allen  Potentialen, 
welche  durch  rationale  Functionen  von  r dargestellt  sind, 
nur  dasjenige  von  der  Form  ± er\  welchem  eine  Kraft 
entspricht,  die  proportional  mit  der  Entfernung  wirkt;  der 
Winkel  zwischen  dem  grössten  und  dem  kleinsten  Radius- 
vector  der  Bahn  ist  gegeben  durch: 


Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  andern  Falle,  dass  die  Gleichung  (90') 
nur  die  beiden  Wurzeln  + r0  und  + rx  besitzt,  und  schreiben  dem- 
gemäss die  Formel  (90): 


1 (drY  _ r*(c,  - <l>)  _ ^ _ (r  - r0)  (r,  -r)P 
r"  [dtp)  — c — r0r, 


wo  abermals  P eine  rationale  Function  von  r ist,  die  für  r0^r^  rt 
weder  Null  noch  unendlich  wird  und  ihrer  Dimension  nach  eine  reine 
Zahl  ist. 

Es  folgt: 


»•i 


I 


]/rtfr,  dr 
r V>(r  - r0)  (r, 


als  der  Winkel  zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Radiusvector, 
welcher  von  r0  und  r,  unabhängig  sein  soll. 

Setzt  man  hierin,  um  rn  und  r,  aus  den  Grenzen  fortzuschaßen. 


r = 


2r0r, 


— i 


{r0  + rj  + £ (r„ - r,) 


also 


- 2r0r,(r0-  rjdg 
((n  + rx)  + (» (r0  - r,))' 


so  resultirt: 


fv¥7r= 7r±(f- 

■1 


Damit  (f  von  r0  und  r,  unabhängig  sei,  muss  dasselbe  von  P 
gelten  und  es  ist  daher  hier  dieselbe  Betrachtung  wie  im  vorigen 
Falle  anzustellen,  die  auch  auf  dasselbe  Resultat  führt:  P muss  con- 
stant gleich  Eins  sein;  <I>  folgt  daraus  vom  minus  ersten  Grade. 
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So  ergiebt  sich  der  zweite  Satz: 

Geschlossene  Bahncurven,  die  nicht  den  geometrischen 
Mittelpunkt  im  Attractionscentrum  haben,  giebt  stets  unter 
allen  Potentialen,  welche  durch  rationale  Functionen  von  r 
dargestellt  sind,  nur  dasjenige  von  der  Form  = dt  c/r, 
welchem  eine  Kraft  entspricht,  die  indirect  proportional  mit 
dem  Quadrat  der  Entfernung  wirkt;  der  Winkel  zwischen 
dem  grössten  und  kleinsten  Radiusvector  der  Bahn  ist  gege- 
ben durch: 


+ 1 


§ 13.  Die  allgemeine  Gravitation  und  ihr  Zusammenhang  mit  der 

Schwerkraft. 

Kepler  hat  aus  den  Beobachtungen  für  die  Bewegung  der 
Planeten  um  die  Sonne  die  folgenden  drei  nach  ihm  benannten  Ge- 
setze abgeleitet: 

1.  Die  Planeten  bewegen  sich  in  Ellipsen,  in  deren 
einem  Brennpunkt  die  Sonne  steht. 

2.  Die  von  den  Radienvectoren  nach  der  Sonne  be- 
strichenen Flächen  verhalten  sich  bei  jedem  einzelnen 
Planeten  wie  die  dazu  aufgewandten  Zeiten. 

3)  Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  verschiedner  Pla- 
neten verhalten  sich  wie  die  Cuben  der  grossen  Axen  ihrer 
Bahnellipsen. 

Vergleichen  wir  mit  diesen  empirischen  Gesetzen  die  im  vorigen 
Abschnitt  erhaltenen  theoretischen  Resultate  und  identificiren  wir  dabei 
„Sonne“  mit  „Attractionscentrum“,  so  erkennen  wir  Folgendes: 

Das  zweite  Kepler’sche  Gesetz  drückt  eine  allgemeine  Eigen- 
schaft aller  Bewegungen  aus,  welche  unter  der  Wirkung  von  Central- 
kräften stattfinden,  die  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  wirken 
und  deren  Grösse  nur  eine  Function  der  Entfernung  ist,  (Vergl. 
p.  95). 

Das  erste  Kepler’sche  Gesetz  wird  unter  derselben  Voraus- 
setzung von  der  Bewegung  erfüllt,  wenn  die  Kraft  anziehend  indirect 
proportional  mit  dem  Quadrat  der  Entfernung  wirkt  (vergl.  p.  98). 

Das  dritte  Kepler’sche  Gesetz  ist  gültig,  wenn  die  Kraft  über- 
dies die  angezogene  Masse  als  Factor  enthält.  (Vergl.  p.  100.) 

Es  erscheint  hiernach  als  sehr  plausibel,  dass  die  Ursache  der 
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Planetenbewegung  eine  von  der  Sonne  ausgehende  Attraction  ist,  welche 
direct  proportional  mit  der  angezogenen  Masse  und  indirect  proportional 
mit  dem  Quadrat  der  Entfernung  wirkt.  Indess  ist  dieser  Schluss 
kein  zwingender,  und  die  grosse  Wichtigkeit  der  Frage  lässt  einen 
strengen  Beweis  erwünscht  erscheinen.  Ein  solcher  wird  ermöglicht 
durch  die  merkwürdige  Eigenschaft  der  Keppler’schen  Gesetze,  die 
Kraft*  welche  die  Planetenbewegung  erhält,  so  vollständig  zu  characteri- 
siren,  dass  man  aus  ihnen  die  mathematische  Form  derselben  mit 
voller  Strenge  ableiten  kann.  Setzt  man  nämlich  voraus,  dass  man 
die  Planeten  und  die  Sonne  als  materielle  Punkte  betrachten  oder 
aber  ihre  gesammten  Massen  in  ihren  resp.  Mittelpunkten  vereinigt 
denken  darf  — Annahmen,  über  welche  in  einem  spätern  Abschnitte 
zu  reden  sein  wird  — ferner,  dass  man  die  Sonne  als  stillstehend 
ansehen  kann  — was  im  nächsten  Abschnitt  erörtert  werden  wird,  so 
folgt  aus  dem  zweiten  Kepler’schen  Gesetz,  dass  die  Planeten  während 
ihrer  Bewegung  eine  Kraft  erfahren,  die  immer  nach  der  Sonne  hin 
gerichtet  ist,  aus  dem  ersten,  dass  sie  anziehend  wirkt  und  indirect 
proportional  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  abnimmt,  aus  dem 
dritten,  dass  sie  den  Massen  der  Planeten  proportional  ist. 

Den  Ausdruck  für  das  zweite  Kepler’sche  Gesetz  haben  wir  schon 
in  Gleichung  (85)  erkannt,  welche  lautete: 


d~y  d:x  n 

xw  ~ »di’-  = 0 


Vorausgesetzt,  dass  die  XY-  zur  Bahnebene  gewählt  ist  und  die 
Badienvectoren  nach  den  Coordinatenanfang  gezogen  sind,  in  dem  wir 
uns,  gemäss  dem  Kepler’schen  Gesetz,  die  Sonne  denken  müssen. 

Vergleicht  man  hiermit  die  für  eine  ebene  Bewegung  geltenden 
allgemeinen  Differentialgleichungen 


in 


d!x 

dl* 


so  erkennt  man,  dass  für  Kräfte,  welche  das  obige  Gesetz  befolgen, 
die  Beziehung  gelten  muss: 


X:Y  — x:y\ 

diese  sagt  aus:  die  Kichtung  der  Kraft  liegt  überall  in  dem 
Radiusvector  nach  dem  Coordinatenanfang,  d.  h.  nach  der 
Sonne. 

Man  wird  daher  die  Sonne  als  Sitz  oder  Ursache  der  Kraft, 
d.  h.  als  Attractionscentrum,  betrachten  dürfen. 
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Demgemäss  drückt  sich  nun  aus: 


und  haben  wir: 


m 


d*x 
dt * 


r=  - k.  y , 

r 


d'y 

mdF  ~ 


- K » 


Ein  negativer  Werth  von  K entspricht  hierbei  der  Abstossung, 
ein  positiver  der  Anziehung. 

Nach  (85'")  gilt  ferner  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  in 
der  Form: 

in  d(V *)  m d ( , (dyV 

~2~dT  ~~  2 (dt)  + ~ ~ A dt’ 

während  gleichzeitig  der  Ausdruck  des  zweiten  Kepler’schen  Gesetzes 
in  Polarcoordinaten  ist: 

r*  dtp  __ 

2 dt  ~ C" 


Durch  Combination  beider  Gleichungen  folgt: 


m d /4c,1  /dr\*\  __  ,,  dr 

2 ^ r4  f j dt  ’ 


oder  wenn  man  die  Differentiation  ausführt  und  beiderseitig  mit  mdrjdt 
dividirt: 


4 c.'J  d*r  _ _ A 

r3  dt*  ~ m 


(91) 


Bis  hierher  ist  nichts  als  der  zweite  Kepler’sche  Satz  benutzt 
worden.  Nach  dem  ersten  ist  die  Bahngleichung  von  der  Form: 


1 -f  e cos  v 

oder,  falls  man  rcosy  = x setzt,  d.  h.  die  A-Axe  mit  der  grossen 
Axe  der  Ellipse  zusammenfallend  denkt,  von  der  anderen: 

b*  — xt 

r — p — ex  — • 

1 a 

Es  folgt  also: 


d ‘r  d " x , e x , p — r 

TP  ~ ~ 6 Tr?  — + K ~ = + K » 

dt  dt * mr  mr 


und  durch  Einsetzen  dieses  Werthes  in  (91): 


*-+**£■ 

Pr 


(91') 
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Dies  Resultat  zeigt,  dass  die  Kraft  für  einen  und  denselben 
Planeten  — denn  nur  für  diesen  ist  in,  c 4 und  p constant  — mit 
der  Entfernung  von  der  Sonne  an  Grösse  wechselt,  nämlich 
dem  Quadrat  derselben  indirect  proportional  und  stets 
positiv,  also  eine  Anziehung  ist. 

Das  dritte  Iveplersche  Gesetz  anzuwenden,  folgern  wir  aus  der 
Constanz  der  Flächengeschwindigkeit  (£>  = ct),  dass  die  ganze  umlaufene 
Fläche  F mit  der  Umlaufszeit  T in  dem  Zusammenhang  steht: 

F = ctT. 

Nun  ist  aber  F=  xab,  also 

7T  ab  n b * 

rt  = — =—  > ferner  p — — 

r a 

und  hiernach 

Ä = (91") 


Dies  gilt  für  einen  Planeten,  für  einen  andern  hingegen,  indem 
die  für  ihn  abweichenden  Grössen  durch  den  unteren  Index  aus- 
gezeichnet werden: 


Es  soll  aber  nach  dem  dritten  Kepler’schen  Gesetz  für  zwei 
Planeten  die  Beziehung  a'jT  = a*j T*  bestehen,  daraus  folgt,  dass  gilt: 


„ „ m m, 

A : A,  = — : — > 
r r* 


d.  h.  dass  die  auf  verschiedene  Planeten  ausgeübten  Kräfte 
bei  gleichen  Entfernungen  ihren  Massen  proportional  sind. 

Wir  können  sonach  für  einen  beliebigen  Planeten  mit  aller 
Strenge  den  Werth  der  Kraft  schreiben: 


wo  f'  ein  für  alle  Planeten  gemeinschaftlicher  Factor  ist. 

Bis  hierher  ist  nichts  anderes  als  die  drei  Kepler’schen  Gesetze 
angewandt;  die  weiteren  Folgerungen  benutzen  noch  andere  Hülfsmittel. 
Die  Proportionalität  der  auf  die  Planeten  ausgeübten  Kraft  mit  deren 
Masse  erklären  wir  uns  durch  die  Annahme,  dass  die  Wirkung  direct 
auf  die  einzelnen  Massenelemente  statttindet,  gleiche  Massen  in  gleichen 
Entfernungen  gleiche  Wirkungen  erfahren  und  das,  was  wir  beobachten, 
die  Summe  aller  Einzelwirkungen  ist.  Diese  Annahme  führt  zu  wei- 
teren Folgerungen. 

Es  gilt  nämlich  für  Centralkräfte  der  im  nächsten  Abschnitt  zu 
beweisende  Satz,  dass  mit  derselben  Stärke,  mit  der  ein  Massenpunkt 
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m,  einen  zweiten  m*  anzieht,  auch  der  erstere  von  letzterem  angezogen 
wird.  K ist  hiernach  auch  die  Kraft,  mit  welcher  die  Sonne  von  jenem 
Planeten  angezogen  wird.  Da  nun  die  Kraft  auf  die  einzelnen  Massen- 
elemente  ausgeübt  gedacht  wird  und  daher  mit  der  angezogenen  Masse 
proportional  sein  soll,  so  muss  f'  den  Factor  M,  d.  i.  die  Masse  der 
Sonne,  enthalten  und  sich  schreiben  lassen: 

K-+ftg,  (91"') 

also  die  im  Sonnensystem  wirkende  Kraft  dem  Product  aus  angezogener 
und  anziehender  Masse  proportional  sein. 

Die  so  gefundene  Formel  mit  demselben  Werth  der  Con- 
stanten  f übertragen  wir  nun  nicht  nur  auf  die  Wirkung 
zwischen  zwei  Planeten,  sondern  auch  auf  die  zwischen  ver- 
schiedenen Fixsternen,  endlich  auch  auf  die  zwischen  zwei 
beliebigen  Massen,  indem  wir  alle  Materie  als  in  dieser  Hin- 
sicht von  gleicher  Art  annehmen.  Das  hierin  enthaltene  Attractions- 
gesetz  führt  den  Namen  des  Newton’schen  Gravitationsgesetzes. 
Diese  Uebertragungen  sind  aber  hypothetisch  und  bedürfen  streng  ge- 
nommen des  Nachweises  durch  die  Beobachtung,  der  aber  nur  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  zu  erbringen  ist.  Die  Schwierigkeit  liegt  darin,  dass  die 
gegenseitige  Attraction  von  Körpern,  deren  Grösse  sie  dem  Experiment 
zugänglich  macht,  eine  so  kleine  ist,  dass  unsere  Beobachtungsmittel 
zu  ihrem  Nachweis  und  ihrer  Messung  nur  nothdürftig  ausreichen. 

Die  eigentliche  classische  Prüfung  der  Biehtigkeit  unserer  Hypo- 
these, dass  die  Gravitation  eine  gemeinsame  Eigenschaft  aller  Massen, 
der  ganzen  Weltkörper,  ebenso  wie  der  kleinsten  Bruchstücke  ist,  liefert 
die  Vergleichung  derjenigen  Kraft,  welche  die  Erde  auf  beliebige 
Körper  an  ihrer  Oberfläche  ausübt  und  welche  wir  als  Schwerkraft 
bezeichnen,  mit  derjenigen,  welcher  der  Mond  unterliegt  und  die  seine 
Bahn  um  die  Erde  bestimmt. 

In  einem  späteren  Abschnitt  wird  bewiesen  werden,  dass  die 
Attraction  einer  in  concentrischen  Schichten  homogenen  Kugel  — als 
welche  wir  die  Erde  angenähert  betrachten  können  — auf  ausserhalb, 
gleichviel  wie  nahe  der  Oberfläche  liegende  Massenpunkte  dieselbe  ist, 
als  wenn  die  ganze  Erdmasse  im  Centrum  vereinigt  wäre.  Nehmen  wir 
diesen  Satz  voraus,  so  können  wir  die  Wirkung,  welche  die  Erde  auf 
einen  beliebigen  Körper  an  ihrer  Oberfläche  — der  jedenfalls  gegenüber 
dem  Erdradius  als  materieller  Punkt  anzusehen  ist  — ausübt,  ebenso 
nach  dem  Newton’schen  Gesetz  ausdrücken , wie  die  auf  den  Mond 
stattfindende,  und  untersuchen,  ob  beide  auf  denselben  Werth  des 
Factors  f führen. 


Digilized  by  Google 


§13.  Die  allgemeine  Gravitation  und  ihr  Zusammenhang  etc.  109 


Sei  r,  vi  Entfernung  und  Masse  des  Körpers  an  der  Erdober- 
fläche, r,,  ml  das  Entsprechende  für  den  Mond,  M die  Masse,  R der 
Radius  der  Erde,  dann  ist: 


K 


Kx 


Mm. 

/ ~yr  J 
' 1 


die  Beschleunigungen  erhalten  wir  daraus  durch  Division  mit  den  an- 
gezogenen  Massen,  nämlich,  da  wir  r mit  R vertauschen  können: 


« _ f X , 


Soll  also  die  eine  wie  die  andere  Kraft  auf  dieselbe  Constante  f 
führen,  so  muss  gelten: 

B:BX  = rx : K\ 


Nun  ist  aber  die  Beschleunigung  B in  Folge  der  Anziehung  der 
Erde  an  der  Erdoberfläche  identisch  mit  der  früher  durch  den  Buch- 
staben rjn  bezeichneten  Grösse,  nämlich  dem  durch  Fall  versuche  be- 
stimmten Werthe,  der  befreit  ist  von  der  Wirkung  der  Centrifugalkraft, 
zugleich  nahezu  der  Werth,  wie  er  an  den  Polen  direct  beobachtet 
werden  würde  — eine  uns  bekannte  Constante,  in  (cm,  sec.)  gegeben, 
im  Mittel  etwa  gleich  982.  Bn  die  Beschleunigung  des  Mondes,  be- 
rechnet sich,  wenn  man  die  Mondbahn  als  kreisförmig  und  ent- 
sprechend die  Mondgeschwindigkeit  als  constant  ansieht,  sehr  einfach 
nach  dem  zweiten  Satz  auf  p.  23  gleich  dem  Werthe  der  Centrifugal- 
beschleunigung: 


Setzt  man  dies  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  erhält  man: 


ffo  = 


in-  7’, 3 

~T*lP 


als  die  Bedingung  dafür,  dass  der  fallende  Körper  an  der  Erdoberfläche 
und  der  Mond  in  seiner  Bahn  unter  der  Wirkung  derselben  Kraft 
stehen. 

Für  die  Berechnung  der  rechten  Seite  benutzen  wir,  dass  R/rx 
die  in  der  Astronomie  direct  beobachtete  sogenannte  Horizontalparall- 
axe des  Mondes  ist,  nämlich 'der  Winkel,  den  die  beiden  Radien- 

vectoren  vom  Beobachter  und  vom  Erdcentrum  miteinander  bilden, 

wenn  der  Mond  für  den  Beobachter  im  Horizont  steht;  ihr  Werth  ist 
p = 57'  20"  = 0,01667;  wir  fügen  hinzu  den  mittleren  Werth  des 
Erdradius  mit  6370  km,  die  Umlaufszeit  des  Mondes  mit  27,32  Tagen. 
Mit  diesen  Werthen  berechnet  findet  sich  die  rechte  Seite  gleich 

975  cm,  ein  Werth,  der  dem  beobachteten  982  so  nahe  liegt,  dass 

man  die  Bestätigung  als  eine  vollkommene  ansehen  kann. 
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Die  Gültigkeit  des  Newton’schen  Gesetzes  für  die  zwischen  den 
verschiedenen  Weltkörpern  ausgeübten  Wirkungen  ist  durch  die 
modernen  Mittel  der  experimentellen  Astronomie  in  allen  Anwendungen 
auf  das  Vollkommenste  bestätigt  worden.  Als  einer  der  glänzendsten 
Beweise  hierfür  gilt  mit  Recht  die  Entdeckung  des  Neptun,  des  von 
der  Sonne  entferntesten  Planeten,  den  wir  gegenwärtig  kennen. 

Unregelmässigkeiten  im  Gang  des  bisher  als  äusserster  der  Pla- 
neten bekannten  Uranus,  welche  in  den  ersten  Decennien  dieses  Jahr- 
hunderts beobachtet  worden  waren,  Hessen  sich  durch  Störungen  seitens 
der  der  Sonne  näheren  Planeten  nicht  erklären  und  verschiedene 
Astronomen  fassten  die  Ansicht,  dass  ihre  Ursache  die  Anziehung  eines 
noch  weiter  von  der  Sonne  entfernten  bisher  unbekannten  Planeten 
sein  möchte;  so  zuerst  (1838)  Bessel,  der  seinen  Schüler  Flemming 
mit  der  theoretischen  Bearbeitung  der  Frage  beauftragte;  indessen 
starb  jener  über  den  Vorarbeiten.  Um  1843  und  1845  beschäftigten 
sich  Adams  in  Cambridge  und  Leverrier  in  Paris  mit  der  Aufgabe  und 
beide  gelangten  hinsichtlich  des  Ortes  und  der  Bahn  des  unbekannten 
Planeten  zu  nahe  gleichen  Resultaten.  Von  Leverrier  aufgefordert, 
untersuchte  im  September  1846  Galle  in  Berlin  die  Umgegend  des 
durch  die  Theorie  vorhergesagten  augenblicklichen  Ortes  des  Planeten 
und  fand  jenen  in  der  That  kaum  um  einen  Grad  von  der  durch 
Leverrier  berechneten  Stelle  entfernt. 


§ 14.  Zwei  freie  Massenpunkte  unter  der  Wirkung  gegenseitiger 
Anziehung  oder  Abstossung.  Massenmittelpunkt.  Stoss  zweier 

Massenpunkte. 

Wir  beginnen  mit  der  Definition  des  Massenmittelpunktes. 

Der  geometrische  Mittelpunkt  des  Abstandes  zweier  Punkte  mit 
den  Coordinaten  xn  yn  x,  und  x,,  x3  hat  bekanntlich  Coordinaten 
t],  £,  die  gegeben  sind  durch 

f.  + x3  ..  Vi  + Vi  <.  + *« 

£ = *(  = — j-.  * = — r ' 


Diese  Formeln  erweiternd,  können  wir  für  beliebig  viele  (»)  Punkte 
als  Mittelpunkt  denjenigen  bezeichnen,  dessen  Coordinaten  sind: 

c.  x3  + xt  + • • • + x„  yt  + yt  4*  • * • + y„  ..  + &*+•••  + *„ 

£ = 1 v = > * = 


Hierbei  sind  alle  Punkte  als  vollkommen  gleichartig  behandelt; 
ist  aber  der  eine  als  durch  Zusammenrücken  von  m, , der  andere 
von  mt  u.  s.  f.  gleichen  Punkten  entstanden,  wie  z.  B.  wenn  der  eine 
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die  Masse  m,,  der  andere  die  Masse  mt  besitzt,  so  werden  die  gleichen 
Coordinaten  in  diesen  Formeln  mit  den  Factoren  «i„  mt . . . auftreten, 
und  die  obige  Definition  wird  werden  zu 

t mxxx  + m*x.,  + • • • -H  m,Xj 

* mx  + m.,  + • • • -f  w, 

oder,  kürzer  geschrieben,  zu 

. ^mhxh  ^mhyh 

C — , t/  — - — , 

Den  so  definirten  Punkt  nennen  wir  den  Mittelpunkt  des 
Massensystems  m,,  mt . . . m,,  oder  kurz  seinen  Massenmittelpunkt. 
Derselbe  ist  keineswegs  selbst  ein  Massenpunkt,  sondern  nichts  als  ein 
geometrischer  Ort,  aber  seine  Einführung  ist  geeignet,  manche  der 
weiter  abzuleitenden  Resultate  anschaulich  auszusprechen. 

Hier  bemerken  wir  vorbereitend  nur  dieses.  Gehören  die  Massen- 
punkte einem  bewegten  System  an,  so  wird  auch  der  Massenmittel- 
punkt nicht  ruhen;  wir  erhalten  seine  Geschwindigkeit«-  und  Be- 
schleunigungscomponenten  durch  die  aus  den  vorstehenden  durch 
Differentiation  folgenden  Formeln: 


u.  s.  f. 


s 


(92) 


d} 

dt 

dn 

dt- 


dxh 


^ i d ' X), 


d f]  VT'  VT"1 

d~  n «—1 


dy>, 
dt  ’ 


d *.  dXh 

2jmh  = J>j>nh~—-’ 


dt 

dl 

dt 


dt 


w 's.  d* Xi, 


(92' 


Nunmehr  wenden  wir  uns  dem  in  der  Ueberschrift  genannten 
Problem  zu,  dessen  Wichtigkeit  durch  die  Ueberlegung  erhellt,  dass 
wir  ein  absolut  festes  Attractionscentrum  in  der  Natur  nirgends  haben, 
beispielsweise  alle  im  Sonnensystem  nach  dem  Newton’schen  Gesetz 
wirkenden  Massen  in  Bewegung  sind,  und  es  eine  willkürliche  nur 
eben  zur  Vereinfachung  der  Rechnung  eingeführte  Fiction  war,  wenn 
wir  oben  die  Sonne  als  ein  ruhendes  Attractionscentrum  behandelt 
haben.  Wie  wir  sehen  werden,  sind  die  dadurch  früher  gefundenen 
(Kepler’schen)  Gesetze  der  Planetenbewegung  nur  eine  erste,  aller- 
dings sehr  bedeutende  Annäherung  an  die  Wirklichkeit;  die  neuen 
Betrachtungen  liefern  uns  eine  zweite  Annäherung  und  damit  ein 
Urtheil  über  die  Grenzen  der  Gültigkeit  jener  ersten.  Eine  dritte 
Annäherung  würde  sich  durch  Berücksichtigung  der  gegenseitigen  An- 
ziehung der  Planeten  ergeben. 

Ziehen  zwei  Massenpunkte  ml  und  mt  sich  gegenseitig  parallel 
ihrer  Verbindungslinie  an  oder  stossen  sie  sich  ebenso  ab,  so  gilt  der 
Satz,  dass  die  auf  beide  ausgeübten  Kräfte  gleich  und  entgegengesetzt 
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gerichtet  sein  müssen.  Derselbe  beweist  sich,  indem  man  die  beiden 
freien  Massenpunkte  durch  eine  starre  Linie  verbunden  denkt  und  das 
hierdurch  erhaltene  starre  System  betrachtet.  Wenn  dann  die  Kraft, 
welche  mv  von  m,  erfahrt,  von  derjenigen  verschieden  wäre,  welche 
ma  von  ml  erleidet,  so  würden  sich  diese  auf  das  starre  System  wir- 
kenden Kräfte,  wie  im  nächsten  Theil  ausführlicher  erörtert  werden 
wird,  zu  einer  parallel  der  Verbindungslinie  wirkenden  endlichen  Re- 
sultirenden  zusammensetzen,  welche  das  starre  System  in  einer  gleich- 
förmig beschleunigten  Bewegung  forttreiben  müsste.  Da  aber  nach  dem 
an  die  Spitze  dieser  ganzen  Entwickelung  gestellten  Trägheitsprincip 
eine  Masse  ihren  Bewegungszustand  nicht  ohne  äussere  Ursache  ver- 
ändert, so  können  die  auf  ml  und  m*  wirkenden  Kräfte  keine  endliche 
Resultirende  haben,  sondern  müssen  entgegengesetzt  gleich  sein.  Man 
nennt  diesen  Satz  das  Princip  der  Gleichheit  von  Wirkung 
(actio)  und  Gegenwirkung  (reactio). 

Eine  der  vorstehenden  analoge  Betrachtung  ergiebt,  dass  zwei 
Massenpunkte  nicht  Kräfte  auf  einander  ausüben  können,  deren  Rich- 
tung eine  andere  als  die  der  Verbindungslinie  ist,  falls  nicht  noch 
ausserdem  drehende  Wirkungen  von  dem  einen  direct  auf  den  anderen 
stattfinden.  Denn  sonst  würde  das  wie  vorstehend  hergestellte  System 
von  selbst  in  immer  beschleunigte  Rotation  gerathen.  Hiervon  werden 
wir  später  noch  einmal  zu  sprechen  haben. 

Die  beiden  Massenpunkte  ml  und  m.  mögen  die  Coordinaten 
xt,yl}  xx  und  yt1  xt  haben,  dann  ist  die  Länge  rlt  ihrer  Verbindungs- 
linie, die  wir  weiter  als  eine  stets  positive  Grösse  betrachten,  gegeben  durch: 

= (x,  — xxy  -f  (y9  — yty  -}-  {zt  — 

Die  Cosinus  ihrer  Richtungswinkel  gegen  die  Coordinatenaxen  sind: 


x9  xt 

, 


, y9  - ?/. 

± 1 


H > 


r„  v | s 


positiv  oder  negativ  gerechnet,  jenachdem  man  rlt  die  Richtung  von 
m,  nach  mt  oder  umgekehrt  beilegt. 

Da  die  Kräfte  in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  liegen  und 
entgegengesetzt  gleich  sind,  so  werden  sich  die  Bewegungsgleichungen 
folgendermassen  schreiben : 


m, 

«-.r, 

+ K 

xa  X, 

dt' 

) 

mx 

II 

£1*4» 

<bh* 

+ K 

y*-  y*  f 

)Ht 

mx 

drxl 

+ K 

Xt  Xy  _ 

mt 

dt 1 

7 

drxi  v x,  - xt 

-jrr  — — A > 

dt * r,. 

&y%  __  _ xy-~  i 


d'Xj 

Iv 


= - K 


r „ 

A'2  Xx 

rlt 


(93) 


Ein  positiver  Werth  von  K entspricht  darin  einer  Anziehung,  ein 
negativer  einer  Abstossung. 
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Es  handelt  sich  darum,  die  integrabeln  Combinafcionen  aus  diesen 
Gleichungen  zu  bilden. 

Addirt  man  die  je  zwei  in  einer  Zeile  stehenden  Formeln,  so  er- 
hält man: 


mx 


d'X , 
dt* 


+ »i, 


d*xt 

di 7 


d*yx 

m'  dt*  + m' 
d*z , 

m'  Jr;  + m. 


d'y, 
dt* 
d*xt 
dt 5 


0, 

0. 


(93') 


Nach  (92')  sagen  diese  Gleichungen  aus,  dass  die  Bewegung 
des  Massenmittelpunktes  ohne  Beschleunigung,  d.  h.  mit 
constanter  Geschwindigkeit  in  gerader  Linie  stattfindet. 
Dieses  Resultat  trägt  den  Namen  des  Satzes  von  der  Erhaltung 
der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes.  Durch  Integration 
folgt  aus  (93'): 

£ (m,  + mt)  — m , x,  -f-  m,,xt  = ut  + ci  , 

V (m,  -f  m3)  = mxyt  + mfy3  = ßt  -j-  ß' , (93") 

£ (m,  + w*)  = mx  z,  -j~  m3zt  = yt  -f-  y . 


Hierin  stellen  a,  ß , y die  Anfangsgeschwindigkeiten  des  Massen- 
mittelpunktes dar;  dieselben  sind  gleich  Null,  wenn  für  die  Anfangs- 
geschwindigkeiten an  blt  ox  und  b3)  c3  der  beiden  Massenpunkte  die 
Gleichungen  gelten: 

mial  = — mxbl  — — m.,b„,  mxcx  = — m2c2. 

Aus  ihnen  folgt,  dass,  um  den  Massenmittelpunkt  dauernd  ruhen  zu 
lassen,  die  Anfangsgeschwindigkeiten  der  Massen  mx  und  in,  von  ent- 
gegengesetzter Richtung  und  den  bezüglichen  Massen  umgekehrt  pro- 
portional sein  müssen. 

Einen  zweiten  allgemeinen  Integralsatz  erhalten  wir,  wenn  wir  die 
zweiten  Gleichungen  (93)  resp.  mit  — zx,  —zt,  die  ersten  mit  + yx , H - yt 
multipliciren  und  alle  vier  addiren.  Es  resultirt  so: 


mx 


L 

\y'  dt!  Vi  dt v 


I I 

+m’\  y>sF 


/V» 


= o 

dt* ) 


(94) 


Die  beiden  in  mx  und  multiplicirten  Ausdrücke  sind  gemäss  dem 
zu  Gleichung  (85')  Gesagten  das  Doppelte  der  „Flächenbeschleu- 
nigungen“ für  die  Projection  der  Bewegung  auf  die  FZ- Ebene.  Be- 
zeichnet man  die  bezüglichen  Flächengeschwindigkeiten  mit  £2?  und  £2./, 
so  erhält  man: 

-2  d (m,  ii?  + m2  £2?)  = 0 , 

Voigt,  Elem.  Mechanik.  8 
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also  nach  ausgeführter  Integration: 


analog  auch: 
und 


m,  ß*  + mt  ß./  = A , 
m,  ß,v  + w,  ßtv  = B, 
ra,  ß,*  -f  mt  ß/  = C. 


(94') 


Die  drei  Integrationsconstanten  A,  B,  C bestimmen  sich  durch  den 
Anfangszustand. 

Diese  drei  Gleichungen , welche  aussagen,  dass  für  unser  System 
die  Summen  der  Producte  aus  der  Masse  und  der  auf  die  Coordinaten- 
ebenen  projicirten  Flächengeschwindigkeit  constante  Werthe  haben, 
sprechen  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Flächengeschwin- 
digkeit für  zwei  freie  Massenpunkte  aus.  Setzt  man  die 
Gleichung  (93')  für  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  voraus,  so 
sind  die  Gleichungen  (94')  nicht  von  einander  unabhängig.  Geht  man 
nämlich  auf  ihre  erste  Form 


/ d"xx  d'yA  I d-x.  d'-yA  , „ o 

(//»  -jj*  — jj-r ) ~ ~ [V*  ~dl*  ~ Z‘  dtr ) U*  S‘ 


zurück  und  multiplicirt  diese  Gleichungen  mit  den  aus  (93')  folgenden 
Beziehungen: 


m, 


dixx 
dt 4 


d'X«  n 

m»  U.  S.  I. 

' dt- 


und  addirt  die  Resultate,  so  erhält  man  auf  beiden  Seiten  identisch  Null. 

Diesen  beiden  allgemeinen  Sätzen  ordnet  sich  ein  dritter  zu,  den 
man  erhält,  wenn  man  die  sechs  Formeln  (93)  mit  den  Factoren 
( dx,/dt ) dt  = dxx , {dyxjdt)  dt  = dyx , u.  s.  f.  zusammenfasst.  Man  erhält  so: 


d_ 

dt 


( Fi*  , F.s\  ,, 

( w,  ~y  + J dt  = 


K 


— — [(®*  — xi) d — x>)  + (y* — ?/«) d ( ?/* — tA)  + (** — -i) d (z*  — *.)]• 


(95) 


Da  rj  — {xt  — x,y  -f-  (/y4  — yxy  + (*4  — xty  ist,  so  ist  die  vollständige 
Aenderung  r/r]4,  welche  r14  in  Folge  der  Bewegung  von  mt  und  m. 
während  dt  erleidet,  gegeben  durch: 


rltdrM  = {x„  — z.)  d {x„  — xx)  + (?y2  — d {y,  — yx)  + {z,  — *,)  d {zt  — xx) , 
und  wir  können  die  obige  Gleichung  auch  schreiben: 

d + m*lt)  = “ Kdr™-  (95') 

Hierin  ist,  wie  die  linke,  so  auch  die  rechte  Seite  ein  vollständiges 
Differential;  bezeichnen  wir  dasselbe  mit  —d<l>,  so  ist  </>  als  das 
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Potential  der  Wechselwirkung  zwischen  w,  und  m2  zu  bezeichnen  und 
es  gelten  die  Beziehungen: 


a<J> 

d<l> 

r,  d(p 

dxl  7 

- y;  = 

dy>' 

Zl  - dxt  7 

d>l> 

- r,= 

d<t> 

y d& 

äv 

dy.7 

s_  dx,7 

(95") 


d.  h.  die  auf  beide  Massenpunkte  ausgeübten  Kräfte  sind  durch  die 
negativen  partiellen  Difierentialquotienten  des  Potentiales  nach  den 
resp.  Coordinaten  gegeben. 

Führt  man  für  die  lebendigen  Kräfte  die  frühere  Bezeichnung 
0,  ein  und  setzt  die  gesammte  lebendige  Kraft  des  Systems 


so  nimmt  unsere  Gleichung  die  Form  an: 

= - d<l>, 

oder  unter  Einführung  der  Energie  E als  Summe  von  lebendiger  Kraft 
und  Potential: 

dE=d{W+  </>)  = 0,  (95"') 

d.  h.  E — Const. 

Diese  Gleichung,  welche  eine  allgemeinere  Form  der  in  § 12  ab- 
geleiteten Formel  (84")  darstellt,  nennt  man  den  Satz  von  der  Er- 
haltung der  Energie  für  zwei  freie  Massenpunkte.  Bezüglich 
ihrer  Bedeutung  kann  auf  das  zu  Gleichung  (82)  Gesagte  verwiesen 
werden. 

Die  im  Vorstehenden  entwickelten  drei  allgemeinen  Sätze  reprä- 
sentiren  die  sechs  Combinationen  der  Bewegungsgleichungen,  welche 
die  erste  Integration  gestatten.  Von  ihnen  wäre  also  auszugehen,  um 
das  Problem  der  Bewegung  beider  Punkte  methodisch  zu  lösen. 

Wir  wollen  indess  einen  andern  Weg  einschlagen,  der  das  vor- 
liegende Problem  auf  dasjenige  der  Bewegung  eines  Massenpunktes 
unter  der  Wirkung  eines  festen  Attractionscentrums  zurückführt. 

Dividiren  wir  das  erste  Tripel  Gleichungen  (93)  durch  m„  das 
zweite  durch  m2  und  subtrahiren  von  den  je  in  einer  Beihe  stehenden 
die  erste  von  der  zweiten,  dann  folgt: 


d*(xt  — #,) 

jr  m,  + 

x,  - x , 

dt" 

Si. 

•0 

I 

«sS 

1 

m , + m. 

. */*  ~ //> 

dt- 

mx  m. 

rx2 

d-(x2  - 

j-  ml  + m, 

x2  — X, 

dt * 

*"■  mvm. 

rls 

Digilized  by  Google 


116 


Mechanik  materieller  Punkte. 


Diese  Gleichungen  haben  eine  einfache  Bedeutung;  da  (x3—  xx\ 
(//*—  lh)i  (*»■—*.)  die  relativen  Coordinaten  des  Massenpunktes  mt  in 
Bezug  auf  m1  sind,  so  stellen  die  Gleichungen  die  relative  Bewegung 
von  m3  gegen  m,  dar,  d.  h.  das  Gesetz,  welches  ausd rückt,  wie  sich  m. 
für  einen  mit  mx  bewegten  Beobachter  zu  verhalten  scheint. 

Vergleichen  wir  diese  Formeln  mit  (84)  in  § 12,  so  erkennen  wir: 
die  relative  Bewegung  von  mt  gegen  m1  findet  ebenso  statt, 
als  wenn  mx  ruhte  und  die  auf  rn.  wirkende  Kraft  im  Ver- 
hältnis (m1  + vergrössert  wäre. 

Vertauscht  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  das  Vor- 
zeichen, so  erhält  man  den  analogen  Satz  für  die  Bewegung  von  mx 
relativ  zu  mt. 

Diese  scheinbare  Vergrösserung  der  wirkenden  Kraft  spricht  sich 
besonders  einfach  aus,  wenn,  wie  bei  dem  Kewton’schen  Gesetz,  die 
Kraft  K mit  den  sich  anziehenden  Massen  proportional  ist,  z.  B.: 

K = mx  mt  F(r  ,„) . 

Dann  findet  die  Bewegung  von  mt  relativ  zu  mx  so  statt,  als  wenn 
in  letzterem  Punkte  die  Masse  m,  4-  m,  concentrirt  wäre;  im  Uebrigen 
gelten  alle  für  ein  ruhendes  Attractionscentrum  gefundenen  Resultate. 

Für  die  Umlaufszeit  können  wir  hiernach  zum  Beispiel  im  Falle 

der  Newton’schen  Gravitation  den  Werth  sogleich  hinschreiben.  Ist 

wieder:  , , 

v fm,m9 k 


so  gilt  nach  (89"): 


r = 2»]/i 


a 


f (?/>,  -(-  ffl;) 


(96') 


Ist  etwa  die  Masse  der  Sonne  und  sind  mt ',  ml'  die 

Massen  der  angezogenen  Planeten,  so  erkennt  man,  dass  für  die 
relativen  Umlaufszeiten  der  letzteren  gegen  die  Sonne  die  Beziehungen 
stattfinden: 

rt' * /»,* 

V : r* : T"2 : . • . = — : — - — 7 : — - — : . . . , (96") 

mx  -f  in.,  mx  + in.,  mx  4 - v ' 

eine  Formel,  die  nur  insoweit  in  Kepler’s  drittes  Gesetz  übergeht, 
als  die  Planetenmassen  neben  der  Sonnenmasse  zu  vernachlässigen  sind. 

Ist  sonach  das  Problem  der  relativen  Bewegungen  auf  früher 
schon  Erledigtes  zurückgeführt , so  ist  dadurch  für  die  absolute 
doch  noch  nichts  gewonnen;  um  deren  Gesetze  zu  übersehen,  führen 
wir  ein  neues  Coordinatensystem  ein,  dessen  Axen  den  absolut  festen 
parallel  sind  und  dessen  Anfangspunkt  sich  mit  dem  Massenmittelpunkt 
des  Systems,  also  gleichförmig  in  gerader  Linie,  fortbewegt.  Es  ist  dann 

x\  — £ + £,  > — V + Vi  i ^,  = £ + 4,, , 

x° ==  £ "f"  ij?  > f/i  ~ i]  ~\~  Vi  > ==:  4 -t-  4?  > 
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wobei  f,  ?],  C die  oben  benutzte  Bedeutung  haben;  daraus  folgt: 

f.  ™t(pct  - xt)  f.  mx(xt  - xx)  „ Ä c 

gl  — . 7 W2  U»  S*  !• 

ö mx  + m.2  * mx  + m2 


und  demgemäss  werden  auch  die  Badienvectoren  vom  Massenmittel- 
punkt nach  den  Massenpunkten  ml  und  m, 

fn2r12  mlvli 

p,  = i p,  = — • 

* mx  4-  m,  v m,+  m. 


Führt  man  diese  Werthe  in  das  System  (96)  ein,  so  ergiebt  sich: 


m1 


d'St 

dt- 


m,  + m, 
m. 


in,  4-  m2 
m. 


u.  s.  f.,  worin  die  zu  K gefügte  Klammer  bezeichnet,  dass  in  dieser 
Function  rit  resp.  durch 


•ntj  4-  m2 


m. 


, m,+  in, 

p,  oder  — p , 

; m," 


ersetzt  ist 

Vergleicht  man  die  so  erhaltenen  Formeln  mit  den  für  ein 
ruhendes  Attractionscentrum  erhaltenen  (84),  so  erkennt  man,  dass  die 
Bewegung  relativ  zum  Massenmittelpunkt  ebenso  stattfindet, 
als  wenn  sich  in  demselben  ein  ruhendes  Attractions- 
centrum befände,  welches  nach  demselben  Gesetz  wirkt,  wie 
der  in  Wahrheit  die  Wirkung  ausübende  Massenpunkt,  mit 
dem  einzigen  Unterschied,  dass  in  diesem  Gesetz  die  Ent- 
fernung o,  resp.  p,  mit  einem  constanten  Factor  multiplicirt 
auftritt. 

Für  die  analytische  Behandlung  kommt  natürlich  dieser  Factor 
gar  nicht  in  Betracht  und  man  kann  daher,  bis  auf  die  nöthige 
Veränderung  der  Constanten,  alle  für  ruhende  Centra  erhaltenen 
Gesetze  hier  anwenden.  Damit  ist  aber  die  absolute  Bewegung  beider 
Massenpunkte  vollständig  und  anschaulich  bestimmt,  denn  man  hat 
nur  das  ganze  in  Bezug  auf  den  Massenmittelpunkt  bewegte  System 
gleichförmig  in  gerader  Linie  zu  verschieben,  um  die  allgemeinste 
absolute  Bewegung  zu  erhalten. 

Findet  beispielsweise  die  Attraction  nach  dem  Newton’schen  Gesetz 
statt,  so  ist: 


m,  4-  in2 


in. 


fmi  »!;' 
(w,  4-  mty 


i 


K 


in,  4-  in. 


m, 


Q* 


fm ,3  in,  1 

(w,  4-  ?».f  e/  ’ 


die  Bewegung  in  Bezug  auf  den  Massenmittelpunkt  ist  also  dieselbe, 
als  ob  derselbe  ruhte  und  die  anziehende  Masse  m*j (m,  + m,)%  resp. 
+ wi,)s,  enthielte. 
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In  diesem  Sinne  weichen  auch  die  Resultate  von  den  Kepler’schen 
Gesetzen  der  Planetenbewegung  ab. 

Beide  Massenpunkte  bewegen  sich  also  relativ  zum  Massenmittel- 
punkt in  Kegelschnitten,  in  deren  Brennpunkt  jener  steht.  Da 
ihre  Verbindungslinie  immer  durch  den  Coordinatenanfang  |,  £ 

hindurchgeht  und  von  diesem  im  Verhältniss  p, : p,  = : m1  getheilt 

wird,  so  ergiebt  sich,  dass  relativ  zum  Massenmittelpunkt  beide 
Bahnen  in  einer  Ebene  liegen,  die  entsprechenden  Axen  in  dieselbe 
Richtung  fallen  und  ihrer  Grösse  nach  den  bezüglichen  Massen  indirect 
proportional  sind. 

Die  Umlaufsdauem  sind  für  elliptische  Bahnen  resp. 


T,=  2 rcj/— 


[m,  + mj 


f m o:‘ 


r2=2n] 

V t™> 


(97') 


sie  sind  gleich,  da  almi  — atmt  ist. 

Auf  die  Wirkung  von  Centralkräften  zwischen  Massenpunkten 
lässt  sich  auch  jene  besondere  Art  der  bedingten  Bewegung  zurück- 
führen, auf  welche  schon  oben  p.  55  hingewiesen  worden  ist,  nämlich 
der  Fall,  dass  das  Gesetz  der  Entfernung  des  bewegten  Punktes  von 
einem  andern  gegeben  ist,  der  seinerseits  sich  in  bestimmter  Weise  be- 
wegt, z.  B.  ruht,  oder  aber  seinerseits  ebenfalls  frei  ist. 

Bei  allen  derartigen  Aufgaben  ist  die  Wirkung  der  Verbindung 
beider  Massenpunkte  zurückzuführen  auf  Reactionskräfte,  welche  die- 
selbe auf  beide  Punkte  ausübt  und  deren  Richtung  in  die  Verbindungs- 
linie fällt,  deren  Grösse  aber  nicht  direct  gegeben  ist,  sondern  sich 
durch  die  neue  Bedingung,  welche  zu  den  sechs  Bewegungsgleichungen 
hinzutritt,  bestimmt 

Ein  einfaches  Beispiel  hierfür  ist  die  Bewegung  zweier  Massen- 
punkte, die  durch  eine  starre  gewichtslose  Linie  verbunden  sind,  z.  B. 
zweier  Bleikugeln,  die  an  einem  sehr  leichten  Stab  befestigt  sind.  Für 
die  Behandlung  ist  von  den  Gleichungen  (97)  auszugehen  und  in 
denselben  K als  Unbekannte  anzusehen,  die  zu  bestimmen  die  Be- 
dingung^ 

rl2  — Const. 

zu  den  Bewegungsgleichungen  hinzutritt. 

Das  Resultat  ist  nach  dem  Vorstehenden  sogleich  zu  übersehen. 

Der  Massenmittelpunkt  des  Systems  bewegt  sich  gleichförmig  in 
gerader  Linie;  für  die  Bewegung  relativ  zu  demselben  gilt  der  Flächen- 
satz und  da  die  Entfernung  beider  Massenpunkte  unveränderlich  ist, 
so  müssen  sie  mit  constanter  Geschwindigkeit  Kreisbahnen  in  derselben 
Ebene  durch  den  Massenmittelpunkt  beschreiben.  Die  Aufstellung 
ausführlicher  Formeln  ist  nicht  nöthig. 
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Auf  Centralkräfte  lässt  sich  ferner  der  Vorgang  zurückführen,  den 
man  kurz  als  den  Zusammenstoss  zweier  Massenpunkte  be- 
zeichnet. Wir  betrachten  dazu  zwei  Massenpunkte,  die  eine  gegenseitige 
Einwirkung  nur  dann  äussern,  wenn  sie  einander  unendlich  nahe  kommen. 
Dieselben  werden  sich,  solange  ihre  Entfernung  eine  endliche  ist,  mit 
constanten  Geschwindigkeiten  in  geraden  Linien  bewegen  und  eine 
hiervon  abweichende  Bewegung  nur  solange  einschlagen,  als  ihre  Ent- 
fernung unendlich  klein  ist,  oder,  wie  man  kurz  sagt,  während  ihres 
Zusam  menstosses. 

Man  kann  dann,  ohne  eine  andere  Annahme  zu  benutzen  als  die, 
dass  während  der  Periode  des  Stosses  eine  Centralkraft  der  oben  be- 
sprochenen Art  wirksam  ist,  den  Zusammenhang  bestimmen,  in  welchem 
die  Bewegung  nach  dem  Stoss  mit  derjenigen  vor  demselben  steht. 

Seien  nämlich  ml  und  rn2  die  Massen  der  beiden  Punkte,  w,0,  v,°, 
w°,  Y*  und  ut°,  vt°,  w9t  F,°  die  Componenten  und  Resultanten  ihrer 
Geschwindigkeiten  vor  dem  Stoss,  ult  vn  wn  Vx  und  ui}  v2J  wt,  V9  die- 
jenigen nach  demselben,  0°  und  0,°,  0,  und  0,  die  resp.  lebendigen 
Kräfte,  so  gilt  nach  (93')  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Bewegung 
des  Schwerpunktes,  der  sich  ausdrückt  in  den  drei  Gleichungen: 


ml ul  + m%u9  = mx  u°  4-  m9ut°} 

mxv1  + mtvt  — m,  t\°  -|-  m9v91  (98) 

m, w\  + mt  u\  — m^,0  4~  mtw9 , 

ferner  nach  (94"')  die  Gleichung  der  Energie: 

0,  4-  0, 4-  0 = 0,°  + 0,°  4-  0°, 

in  welcher  0°  und  0 die  Potentiale  der  Wechselwirkung  vor  und 
nach  dem  Stosse  sind. 

Da  der  Stoss  beginnt,  wenn  die  Wechselwirkung  eben  anfängt 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  zu  erhalten  und  endet,  wenn  sie 
verschwindet,  so  muss  0 = 0°  sein  und  daher  gelten: 

0,  + 0;  = 0,°  + 0/,  (98') 

oder  ausführlich  nach  Multiplication  mit  2: 

m,  (u*  + v?  + w*)  + m2  {u2  + v*  + w*) 

= »>,  (iC  -1-  vf  + wf)  4-  mt  (uf  4-  v°'  4-  wf).  (98") 

Diese  Pormeln  beziehen  sich  auf  ein  ganz  beliebiges  Coordinaten- 
system;  sie  lassen  sich  vereinfachen,  wenn  man  dasselbe  so  legt,  dass 

V , = V, °y  U\  = ll\0 
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ist,  d.  h.  dass  F,°  und  F,  die  gleichen  Componenten  nach  der  FZ-Ebene 
geben.  Man  erkennt  aus  (98),  dass  unter  dieser  Annahme  auch 


v,  = vt°,  wt  = wt° 

ist,  also  Fs°  und  Ft  sich  gegen  die  FZ- Ebene  ebenso  verhalten. 
Ferner  gilt: 

?nt  (v'  + w?)  + mt  (/;,’  + w*)  = (t\**  + wf)  + mt wf) 

und  es  folgt  durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  (98”): 

2 2 

m1  u* -f-  ,)ntutt  = w, u°  -f*  mtut° , 

oder 

tw,  (u*  — u f)  = m,  [uf—  u .*).  (98”') 

Dividirt  man  dies  durch  die  aus  (98)  folgende  Beziehung 


so  folgt: 


ra,  («,  — u*)  = mt  (ut°  — ut) . 
w,  + u°  = tt,  + u.% 


und  aus  diesen  beiden  letzten  Gleichungen  berechnet  sich: 


2 w,«.  + — wi») 

?/,  = > 

ffl,  + 

2777,^,°  + «t0(w4  — 7«,) 

— ? 

;w,  + mi 


(99) 


was  mit 


i\  — 7^°,  w;,  s=  u\°  und  vt  — ?;4°,  u\.  = m’4° 


zusammen  Grösse  und  Richtung  der  resultirenden  Geschwindigkeiten 
vollständig  bestimmt. 

Unbekannt  ist  nur  noch  die  Richtung  der  eingeführten  X-Coor- 
dinatenaxe,  welche  dadurch  definirt  war,  dass  Vl  und  F,°  einerseits,  Ft 
und  Ft°  andererseits  nach  der  zu  ihr  normalen  FZ- Ebene  gleiche  Com- 
ponenten besitzen  sollten.  Diese  zu  bestimmen  ist  eine  speciellere  An- 
nahme über  den  Vorgang  des  Stosses  erforderlich,  als  bisher  angewandt 
war.  Denken  wir  uns  z.  B.  die  beiden  Massenpunkte  als  sehr  kleine 
starre  Kugeln,  die  nur  während  der  Berührung  auf  einander  wirken, 
so  ergiebt  es  sich  aus  den  Symmetrieverhältnissen,  dass  die  Verbin- 
dungslinie ihrer  Mittelpunkte  im  Moment  der  Berührung  jene  X-Axe, 
ihre  gemeinsame  Tangentenebene  jene  FZ-Ebene  sein  muss.  In  diesem 
Falle  des  schiefen  Stosses  unendlich  kleiner  Kugeln,  ist  die  Aufgabe 
also  völlig  durchgeführt.  Aehnlich  wird  bei  zwei  beliebig  gestalteten 
Massenpunkten,  die  sich  nur  bis  auf  eine  gewisse  kleinste  Entfernung 
einander  nähern  können,  ohne  sich  zu  berühren,  ihre  Verbindungslinie 
in  jener  kleinsten  Entfernung  die  A- Richtung  sein  müssen. 
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Die  resultirenden  Gesammtgeschwindigkeiten  folgen  aus  (99): 

rrs  W 1 4w2(m.°-  «,")(%<+  w,  w,°) 

yi  = »i  + : '^,-vt » 

(>«,  + w,) 

F*  = F°*  -f  4W|  ^'°  “ w*°) 


(99') 


0»,  + w,)* 

Für  den  geraden  centralen  Stoss  sind  alle  wund  w gleich  Null 
und  u = V zu  setzen  und  es  gilt  dann: 


2 m.,  F*°  + \ , ( m,  — mt) 

— — , 

W,  + W; 


F* 


2?»,  F,°  + F5°  (»I,  — 
?»!  + m, 


(99") 


Dies  sind  die  Gesetze  des  Stosses  für  zwei  Massen  punkte;  dass 
es  keineswegs  erlaubt  ist,  sie  für  endliche  Massen  anzuwenden,  wird 
sich  später  zeigen. 


§15.  Bewegung  von  Punktsystemen;  Satz  über  den  Massenmittel- 
punkt, Flächensatz,  Gleichung  der  Energie. 


Seien  gegeben  n Massenpunkte  mit  den  Massen  w„  und 

den  Coordinaten  xlt  yit  zlf  . . . xn,  yn}  x„.  Zwischen  ihnen  mögen 
Centralkräfte  wirken,  welche  in  den  bezüglichen  Verbindungslinien 
liegen  und  Functionen  allein  von  deren  Längen  sind.  So  erfahre  der 
Massenpunkt  mh  von  einem  andern  mk  die  Kraft  Khk,  mk  von  mh  die 
Kraft  Kkh  = Khk,  deren  Compouenten  gegeben  sind  durch 


X-  -y  T r Xk 

hk  -A-kh  — J 

l'hk 


\r  \r  jr  y>‘  Vk 

1 hk  — * kh  > 


r,,k 


7 7 TT  Xh  %k 

£j),k  — — /jki,  — — l\hk — i 

Thk 


(100) 


hierin  ist  Khk  eine  Function  nur  der  Entfernung  r,lk,  die  negativ  ist 
für  den  Fall  der  Abstossung,  positiv  für  den  der  Anziehung;  rhk—rkh 
wird  stets  positiv  gerechnet. 

Ausser  diesen  'Wechselwirkungen,  die  wir  innere  Kräfte  des 
Svstems  nennen,  seien  noch  von  ausserhalb  des  Svstems  liegenden 
Ursachen  Kräfte  hervorgebracht;  die  Summen  ihrer  auf  den  Punkt  mh 
ausgeübten  Componenten  seien  Xh,  Yh,  Zh. 

Dann  lauten  für  diesen  einen  beliebigen  Massenpunkt  die  Be- 
wegungsgleichungen : 

d~  Xh  y . y 

fc 

^ yu  + r„  (ioo') 


mh 


d*xu 
dt 2 
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die  Summen  sind  über  alle  auf  mh  wirkende  Massenpunkte  auszudehnen. 
Analoge  Gleichungen  gelten  für  jeden  andern  Punkt;  die  Anzahl  aller 
ist  gleich  3«,  wie  auch  die  Anzahl  der  unbekannten  Coordinaten. 

Sind  die  Massenpunkte  nicht  frei  beweglich,  sondern  an  Bedin- 
gungen gebunden,  so  treten  noch  die  Kräfte  in  den  Gleichungen  auf, 
welche  in  Folge  jener  als  wirksam  anzunehmen  sind. 

Die  Anzahl  der  allgemein  angebbaren  integrabeln  Combinationen 
aus  diesen  3 n Gleichungen  ist,  für  den  Fall  die  äussern  Kräfte  fehlen 
oder  bestimmte  einfache  Eigenschaften  besitzen,  dieselbe,  die  in  dem 
vorigen  speciellen  Problem  gebildet  war  und  demnach  weitaus  nicht 
genügend  zur  vollständigen  Lösung  des  Bewegungsproblemes,  das  in 
der  That  schon  bei  drei  Massenpunkten  bisher  nicht  streng  durchführ- 
bar ist.  Bei  Wirkung  äusserer  Kräfte  liegen  die  Verhältnisse  meist 
noch  ungünstiger. 

Alles,  was  die  Analysis  bis  jetzt  vermag,  ist  die  Aufstellung  einiger 
höchst  allgemeiner  Sätze,  die  in  gewissen  einfachen  Fällen  Hülfs- 
mittel  der  strengen  Lösung  sind. 

1.  Summirt  man  sämmtliche  auf  dieselbe  Coordinatenaxe  bezüg- 
liche Gleichungen,  so  erhält  man  in  Rücksicht  auf  (92')  und  (100): 


•v.  •*  d Xh 


d y,‘- 
dr 

vi  d ~ X)t 

V”'*  äX 


fl'2  * 

dt* ^ 

d * ?:  -v  i xr < xr 

I,  h 

d ‘ s ry 

dt*  1>lh  ~ /ju’ 

111  h I, 


(101) 


Diese  Gleichungen  enthalten  den  Satz: 

Der  Massenmittelpunkt  eines  unter  der  Wirkung  von 
äussern  und  innern  Kräften  stehenden  Massensystemes  be- 
wegt sich  ebenso,  als  wären  in  ihm  sämmtliche  Massen  des 
Systemes  zu  einem  Massenpunkt  vereinigt  und  griffen  sämmt- 
liche äussere  Kräfte  in  ihm  an. 

Da  bei  seiner  Ableitung  nur  das  Prinzip  der  Gleichheit  von  Action 
und  Reaction  benutzt  ist,  gilt  dieser  erste  Satz  allgemein  für  jede 
Art  von  innern  Kräften. 

Steht  das  System  nur  unter  der  Wirkung  innerer  Kräfte,  so  be- 
wegt sich  der  Massenmittelpunkt  gleichförmig  in  gerader  Linie.  Diesen 
Satz  nennt  man  den  Satz  von  der  Erhaltuug  der  Bewegung 
des  Schwerpunktes.  Ein  solches  System  ist  das  Weltsystem,  der 
angegebene  Satz  gilt  daher  auch  für  dieses. 

Wirken  keine  äussern  Kräfte,  oder  aber  sind  dieselben  vom  Ort 
unabhängig  und  den  Massen  proportional,  wie  die  Schwerkraft,  so  er- 
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hält  man,  indem  man  die  Gleichungen  (101)  mit  mhj2mh  multiplicirt 
und  von  (100')  abzieht  und  xh  — g = yh  — //  = zh  — £ = £„  setzt, 
für  die  Bewegung  relativ  zum  Massenmittelpunkt  die  Formeln: 


m 

m 

m 


h dt'7 
d'riH 

h dt 4 


<*h 


d2 
dt * 


k 

2 

k 

2 4*. 


(ior) 


In  diesem  Falle  findet  die  Bewegung  ebenso  statt,  als  ruhte  der  Massen- 
mittelpunkt und  wirkten  ausschliesslich  die  innern  Kräfte  des  Systems. 

2.  Multiplicirt  man  die  dritte  Gleichung  des  Systems  (100')  mit  yh) 
zieht  davon  die  zweite  mit  xh  multiplicirt  ab  und  bildet  hiervon  die 
Summe  für  alle  Massenpunkte,  so  erhält  man  in  Rücksicht  auf  (100): 


2 "*'• 
h 


h 


und  analog  auch: 


2 m" 


{%h  Xh  Xh  Zh)  , 

/i 

= };-?/» A'„). 

h 


(102) 


Die  Summen  links  beziehen  sich  auf  alle  Massen  des  Systems, 
eine  jede  ist  multiplicirt  mit  dem  Doppelten  ihrer  auf  eine  Coordinaten- 
ebene  bezogenen  Flächenbeschleunigung;  die  Summen  rechts  sind  zu 
nehmen  über  gewisse  Aggregate  der  äusseren  Kraftcomponenten  Xh , Yh , Zh 
und  der  Coordinaten  xhy  yh,  xh  ihrer  Angriffspunkte,  die  man,  aus 
später  zu  erörternden  Gründen,  ihre  Drehungsmomente  um  die 
Coordinatenaxen  nennt  und  mit  Lh,  Mhf  Nh  bezeichnet.  Demgemäss 
schreiben  sich  die  obigen  Gleichungen: 


dSLS 

dt 


22>- 


dt 


2 2W* 


dsi,; 

dt 


-2*. 

h 


h 


(102') 


Sie  sprechen  den  folgenden  Satz  aus: 

Für  ein  äussern  und  innern  Kräften  ausgesetztes  Punkt- 
system ist  die  doppelte  Summe  der  Massen  des  Systems  multi- 
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plieirt  mit  ihren  betreffenden  Flächenbeschleunigungen 
für  eine  jede  Coordinatenebene  gleich  der  Summe  der 
Drehungsmomente,  welche  die  äussern  Kräfte  um  die  Axe 
normal  zu  jener  Ebene  ausüben. 

Dieser  Satz  setzt  nur  voraus,  dass  die  innern  Kräfte  dem  Gesetz 
der  Gleichheit  von  Action  und  Reaction  folgen  und  parallel  den  resp. 
Verbindungslinien  wirken. 

Fehlen  die  äussern  Kräfte,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (102') 
durch  Integration  nach  der  Zeit: 


-ßft*  = A , (103) 


Für  ein  sich  selbst  überlassenes  Punktsystem  haben 
die  Summen  über  die  Producte  aus  Massen  und  Flächen- 
geschwindigkeiten für  jede 
Coordinatenebene  einen  von 
der  Zeit  unabhängigen  Werth. 

Dies  ist  die  allgemeine  Form 
des  Flächensatzes. 

Für  die  Aggregate  2mh  ß**u.  s.  f. 
ist  ein  eigener  Name  nicht  üblich, 
ob  er  gleich  für  kurzen  Ausdruck 
gewisser  Sätze  sehr  erwünscht  wäre. 
Da  das  Product  m V bei  manchen 
Autoren  den  Namen  „Moment  der 
Bewegung“  trägt,  so  wollen  wir 
raß1  „das  Moment  der  Flächengeschwindigkeit  um  die  A"-Axe“ 
oder  noch  kürzer  „das  Flächenmoment  um  die  A'-Axe  oder  in 
Bezug  auf  die  FZ-Ebene“  nennen  und  diesen  Namen  auch  auf 
ein  Punktsystem  anwenden.  Unser  letzter  Satz  würde  unter  Anwen- 
dung dieser  Bezeichnung  kurz  lauten: 

Für  ein  sich  selbst  überlassenes  System  sind  die 
Flächenmomente  um  die  Coordinatenaxen  constant. 

Bedenkt  man , dass  die  gesammte  Flächengeschwindigkeit  ß,, 
von  mh  die  unendlich  kleine  Fläche  df  ist,  welche  der  Radiusvector 
nach  dem  Coordinatenanfang  in  der  Zeit  dt  bestreicht,  dividirt  durch 
dt , ß„%  ß/,  ß„x  aber  die  entsprechenden  Verhältnisse  sind  für  die 
Projectionen  dfx,  dfy,  df,  von  df  auf  die  Coordinatenebenen,  dass  ferner 
nach  Figur  14  dfx=  df.  cos(w,  x ),  df  = df.  cos(«,  y),  df  = df.  cos («,  x) 
ist,  falls  mit  n die  Richtung  der  Normalen  auf  df  bezeichnet  wird, 
so  erkennt  man,  dass: 


ßhx  = ß,.  cos  {n„ , x) , ß/  = ßft  cos  {n„ , //) , ß/  = ß„  cos  (n„ , x)  ist. 
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Demgemäss  kann  man  die  Gleichungen  (103)  auch  schreiben: 
2'W?7i  Üh  cos  [nh , x)  = A , cos  in»  > V)  = B > 

2»^ß»cosK*)  = c.  (103) 

u 

Auf  eine  beliebige  Ebene,  deren  Normale  die  Richtung  d'  hat, 
projicirt  man  hiernach  die  gesammten  Flächengeschwindigkeiten,  wenn 
man  vorstehende  Gleichungen  mit  den  Factoren  cos(d',a;),  cos {d',y\ 
cos zusammenfasst;  den  Werth  der  linken  Seite  bezeichne  man 
mit  D',  dann  giebt  sich: 

D'  = cos(w><>  d)—A  cos (d'j  cos [d\  y)-\-  C cos(<f,  %).  (103") 

h 

Dieses  Resultat  lässt  sich  noch  anders  ausdrücken. 

Tragen  wir  A,  B,  C auf  den  Coordinatenaxen  als  Längen  auf  und 
bilden  wir  aus  ihnen  eine  Resultante  nach  der  Regel  des  Parallelo- 
grammes,  dann  hat  dieselbe  die  Länge  D,  gegeben  durch: 

Dq  = A*  + B'-  + C*, 

und  schliesst  Winkel  {d,x),  ( d,y ),  (d,x)  mit  den  Coordinatenaxen  ein, 
gegeben  durch: 

cos(tf,  x)  — A/D,  cos {d, y)  — B/D,  cos (d,  x)  = C/ D. 

Wie  A,B,C , so  ist  auch  D und  sind  die  Winkel  {d,x),  {d,  y),  {d,z) 
von  der  Zeit  unabhängig. 

Benutzt  man  diese  Formeln,  um  A,  B,  C in  (103")  durch  D aus- 
zudrücken, so  erhält  man: 

D'=  D cos(rf,  d') ; (103'") 

diese  Gleichung  zeigt,  dass  D'  seinen  absolut  grössten  Werth  I)  erhält, 
wenn  d'  in  die  Richtung  von  d fallt  oder  ihr  entgegengesetzt  ist, 
dagegen  den  Werth  Null  annimmt,  wenn  d'  normal  zu  d steht. 

Wir  können  demnach  folgenden  Satz  aussprechen: 

Für  jedes  nur  unter  der  Wirkung  innerer  Kräfte  stehende 
Punktsystem  lässt  sich  eine  Ebene  von  mit  der  Zeit  unver- 
änderlicher Lage  angeben  (invariable  Ebene  von  Laplace),  in 
Bezug  auf  welche  das  Flächenmoment  des  Systemes,  d.  h.  die 
Summe  der  Producte  aus  Flächengeschwindigkeit  und  Masse 
aller  Punkte,  seinen  grössten  Werth  besitzt.  Trägt  man 
nämlich  die  Repräsentanten  der  Flächenmomente  um  die 
Coordinatenaxen  auf  letzteren  als  Strecken  auf  und  setzt  sie 
zu  einer  Resultirenden  zusammen,  so  giebt  dieselbe  nach 
Grösse  den  Repräsentanten  jenes  Maximalwerthes,  nach  Rich- 
tung die  Normale  auf  der  invariabeln  Ebene. 
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Wirken  entweder  keine  änssern  Kräfte  oder  sind  dieselben  unab- 
hängig vom  Ort  und  mit  der  Masse  proportional,  so  gilt  der  Satz  von 
der  Erhaltung  der  Flächen  auch  für  ein  mit  dem  Massenmittelpunkt 
bewegtes  Coordinatensystem,  wie  dies  aus  den  Formeln  (101')  hervorgeht. 

Wirken  äussere  Kräfte,  die  für  alle  Massenpunkte  nach  einer 
festen  oder  beweglichen  Axe  hingerichtet  sind,  so  gilt  der  Flächensatz 
nur  noch  für  diese  eine  Axe,  wirken  Kräfte,  die  nach  einem  festen 
oder  beweglichen  Centrum  hingerichtet  sind,  so  gilt  er  für  jede  durch 
diesen  Punkt  gehende  Axe.  Denn  Kräfte  der  angegebenen  Art  geben 
keinen  Antheil  zu  dem  Drehungsmoment  um  dergleichen  Axen,  treten 
also  in  den  Formeln  (102)  gar  nicht  auf. 

3.  Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  (98')  resp.  mit 

äit<it=dxh,  di!dt=d<j>,  d-£dt=d*„ 


und  summirt  sie  für  alle  Massenpunkte,  so  erhält  man: 


Y rni<  d iy 

-f  2 di 


— 2:  (A**  dx, , + 1 /,*  d ifi,  -f-  Zhk  dxi,) 

)<  k 

2i  (A dxh  + 1 * dyf,  -f-  Zh  dzh) . 

/. 


(104) 


Hier  steht  unter  der  einfachen  Summe  rechts  und  links  nach  (77) 
und  (78")  resp.  die  von  den  äussern  Kräften  während  dt  an  mh 
geleistete  Arbeit  dAh  und  der  bezügliche  Zuwachs  der  lebendigen 
Kraft  dWh.  Für  die  Doppelsumme  erhält  man  bei  Anwendung  des 
p.  113  und  114  eingeschlagenen  Weges  auf  alle  Combinationen  zweier 
Massen  mu  und  mk  den  Werth  — 22  Khk  drhk ; bei  Einführung  des 
Potentiales  &hk  ihrer  Wechselwirkung  gelangt  man  demnach  schliess- 
lich zu 

2 dWh=-^d  <l>hk  + 2 dJn.  (104') 


Hierin  ist  dZW,,  = W die  Summe  aller  lebendigen  Kräfte  oder  die 
gesammte  lebendige  Kraft  des  Systems;  -2? </>,,*=  <£  ist  die 
Summe  der  Potentiale  aller  einzelnen  Wechselwirkungen  oder  das 
Potential  des  Massensystemes  auf  sich  selbst;  2dAh=dA 
ist  die  Summe  aller  von  äussern  Kräften  während  dt  ge- 
leisteten Arbeiten. 

Demnach  kann  man  unter  Einführung  der  Energie  E = W + <[> 
auch  schreiben 

dE  = d{W  + <l>)  = dA,  (104") 

d.  h.  der  Zuwachs  der  Energie  eines  unter  innern  Central- 
und  beliebigen  äussern  Kräften  stehenden  Massensystemes 
während  dt  ist  gleich  der  an  demselben  in  der  gleichen  Zeit 
von  den  äussern  Kräften  geleisteten  Arbeit. 
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Diese  Formel,  welche  eine  ausserordentliche  Erweiterung  der  in 
§ 11  abgeleiteten  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  (77')  für  einen  ein- 
zelnen Massenpunkt  bildet,  heisst  kurz  die  Gleichung  der  Energie 
für  ein  Punktsystem.  Das  Wesentliche  ihres  Inhaltes  ist,  dass  für 
ein  System,  welches  der  gemachten  Annahme  entspricht,  dass  seine 
innern  Kräfte  ein  Potential  besitzen,  der  Betrag  von  Arbeit,  der  er- 
forderlich ist,  um  das  System  aus  einem  für  jeden  Punkt  ganz  beliebig 
gegebenen  Anfangszustand  in  einen  eben  so  beliebigen  Endzustand 
überzuführen,  nur  von  diesen  beiden  Zuständen  (d.  h.  dem  Ort 
und  der  Geschwindigkeit  jedes  Punktes)  abhängt,  aber  nicht  von  den 
Zwischenzuständen,  die  bei  dem  Uebergang  zu  passiren  sind,  und  dass 
diese  Arbeit  sich  vollständig  durch  die  Differenz  der  beiden  Werthe 
einer  Function  der  Orte  und  Geschwindigkeiten  der  Massenpunkte  für 
den  gegebenen  Anfangs-  und  Endzustand  bestimmt. 

Wird  also  das  System  im  Laufe  der  Veränderungen  in  einen  schon 
früher  dagewesenen  Zustand  zurückgeführt,  so  ist  seine  Energie  die 
gleiche , der  ganze  Aufwand  von  Arbeit  zwischen  diesen  beiden 
gleichen  Zuständen  ist  gleich  Null,  oder  es  ist  ein  ebenso  grosser 
positiver,  als  negativer  Betrag  aufgewandt,  ebenso  viel  zugeführt,  wie 
entnommen. 

In  dem  speciellen  Fall,  dass  äussere  Kräfte  nicht  wirken,  giebt 
unsere  Gleichung  (104')  ein  Integral: 

E = Const., 

d.  h.  für  ein  sich  selbst  überlassenes  System  ist  die  Energie 
constant,  hebt  sich  also  fortwährend  die  Aenderung  von  lebendiger 
Kraft  und  Potential  auf.  Diese  Gleichung  heisst  der  Satz  von  der 
Erhaltung  der  Energie. 

Die  Sätze  über  die  Energie  sind  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass 
die  innern  Kräfte  des  Systems  ein  Potential  haben.  Da  man  dies 
früher  für  einen  speciellen  Fall  der  in  der  Natur  vorkommenden  Mög- 
lichkeiten ansah,  so  hielt  man  es  für  selbstverständlich,  dass  die  Sätze 
von  der  Energie  sich  in  der  Natur  nicht  allenthalben  bewähren,  und 
hob  die  Fälle  hervor,  in  welchen  sie  gelten  oder  nicht  gelten. 

Lassen  wrir  zum  Beispiel  einen  Stein  — d.  h.  ein  System  von  Massen- 
punkten — aus  der  Ruhe  unter  der  Wirkung  der  Schwere  hinab  bis 
auf  eine  weiche  Unterlage  fallen,  welche  die  erlangte  Geschwindigkeit 
auf  hebt  und  betrachten  wir  den  Anfangs-  und  Endzustand,  so  findet 
in  beiden  anscheinend  Ruhe  statt,  also  ist  die  lebendige  Kraft  Null: 
in  beiden  haben  die  Theile  des  Steines  die  gleiche  Anordnung,  also 
dasselbe  Potential  der  Wechselwirkung:  die  Energien  sind  also  in 
beiden  gleich,  ihre  Differenz  gleich  Null.  Hingegen  ist  die  Arbeit, 
welche  die  Schwere  bei  dem  Uebergang  geleistet  hat,  gleich  mgh, 
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wenn  mg  das  Gewicht,  h die  Fallhöhe  des  Steines  ist  Die  Gleichung 
der  Energie  scheint  demnach  hier  nicht  zu  gelten;  ähnlich  in  zahl- 
losen andern  Fällen. 

Indessen  ist  man  in  neuerer  Zeit  (seit  Mitte  des  Jahrhunders)  all- 
mählich zu  der  Anschauung  gekommen,  dass  dieser  Widerspruch  nur 
die  Folge  einer  unvollständigen  Betrachtungsweise  ist,  dass  derselbe 
aber  verschwindet,  wenn  man  wirklich  alle  lebendigen  Kräfte,  alle 
Potentialänderungen,  alle  von  aussen  stattfindenden  Einwirkungen 
berücksichtigt  Man  ist  dazu  gekommen,  das  Wesen  der  Wärme  in 
einer  Bewegung  der  kleinsten  Theilchen  der  Körper  zu  sehen,  deren 
lebendige  Kraft  ein  Maass  der  Temperatur  ist,  und  so  deren  Entstehen 
auf  mechanischem  Wege  durch  eine  Verwandlung  sichtbarer,  äusserer 
Bewegung  in  innere  oder  Molecularbewegung  zu  erklären.  Man  hat 
sich  dann  weiter  davon  überzeugt,  dass  die  geringen  Volumenänderungen 
der  Körper,  welche  eine  Erwärmung  begleiten,  zu  sehr  bedeutenden 
Veränderungen  des  Potentiales  eines  Körpers  auf  sich  selbst  Veran- 
lassung geben.  Man  hat  schliesslich  die  Vorstellung  gefasst,  dass  die 
lebendige  Kraft  der  Wärmebewegung  ganz  directe  Vergrösserung  oder 
Verminderung  ohne  mechanische  Leistung  erfahren  kann  vermittelst 
der  Wärmeleitung  durch  die  Oberfläche. 

Unter  Rücksicht  auf  diese  früher  unbeachtet  gelassenen  Einflüsse 
hat  sich  dann  die  Gleichung  der  Energie,  wo  man  immer  eine 
experimentelle  Prüfung  vorgenommen  hat,  in  allen  Theilen  der  Physik 
vollständig  bewährt  und  gilt  gegenwärtig  in  einigen  derselben  als  ein 
Grundprincip,  das,  wie  das  Trägheitsprincip,  nur  durch  den  Vergleich 
der  daraus  gezogenen  Folgerungen  mit  der  Beobachtung  bewiesen  wird. 
Da  man  nur  in  wenigen  Gebieten  den  analytischen  Ausdruck  für  die 
Energie  wirklich  aufstellen  kann,  so  ist  das  Wesentliche  des  Principes 
die  Behauptung,  dass  es  für  jedes  Massensystem  eine  Function 
seiner  augenblicklichen  Configuration,  d.  h.  Anordnung  und  Geschwin- 
digkeit, giebt,  welche  für  jeden  Zeitmoment  um  ebenso  viel  zunimmt, 
als  die  dem  System  von  aussen  zugeführte  Wärmeenergie  und  mechanische 
Arbeit  beträgt.  In  dieser  Form  bildet  es  eine  der  Grundlagen  der 
mechanischen  Wärmetheorie. 

Für  manche  Anwendungen  ist  eine  kleine  Umformung  der  Energie- 
gleichung von  Vortheil. 


Sei  in 


ä{W+  <l>)  = dA 


die  lebendige  Kraft  eines  oder  mehrerer,  aus  irgend  welchen 
Gründen  gesondert  zu  betrachtender,  Punktsysteme  und  seien  |,  ij,  £ 
die  Schwerpunktscoordinaten  eines  dieser  Systeme.  Setzen  wir  dann 
für  alle  Punkte  desselben  x„  = | + yh  = //  + ?/,„  *»=£  + £», 
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bezeichnen  wir  also  mit  |A,  ijh,  £h  die  Coordinaten  der  Masse  mh  relativ 
zum  Schwerpunkt,  so  ist: 


, 9 djä  , dy  d >jh  , 
\dt  dt  di  dt 


Suinmiren  wir  dies  über  alle  Massen,  für  welche  £,  rj,  £ der  Massen- 
mittelpunkt ist,  so  verschwindet  das  doppelte  Product  und  es  bleibt 
für  die  lebendige  Kraft  W'  des  einen  Systemes  der  Werth: 


2 «*»  + 2»»* 


worin  nun  co'  die  Geschwindigkeit  seines  Massenmittelpunktes,  die 
relative  Geschwindigkeit  von  mh  in  Bezug  auf  den  Massenmittelpunkt 
bezeichnet. 

Es  erscheint  also  die  lebendige  Kraft  in  zwei  Theile  zerlegt,  deren 
erster,  die  äussere  lebendige  Kraft,  diejenige  ist,  welche  das 
System  haben  würde,  wenn  alle  Punkte  die  Geschwindigkeit  w des 
Massenmittelpunktes  besässen,  oder  wenn  alle  Massen  in  demselben 
vereinigt  wären,  während  der  zweite,  die  innere  lebendige  Kraft, 
sich  so  bestimmt,  als  besässen  alle  Punkte  nur  die  Geschwindigkeit  (oh 
relativ  zum  Massenmittelpunkt. 

Demgemäss  kann  man  auch  für  eine  beliebige  Anzahl  von  Massen- 
systemen, z.  B.  von  festen  Körpern,  dieselbe  Zerlegung  vornehmen 
und  setzen: 

W=Wt+Wa)  (105) 

wobei  Wi  und  Wa  die  innem  und  äussern  lebendigen  Kräfte  bezeichnen. 

Aehnliches  gilt  für  das  Potential  <1>  des  Systemes  auf  sich  selbst 
Denn  da  dasselbe  gleich  ist  der  Summe  über  alle  Einzelpotentiale 
J£<l>hk,  so  kann  man  alle  </>,,*,  die  sich  auf  Punkte  je  eines  Theiles 
beziehen,  für  sich  zusammenfassen  in  </>,,  in  ein  inneres  Potential, 
alle,  welche  Punkte  verschiedener  Theile  betreffen,  in  </>a,  in  ein 
äusseres  Potential;  demgemäss  wird  dann: 

(/>  = </>,.+ </>,,  (105') 

und  man  kann  auch  die  Energie 

E=  W+  </>  = L\+  La  (105") 

setzen,  wo  nun  L\  besteht  aus  der  Summe  über  die  lebendigen  Kräfte 
der  innern  (Rotations-,  Schwingungs-,  Molecular-)  Bewegung  jedes 
Theiles  plus  der  über  die  Potentiale  jedes  Theiles  auf  sich  selbst,  Ea 
aus  der  Summe  der  lebendigen  Kräfte  der  äussern  Bewegung  plus 
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der  der  Potentiale  für  die  Wechselwirkungen  zwischen  verschiedenen 
Theilen. 

Ist  das  ganze  System  äussern  Kräften  nicht  ausgesetzt,  so  wird 


sein;  in  demselben  Maasse,  wie  die  äussere  Energie  abnimmt,  muss  die 
innere  wachsen  und  umgekehrt. 

Betrachten  wir  z.  B.  zwei  Massensysteme,  etwa  feste  Körper,  die 
auf  einander  nur  dann  merkliche  Kräfte  ausüben,  wenn  einzelne  Theile 
einander  unendlich  nahe  gekommen  sind,  so  haben  wir  einen  Vorgang, 
der  mit  dem,  welchen  wir  als  den  Stoss  zweier  endlicher  Körper 
bezeichnen,  sehr  nahe  übereinstimmt  und  uns  ein  Beispiel  für  oben 
angestellte  allgemeine  Betrachtungen  giebt. 

Sind  Mt  und  Mt  die  gesummten  Massen,  sind  u f,  y,°,  w\°  und 
u°,  w;.0  die  Massenmittelpunktsgeschwindigkeiten  vor,  un  u\  und 

v„  w%  die  nach  dem  Stoss,  so  giebt  der  Satz  von  der  Erhaltung 
der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes,  angewandt  auf  diese  beiden 
Zeitpunkte,  die  drei  Gleichungen: 


Wendet  man  die  Gleichung  (105'")  auf  dieselben  beiden  Momente 
an,  in  denen  nach  der  Annahme  die  Wechselwirkung  zwischen  den 
beiden  Massen  verschwindend  ist,  also  ihr  Potential  <£„  denselben  Werth 
hat,  so  nimmt  sie  die  Form  an: 


wo  der  obere  Index  0 dem  Moment  vor  dem  Stoss  entspricht. 

Die  lebendige  Kraft  der  Massenmittelpunktsbewegung  ist  also  nur 
dann  durch  den  Stoss  nicht  geändert,  wenn  die  Summe  der  innern 
Energien  beider  Massen  gleich  geblieben  ist;  dies  würde  z.  B.  bei  absolut 
starren  Körpern  stattfinden,  die  weder  einer  Deformation  noch  einer 
Bewegung  ihrer  kleinsten  Theilchen  fähig  sind,  falls  der  Stoss  für  sie 
keine  Aenderung  der  Botationsbewegungen  zur  Folge  hat.  In  diesem 
speeiellen  Falle  gelten  die  p.  20  abgeleiteten  Gesetze  des  Zusammen- 
stosses  von  zwei  Massenpunkten  auch  für  die  endlichen  Massen.  Dass 
jene  früheren  Formeln  überhaupt  gefunden  werden  konnten,  hat  seinen 
Grund  darin,  dass  bei  einem  Massenpunkt  die  innere  Energie  als 
unendlich  klein  angesehen  werden  kann.  Bei  endlichen,  deformirbaren 
und  schwingungsfähigen  Körpern  wird  in  Folge  des  Stosses  die  innere 
Energie  sich  ändern  und  es  können  demgemäss  für  sie  jene  einfachen 
Stossformeln  nicht  gelten.  Die  Aufsuchung  der  in  diesen  allgemeinen 


d{Ei+  Ea)  = 0 


(105'") 


(106) 


(106') 
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Fällen  geltenden  Gesetze  bietet  selbst  bei  geradem  Stosse  grosse 
Schwierigkeiten  dar. 

Nur  ein  extremer  Fall  erledigt  sich  mit  grosser  Leichtigkeit,  näm- 
lich der,  dass  die  Körper  absolut  weich  sind,  so  dass  sie  nach  dem 
Zusammenstoss  mit  einander  verbunden  weitergehen,  also  ux  = u2  = U, 
vx  = vt  = V,  wx  = w , = W ist.  Dann  folgt  aus  (106): 


(Mt  + Mt)  V = MX  4-  MX, 

(M}  + m')  U = MX  + MX,  (107) 

(if,*  + Mt)  W = MX  + MX 

und  dadurch  die  vollständige  Bestimmung  der  resultirenden  Massen- 
mittelpunktsgeschwindigkeit; die  Formel  (106')  giebt  dagegen  die  beim 
Stosse  eintretende  Veränderung  der  innern  Energie: 


E - Et  = yv  -V„  = ^ (wf  4-  vf  + wf)  + «'  + + wf) 


Mx  + M, 


(t7*  + V'  -f-  W*). 


Setzt  man  hierin  rechts  die  Werthe  von  U1  V,  W aus  (107)  ein, 
so  erhält  man  nach  leichter  Reduction: 


E<-Et*  = 


M1Mt 
M>  + Mt 


[«  - xy  + x - v;y  + « - <)•]. 


Der  Ausdruck  rechts  ist  eine  stets  positive  Grösse;  daraus  folgt, 
dass  beim  Zusammenstoss  zweier  absolut  weicher  Körper  die  äussere 
lebendige  Kraft  stets  ab-,  die  innere  Energie  stets  zu  nimmt.  Soweit 
dieser  Zuwachs  zu  einer  Vergrösserung  der  lebendigen  Kraft  der  Mole- 
cüle  dient,  wird  er  eine  Steigerung  der  Temperatur  der  Körper  zur 
Folge  haben. 


9* 
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§16.  Allgemeinste  unendlich  kleine  Lagenänderung  eines  starren 
Systems.  Verschiebungen  und  Drehungen. 

Ein  Massensystem,  z.  B.  einen  Körper,  den  wir  als  ein  System 
von  unendlich  vielen,  unendlich  nahen  Massenpunkten  ansehen,  nennen 
wir  starr,  wenn  seine  einzelnen  Theile  durch  die  innern  Kräfte  des 
Systems  in  ihrer  gegenseitigen  Lage  unveränderlich  festgehalten  werden. 
Verbindet  man  also  mit  einem  starren  System  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem  A,  B,  C , dessen  Lage  bestimmt  ist,  wenn  zwei  Massen- 
punkte gegeben  sind,  durch  welche  die  Ar-,  einer,  durch  welchen  die 
U-Axe  gehen  soll,  so  sind  die  Coordinaten  a,  b,  c aller  Massenpunkte 
in  Bezug  auf  dies  System  mit  der  Zeit  unveränderlich.  Die  Lage  des 
starren  Körpers  ist  deshalb  vollständig  bestimmt,  wenn  die  Lage  des 
Coordinatensystems  A,  B,C  gegen  ein  im  Baum  festes  X , Y,  Z gegeben 
ist.  Diese  bestimmt  sich  durch  sechs  Unabhängige,  die  Coordinaten 
des  Anfangspunktes  von  ABC  und  drei  von  den  neun  Winkeln  zwischen 
den  Axenrichtungen.  Es  handelt  sich  für  uns  zunächst  darum,  auf- 
zusuchen, wie  eine  unendlich  kleine  Aenderung  der  Lage  des  starren 
Systems  mit  den  Aender ungen  dieser  Unabhängigen  in  Zusammen- 
hang steht. 

Zwischen  den  Coordinaten  x,  y,  z eines  beliebigen  Punktes  des 
Körpers  in  Bezug  auf  das  feste  und  den  Coordinaten  a,  b,  c in  Bezug 

auf  das  mit  dem  Körper  bewegliche  System  mögen  die  Beziehungen 

gelten : 

x = £0+  u,a  + u%b  -f  a3c, 

y = y0  + ß + ß,b  + ßtc,  (i) 

* = -0+  + y,b  + y3c, 

die  umgekehrt  liefern: 

a = a,  [x  - x0)  + ßx  ( y - y0)  + /,(*-  *0) , 

b = at  (x  — x0)  + ß2  (y  - y0)  Y y2{z  - z0) , (2) 

c = as{x  - x 0)  + ß 3 (//  - y0)  + 7t  (*  ~ zo)  ’ 
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Hierin  sind  x0fy0,z0  die  Coordinäten  des  Anfangspunktes  p des  im 
Körper  festen  Systems  gegen  das  absolut  feste.  Die  neun  Cosinus  ah,ßh,yh 
der  Winkel  zwischen  den  Axen  sind  verbunden  durch  die  sechs 
Relationen: 

1 = «,5  4-  «.*  + , o = ßr/>  + ß*yt  4-  ß,y, , 

1 = ßi‘  4-  ß:  4*  ßi  7 0 = 4-  ytat  4-  ytcet , (3) 

1 — Yi  4*  Y »'  + /'**>  0 = a,ß,  + Msßi) 

welche  auch  auf  die  Form  zu  bringen  sind: 

1 = «,*  + ßi * 4*  /V>  0 = C£tUt  4-  ßtßt  4"  Y*Y*J 

1 = a*  + ß*  4-  ?V>  0 = uxa,  4-  ßtßi  4-  /s/i  i H) 

1 = uy  4-  ß:  4-  Ys  > 0 = 4"  4-  /i/i* 

Aus  ihnen  fliessen,  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Coordinaten- 
systeme  congruent  sind,  auch  die  neun  Beziehungen: 


u,  = ßtyt  — 

ßtY*  > 

a,  — 

Äy.- 

ßry*, 

ax  — ß , y. 

ß*Yi  > 

ß>  = Y*ut  — 

ß.- 

y3u,  — 

ßx  = yiui- 

Y*«n 

y,  = a,ß,  — 

u3ß, , 

r.= 

Ci*ß>  — 

U,ß3, 

Yt  = a,ß,— 

a,ß,. 

Da  bei  allen  Bewegungen  die  Coordinäten  a,  b,  c,  der  Punkte  des 
Körpers  gegen  das  in  ihm  feste  System  ungeändert  bleiben  sollen,  so 
kann  eine  Bewegung  nur  Veränderungen  der  x0 , y0,  z0  und  ah,  ßh,  yh 
hervornifen. 

Wir  erhalten  demnach  für  eine  beliebige,  unendlich  kleine  Ver- 
rückung die  Werthe  der  Variationen  dx ,dy,dx  der  Coordinäten  x,y,z: 

dx  — dx0  4-  a da,  4-  b da,  4-  c dax, 

dy  = dy0  + a dß,  4-  b dßt  4-  e Sßt,  (6) 

dz  = dz0  4-  a dy , 4-  h dy.,  4-  c dy ,. 

Aber  die  Variationen  der  a„,  ßh,  yh  sind  nicht  von  einander  un- 
abhängig, sondern  es  gelten  für  sie  die  aus  (3)  durch  Variation 
folgenden  sechs  Gleichungen: 

0 = ax  da , 4-  ut  da,  + a3  daa, 

0 = ß,  dy,  4-  ß,  dy,  4-  ß,  dy , 4-  y,  dß,  + yt  dß,  + yt  dß,  u.  s.  f. 

Um  die  neun  dah,  dßh,  dyk  durch  drei  unabhängige  Grössen 
auszudrücken,  führen  wir  folgende  Bezeichnungen  ein: 

rU  = ß,  dy,  + ß,  dy,  4-  ßt  dy „ 

dy  = da,  4-  7,  da,  4-  y%  da,,  (7) 

dv  = a,  dß,  4-  a,  dß,  4-  a,  dß,. 

Dabei  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  dl,  dy,  dv  nicht  stets  die  Form 
der  Variationen  von  (geometrisch  interpretirbaren)  Functionen  besitzen, 
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wie  dx0,  dya,  dz0,  sondern  zunächst  nur  unendlich  kleine  Grössen 
bezeichnen. 

Es  gelten  dann  z.  B.  zur  Bestimmung  von  da,,  da,,  da,  folgende 
Formeln : 

0 = a,  da,  -\-  a,  da,  -f  a%  d'a3, 

— dv  = ß,  da,  + ß,  da,  + ßt  Sat, 

-f  dfi  = y,  da,  + y,  da,  + y3  da,  ; 

aus  ihnen  folgt  durch  die  Factoren  a„  ß,,  y,  in  Rücksicht  auf  (4): 

da,  = y,  3 fi  — ß,dv, 

ebenso  durch  die  Factoren  a„  ß„  y,  und  a,,  ßt,  y3: 

du,  = y,  3 fi  — ß,  Sv,  (8) 

3a , = y3  dfi  — ß3  3v. 

Diesem  System  ordnen  sich  die  ebenso  erhaltenen  folgenden  zu: 

dß,  = a,  dv  — y,  dX,  dy,  = ß,  dX  — a,  dfi, 

3ß,=  a,dv  — y,  d X,  dy,  = ß,  dl  — a,d'fi,  (8') 

d'ß,  = a3  dv  — y3  SX,  dy,  — ß3SX  — u3  dfi. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  (0)  ein,  so  ergiebt  sich: 

dx  = Sx0  + a {y,  dfi  — ß,  dv)  + b (y,  dfi  — ß,  dv)  -f  c [y3  dfi  — ß3  dv), 

oder  in  Rücksicht  auf  (1): 

3x  = dx 9 + {x  — z0)  dfi  — (y  — y0)  dv, 

ebenso 

Sy  = 3y0  + (*  — x0)  dv  — (x  — x0)  SX,  (9) 

d'x  = dx0  4 • {y  — Vo)  SX  — (x  — x0)  dfi. 

Diese  Formeln  geben  die  bei  einer  beliebigen  unendlich  kleinen 
Verrückung  des  Körpers  eintretenden  Coordinatenänderungen  irgend 
eines  seiner  Punkte;  jene  erscheinen  also  als  die  Summen  einzelner 
mit  den  Sx0,  Sy,,,  dzv,  SX,  Sfi,  dv  proportionaler  Theile,  deren  Be- 
deutung wir  leicht  erkennen*  wenn  wir  die  speziellen  Fälle  betrachten, 
die  resultiren,  falls  jene  Grössen  alle  bis  auf  je  eine  verschwinden. 

Ist  nur  dx0  von  Null  verschieden,  so  ergiebt  sich: 

dx  — dx0,  ' dy  = 0,  dz  = 0; 

dies  drückt  eine  allen  Punkten  gemeinsame  Verschiebung  parallel 
der  .V-iVxe  um  dx 0 aus,  denn  die  Coordinaten  x,  y,  z treten  in  diesen 
Formeln  nicht  auf.  Wir  benutzen  der  Bequemlichkeit  halber  auch 
weiterhin  das  Wort  „Verschiebung“  für  diesen  speciellen  Fall  einer 
parallelen  gleichen  Bewegung  aller  Theile  und  verstehen  unter  „Ver- 
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rückung“  die  allgemeinste  Bewegung.  Das  Analoge  wie  für  8x0  gilt 
für  die  Fälle,  dass  nur  Sy0  oder  nur  8z0  nicht  verschwindet. 

Sx  = Sx0,  8y  = 8y0,  8z  = 8z0 

zusammengenommen  giebt  eine  resultirende  Verschiebung  8s  von  der 
Grösse : 

8s  = -\/{8x0)'  + (8yny  + (8z0)\ 
in  einer  Kichtung  s,  für  welche: 

cos  (s,  *)  = ^°  > COS  (s,  y)  = ^ > cos  (s,  z)  = • 

Ist  nur  8 h von  Null  verschieden,  so  erhält  man: 

8x  = 0,  Sy  = — (z  — z0)  81,  8z  = + {y  — y0)  81. 

Dies  giebt  keinen  für  alle  Punkte  gleichen  Werth  der  Coordinaten- 
änderungen,  denn  Sy  und  8z  sind  von  y und  & abhängig.  Die  Be- 
wegung findet  in  einer  Ebene  parallel  zur  FZ-Ebene  statt;  sie  hat 
die  Grösse 

8s,=  81  \!{y  — yoy  + {z  — zoy 


und  eine  Richtung,  gegeben  durch 


cos(s^,  y)  = 


- (*  - *■>) 

Viy  - y»f  + (*-  *o)* 


cos  (sx,  z)  — 


+ (y  - y<>) 

V(y-  Vof  +(*-  *o .)* 


Nun  ist 

\\y  - y»y  + (*  - = q* 


der  senkrechte  Abstand  des  Punktes  x , y,  z von  der  Parallelen  zur 
X-Axe  durch  die  Stelle  x0,  y0,  z0;  die  durch  Sh  gegebene  Verrückung 
ist  also  proportional  mit  ox  und  findet  normal  zu  dessen  Richtung 
statt;  sie  ist  demgemäss  eine  Drehung  des  starren  Systemes  um  den 
Winkel 

8sxjox  = 8h, 

die  Drehungsaxe  ist  die  Gerade  y = y0,  z = z0. 

Wir  wollen  nun  auf  der  Drehungsaxe  eine  Richtung  positiv,  die 
entgegengesetzte  negativ  nennen  und  dann  allgemein  eine  Drehung  als 
positiv  bezeichnen,  wenn  sie  sich  für  einen  in  der  Drehungsaxe  mit 
dem  Kopf  nach  der  positiven  Seite  liegenden  Beobachter  als  von  rechts 
nach  links  stattfindend  darstellt.  Dieselbe  Drehung  stellt  sich  dann 
dem  nach  der  negativen  Seite  der  Axe  liegenden  Beobachter  auch 
negativ  gerichtet  dar. 
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Nach  dieser  Festsetzung  ergiebt  ein  positiver  resp.  negativer  Werth 
von  eine  positive  resp.  negative  Drehung  um  die  Parallele  zur 
positiven  AT-Axe  durch  x0 , y0,  z0. 

Es  ist  für  manche  Anwendungen  vortheilhaft , ausschliess- 
lich mit  positiven  Drehungen  zu  operiren  und  demgemäss  für 
jede  gegebene  Drehung  die  positive  Richtung  der  Drehungsaxe  passend 
zu  wählen.  Dadurch  wird  der  Drehungswinkel  um  eine  beliebige  Axe 
zu  einer  Vectorgrösse,  die  man  durch  eine  auf  ihrer  Axenrichtung  auf- 
getragene Länge  repräsentiren  kann.  — 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  kehren  wir  zu  unserm 
speciellen  Problem  zurück. 

Wie  durch  SX  eine  Drehung  um  eine  Parallele  zur  AT-Axe,  so  ist 
durch  Sy  und  Sv  je  eine  Drehung  um  Parallele  zur  Y-  und  Z- Axe 

durch  die  Stelle  x0 , y0,  z0  gegeben,  für  die  Alles  gilt,  was  in  Bezug 

auf  erstere  gesagt  ist. 

Sind  alle  drei  Werthe  SX,  Sy,,  Sv  von  Null  verschieden,  so 
haben  wir: 

Sx  = [z  — z0)  Sy  — (?/  — y0)  Sv, 

Sy  = (x  — x0)  Sv  — (z  — z0)  SX,  (9') 

Sz  = (y  — y0)  SX  — {x  — x0)  Sy, 

also  Verrückungen,  die  durch  successive  oder  gleichzeitige  Hervor- 
bringung von  den  drei  soeben  betrachteten  Drehungen  eintreten  würden. 

Die  Formeln  zeigen,  dass  dabei  alle  diejenigen  Punkte  keinerlei 
Verschiebung  erleiden,  für  welche 


(z  - x0):{y  - y0) : {z  - z0)  = SX:Sy:Sv 


ist;  die  durch  sie  gegebene  Bewegung  muss  also  eine  Drehung  um 
eine  durch  den  Punkt  x = x0,  y = y0,  z = z0  gehende  Axe  a sein,  deren 
Richtung  mit  den  Coordinatenaxen  Winkel  einschliesst,  die  gegeben 
sind  durch: 


cos(«,#)  — - ........... A=r. — T > 

]/  ()x  : ■+• 


COS(«,  y) 


<)u 

y JJ*  + <\fc  + J? 


(10) 


co$(«,  z)  = 


<)v 


p -j-  ()/*■  4" 


Die  resultirende  Verschiebung  Sr>  ist  bestimmt  durch: 


S (f  — Sx1  -f-  Sy'  -f-  Sz* 

= {Sl*  + Sy*  4-  Sv*)  ({x  — x0)'  4-  (//  - y0f  4 - (*  — ~«Y) 

- ((«  - *0)  ^ + in  - y0)  äy  + (*  — • 
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Der  Drehungswinkel  St  muss  sich  bestimmen  durch  Division 
von  Sa  durch  den  Abstand  6 der  Stelle  xyz  von  der  Drehungsaxe. 
Nach  der  Figur  15  ist 

£ = o sin((>,  ce) ; 

benutzt  man,  dass  gilt: 

Q'  ={x-  xj  + ( y - yny  + {z  - zj\ 

cos(p  rA  = ix  ~ --  + {y  ~ yn)—fi  + (x  ~ Av , 

’ Q V«‘+  V + 

so  erhält  man: 

«*  ={x-  xoy  + [y  - yoy  + (*  — zöy 

(ix  - x0)  dX  + (y  - yn)  <),u  4-  ix  - xö)  iVv)' . 

“v;.*  + «V/<2  + 

Hiernach  ist  also: 

Sa*  = (SX'  + Sv*  + Sy') 

und  daher  das  Quadrat  der  resul- 
tirenden  Drehung: 

Ar4  = SX'  + Sy*  + Sv*. 

Giebt  man  der  Wurzelgrösse 
das  positive  Vorzeichen,  rechnet  also 
den  Drehungswinkel 

St  = \8X'  + 8y'  + Sv-  (10') 

als  stets  positiv,  so  ist  damit  zugleich 
der  Drehungsaxe  a eine  positive 
und  negative  Seite  beigelegt,  und 
man  erkennt  leicht,  dass  dann  die  Formeln  (10)  unmittelbar  die 
positive  Richtung  der  Axe  ct  bestimmen,  nämlich  diejenige,  um  welche 
die  Drehung  vom  Betrage  St  in  positiver  Richtung  stattlindet.  Denn 
lässt  man  Sy  und  Sv,  oder  Sv  und  SX,  oder  SX  und  Sy  verschwinden, 
so  wird  a derjenigen  Richtung  der  Coordinatenaxen  parallel,  um  welche 
die  durch  SX,  Sy,  Sv  gegebenen  Drehungen  in  positiver  Richtung 
stattfinden. 

Demgemäss  können  wir  den  Inhalt  der  Gleichungen  (10)  und  (10') 
folgendermassen  aussprechen.  ' 

Drei  successive  oder  gleichzeitige  Drehungen  SX,  Sy,  Sv 
um  Parallele  zu  den  Coordinatenaxen  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  p sind  jederzeit  äquivalent  mit  einer  einzigen 
Drehung  St  um  eine  durch  denselben  Punkt  gehende  Axe  a. 

Trägt  man  auf  den  Coordinatenaxen  Repräsentanten  der 
Partialdrehungen  SX,  Sy,  Sv  auf  und  setzt  dieselben  nach 


Z er 
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der  Regel  des  Parallelepipedons  zu  einer  Resultirenden 
zusammen,  so  ist  diese  der  Repräsentant  der  resultirenden 
Drehung  dr , ihre  Richtung  giebt  zugleich  die  positive 
Richtung  der  Drehungsaxe  cc. 

Dieser  Satz  ist  sogleich  umkehrbar.  — 

Nach  dem  im  Vorstehenden  Entwickelten  erscheint  die  allgemeinste 
unendlich  kleine  Verrückung  eines  starren  Systems  in  den  Gleichungen  (9) 
nunmehr  zerlegt  in  drei  gemeinsame  Verschiebungen  aller  Punkte  des 
Systems  parallel  den  festen  Coordinatenaxen  um  resp.  dx0,  dyCf  Sx0  und 
in  drei  Drehungen  <U,  dy,  dv  um  Parallele  zu  den  Coordinatenaxen 
durch  die  völlig  willkürliche  Stelle  x0 , y0 , x0  — oder  aber  in  eine 
gemeinsame  Verschiebung  von  der  Grösse 

Ss  = yd'x*9  + ö'y*  + 8%: 
in  der  Richtung  s gegeben  durch 

cos(s,  x)  = . cos  (s,  y)  = ^ , cos  (s,  *)  = 

und  eine  Drehung  von  dem  Betrag 

()t  = ySP  4-  d ff  -j-  dv* 

um  eine  Axe  durch  die  Stelle  x,y , y0,  x0,  deren  positive  Richtung  a 
gegeben  ist  durch 

cosfor,  ^ > cos(«,  >/)  — ^ y cos(«,  x)  — ^ • 

r)T  v ' iVr  ' ' or 

Wir  können  die  Gleichungen  (9)  aber  noch  anders  deuten. 

Setzen  wir  nämlich  in  ihnen  x , y , % gleich  Null,  so  erhalten  wir 
die  Verrückungen  (dx)0,  {dy)0,  (dv)0,  welche  derjenige  Punkt  erleidet, 
der  sich  ursprünglich  im  Anfang  des  Systems  X,  7,  Z befand,  und  wir 
können  daher  die  Formeln  (9)  schreiben: 

dx  sa*  (d'a;)0  + z d/i  — y dv , 

dy  — (dy)0  4-  x dv  — x dk , (9") 

dz  — {dz\  4~  y dX  — x dy. 

Die  allgemeinste  unendlich  kleine  Verrückung  des  starren  Systems 
erscheint  hiernach  zerlegt  in  eine  allen  Punkten  gemeinsame  Ver- 
schiebung, gleich  der,  welche  der  Punkt  x — y = * = 0 erleidet,  und 
in  drei  Drehungen  um  die  festen  Coordinatenaxen  selbst  — oder  auch 
in  eine  gemeinsame  Verschiebung  von  der  Grösse 


{ds)0  = \(dx):  + {dyy  + (dzy 
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in  der  Richtung  s0  gegeben  durch 
cos(s„,  x)  = cos  (s0Jy) 

und  eine  Drehung  von  der  Grösse 


cos  (s0,  z) 


(.äs) o 


St  = y<ua  + Sfi*  + Sv' 

um  eine  Axe  u durch  den  festen  Coordinatenanfang  gegeben  durch 


cos(gt,.t) 


cos  (a,y) 


cos  {a,z)  = 


<)v 

ÖT 


Zugleich  ergiebt  die  Vergleichung  der  Formeln  (9")  mit  (9) 
den  Satz: 

Eine  Drehung  um  eine  Axe  a0  durch  die  Stelle  £0,  y0,  z0 
lässt  sich  ersetzen  durch  eine,  gleiche  Drehung  um  eine 
zu  u 0 parallele  Axe  durch  den  Coordinatenanfang  und  eine 
Verschiebung,  deren  Componenten  sind: 

y0  Sv  — x„  Sfi , zlt  SX  — x0  Sv , x0  S/li  — yn  SX . 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  auch  eine 
Drehung  um  eine  zu  a0  parallele  Axe  durch  einen  beliebigen  Punkt 
einführen. 

Dies  giebt  nun  auch  die  Mittel  an  die  Hand,  Verschiebungen  Ssk 
parallel  beliebigen  Richtungen  sk  und  Drehungen  St„  um  beliebig  ge- 
legene Axen  uh  durch  die  Punkte  xh , yh , xh  zusammenzusetzen. 

Die  gegebenen  Verschiebungen  sind  an  und  für  sich,  als  allen 
Punkten  gemeinsam,  in  den  festen  Coordinatenanfang  übertragbar  und 
geben  dort  Componentensummen 

2 Sxk  — 2 S sk  cos  ($k , x),  2 Syk  = 2 S sk  cos  (sk , y) , 

k k k k 

2 Sxk  = 2 Ssk  COS  ( Sk , *). 

k k 

Die  Drehungen  Srh  sind  parallel  den  Coordinatenaxen  zu  zerlegen 
in  die  Componenten: 

SX,,  = Ar,, . cos  (ceht  x),  S(ih  = S zh . cos  (uh,  y),  Svh  = St,,  . cos  (uh,  x) 

und  darnach  ihre  Axen  in  den  Coordinatenanfang  zu  verlegen.  So 
resultirt: 


Sx  = (2  Sxk  — 2 xu  Sfih  + 2 y»  Svh)  + x 2 Sy,, 

k h h h 

Sy  = (2  Syk  — 2 Xh  Svu  + 2 z>‘  ^")  + x 2 Svh 

k h h h 

Sx  = (2  Sxk  — 2 yh  SXh  + 2^'-  Sy>.)  + y 2 S^h 


y'SSvh, 
Z^£SX„,  (11) 

h 

x^Sfih, 
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und  dies  giebt  nach  (9")  eine  Verschiebung  des  zuvor  an  der  Stelle 
x = y — % = 0 gelegenen  Punktes  mit  den  Componenten 


{d'x)n  = 2 ds*  — V **  d/ij,  + 2 d vh, 

(d'  ;//)0  = 2 d?y*  — 2 d v*  + 2 d 4,  (IT) 

k h h 

(d*)o  = 2 d>*  — 2 .V»  d'4  +2^  d>fc 

k h h 

und  eine  Drehung  um  eine  Axe  durch  den  Punkt  x=y—z=  0 mit 
den  Componenten 

d i = 2 d 4 , d>  = 2 d p*  > d v = 2 d vh,  (ii ") 

h h h 

Legt  man  die  Z-  Axe  in  die  Drehungsaxe,  so  ist  Sl  = Sfi  = 0 und 


<)x  — (()'x)n  — y d'v, 

d y = ( d?y)0  + rr  dV , (12') 

dr  = (ds)n. 


Führt  man  dann  noch  ein  zu  diesem  paralleles  Coordinatensvstem 


A",  Y\  Z'  ein,  so  dass 


/ . ölyio  , frVx)o 

* = x + v— , y = y — Vr , 

<>  r *> t> 


ist,  so  resultirt: 


dV  = — t/dv,  dv/  = + re' di/,  dV  = (dV)0, 


d.  h.  die  Verrückung  reducirt  sich  auf  eine  Drehung  um  eine  be- 
stimmte Axe  und  auf  eine  Verschiebung  parallel  dieser  Axe.  Eine 
solche  Bewegung  nennt  man  eine  Schraubenbewegung.  Daher  ergiebt 
sich  der  Satz: 

Beliebige  Verschiebungen  und  Drehungen  eines  starren 
Svstemes  lassen  sich  jederzeit  zusammensetzen  zu  einer 
einfachen  Schraubenbewegung  um  eine  bestimmte  Axe. 

Die  sie  delinirenden  Grössen  folgen  aus  den  vorstehenden  Formeln 
(11)  bis  (12").  — 

Da  sich  Drehungen  um  Axen,  die  durch  denselben  Punkt  gehen, 
in  Componenten  zerlegen  und  zu  Besultirenden  zusammensetzen  lassen, 
wie  Kräfte,  die  auf  denselben  Punkt  wirken,  so  lassen  sie  sich  auch 
durch  dieselben  Formeln  auf  ein  neues  Coordinatensystem  transformiren, 
die  für  jene  gelten. 
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So  werden  z.  B.  die  Drehungen  See,  8ß,  Sy  um  die  im  starren 
System  festen  Axen  A,  B,  C durch  folgende  Gleichungen  gegeben: 

See  = a,  SX  ßi  Sfi  4-  y,  Sv, 

()ß  = a,  SX  4-  ß,  Sfi  + y,  Sv,  (13) 

Sy  = a,  SX  + ß%  Sfi  4-  y3  Sv, 

Formeln,  die  sich  umkehren  lassen  in: 

SX  = a,  Sa  4-  ce,  Sß  4-  <*s  Sy, 

Sfi  = ßt  See  4-  ßi  Sß  4-  ß a Sy,  (13') 

Sv  — y,  Sa  4-  yf  Sß  4-  y3  Sy. 

Durch  die  Sceh,  Sßh,  Syh  drücken  sich  die  Sa,  Sß,  Sy  ohne  alle 
Rechnung  aus,  wenn  man  bedenkt,  dass  sie  zu  den  Formeln  (2)  in 
derselben  Beziehung  stehen  müssen,  wie  — SX,  —Sfi,  —Sv  zu  den 
Formeln  (1).  Denn  eine  positive  Drehung  des  Coordinatensystems 
gegen  den  Körper  kann  durch  eine  negative  des  Körpers  gegen  das 
Coordinatensvstem  ersetzt  werden.  Demgemäss  muss  gelten: 

Sa  = a3  Sa,  4-  ß,  Sß,  4-  yt  Sy„ 

Sß  = a , Sa , 4-  ßt  Sß,  4-  y,  Sy3,  (13") 

Sy  = a,  Sa , 4-  ß,  Sß , 4-  y«  Sy,. 

Man  veriticirt  dies  leicht,  indem  man  die  Werthe  der  Sah,  Sßh,  Syh 
aus  (8)  entnimmt  und  einsetzt;  dann  ergiebt  sich  unter  Rücksicht  auf 
die  Gleichungen  (5)  sogleich  das  System  (13).  Ferner  gilt  aus  dem- 
selben Grund: 

Sa,  = a,Sy  — atSß,  Sa,  = atSa  — a,Sy,  Sa,  — a,  Sß  — a,Sa, 

Sß,  = ß,Sy-ß,Sß,  Sß,  = ß,Sa  — ß,  Sy,  Sß,  = ß,Sß  - ß,Sa,  (13'") 

Sy,  = y,  Sy  — y,  Sß,  Sy,  = y,  Sa  — y,  S y,  Sy,  - y,  Sß  — y,8a. 


§17.  Zusammensetzung  und  Zerlegung  von  Drehungsmomenten; 
Ersetzung  beliebiger  auf  ein  starres  System  wirkender  Kräfte  durch 
eine  Besultirende  und  ein  Drehungsmoment. 

Ist,  wie  wir  im  vorigen  Abschnitt  erörtert  haben,  die  Lage  eines 
starren  Systems,  z.  B.  eines  starren  Körpers,  durch  sechs  Parameter 
bestimmt,  so  werden  zur  Bestimmung  seiner  Bewegung  auch  nur  sechs 
Differentialgleichungen  mit  den  zugehörigen  Nebenbedingungen  erfor- 
derlich sein.  Wir  haben  nun  in  § 15  des  ersten  Theiles  für  die 
Massenpunkte  eines  unter  äussern  und  innern  Kräften  stehenden 
Systemes  die  Bewegungsgleichungen  aufgestellt;  dieselben  enthalten 
ausser  den  äussern  Kräften  noch  die  zwischen  den  einzelnen  Punkten. 
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statt  findenden  Wechselwirkungen,  welche,  im  Falle  das  System  starr 
ist,  als  Unbekannte  anzusehen  sind,  indirect  bestimmt  durch  die 
Festsetzung,  dass  jeder  Punkt  vom  andern  eine  constante  Entfernung 
beibehalten  soll.  Um  die  Gesetze  der  Bewegung  zu  finden,  sind  hier- 
nach sechs  von  einander  unabhängige  Combinationen  sämmtlicher 
Bewegungsgleichungen  zu  bilden,  die  von  jenen  Wechselwirkungen 
frei  sind. 

Dergleichen  Combinationen  haben  wir  an  der  citirten  Stelle  bereits 
gebildet,  nämlich  die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Massenmittel- 
punktes und  die  Flächensätze.  Auch  die  Gleichung  der  Energie  ist 
für  ein  starres  System,  in  welchem  das  Potential  <I>  sich  nicht  ändern 
kann,  da  die  Entfernungen  rhk  constant  sind,  von  den  innern  Kräften 
frei,  reducirt  sich  also  auf  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft;  da 
aber  nur  sechs  Unbekannte  vorhanden  sind,  so  kann  sie  für  ein  starres 
System  nicht  von  den  genannten  sechs  Gleichungen  unabhängig  sein. 
Dies  wird  späterhin  erwiesen  werden. 

Wir  unterwerfen  daher  der  Betrachtung  die  erstgenannten  sechs 
Gleichungen;  bezeichnet  mh  die  Masse  eines  Punktes  des  Systems,  sind 
xh}  yh,  xh  seine  Coordinaten  und  Xh,  Yh , Zh  die  in  ihm  angreifenden 
äussern  Kraftcomponenten , so  lauten  sie  nach  den  Formeln  (101) 
und  (102): 


2 

m„ 

d'Xh  v.  1 y 

dt * 

2 

mh 

d'Hh  'sr'  y 

dt 2 ^ lh’ 

2 

mh 

"T.:  * 
1! 

M 

2 

nth 

L 1**»  _ . 

[y,‘  dt * dt * ) 

-2(**- 

“ %'h  1 h)j 

2 

mh 

V*h  dt 5 * dt * ) 

= 2('»-Y*- 

- X,,  Zt?)  , 

2 

mh 

( d'yh  d'xh\ 

l h dt * Vh  dt-  ) 

= 2 - 

- yi,Xh). 

Wir  richten  die  Aufmerksamkeit  besonders  auf  die  Art  und  Weise, 
wie  in  ihnen  die  äussern  Kräfte  Xhf  Yh,  Zh  auftreten. 

Zwei  Arten  von  Combinationen  kommen  allein  vor,  die  Com- 
ponentensummen  parallel  den  Coordinatenaxen: 

2*,,  = x,  2 Y»  = y,  2 z>  = (io) 

und  die  schon  früher  so  genannten  Drehungsmomente  um  die 
Coordinatenaxen: 

2 {yhZ„-xhYh)  = L,  2 (**Xh-xhZ>)  = M,  2 {xhYh- yhXh)  = N.  (15') 
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Die  ersteren  bestimmen  nach  p.  122  vollständig  die  Bewegung 
des  Massenmittelpunktes.  Da  aber  eine  jede  Bewegung  nach  dem 
Inhalte  des  vorigen  Abschnittes  sich  zerlegen  lässt  in  eine  Verschiebung 
des  Massenmittelpunktes  und  eine  Drehung  um  eine  durch  ihn  gelegte 
Axe  — wobei  sich  Lage  der  Drehungsaxe  und  Grösse  des  Drehungs- 
winkels symmetrisch  durch  die  Componenten  der  Drehung  um  drei 
zu  einander  normale  Axen  ausdrücken  — so  müssen  die  Drehungs- 
momente diese  Drehungen  bestimmen,  jene  müssen  also 
ein  Maass  der  drehenden  Wirkung  der  ausgeübten  Kräfte 
geben.  Hierdurch  erklärt  sich  der  für  die  Functionen  L,  M,  N ein- 
geführte Name  der  Drehungsmomente. 

Ueber  die  Art  und  Weise,  wie  die  auf  einen  Punkt  wirkenden 
Kräfte  sich  zu  Resultirenden  zusammensetzen,  nach  beliebigen  Bichtungen 
zerlegen  und  auf  neue  Coordinatenrichtungen  beziehen  lassen,  ist  schon 
in  § 5 des  ersten  Theiles  ausführlich  gesprochen;  wir  wollen  nunmehr 
ähnliche  Untersuchungen  für  die  Drehungsmomente  anstellen. 

I.  Wirke  zunächst  nur  eine  Kraft 
auf  den  Punkt  x,  y,  z,  so  ist: 

y Z — xY  — L , xX  — x Z = M , 
xY  — yX  — N.  (15") 

Nenntman  den  Abstand  des  Punktes 
Ton  der  A-Axe  (>x,  so  ist  y — ox  cos(px,  y), 
x = ox  cos  (ox,  x).  Projicirt  man  die 
Kraft  K auf  eine  durch  x , y,  x gehende, 
zur  A-Axe  normale  Ebene  und  nennt 
die  Projection  Kx,  so  ist  nach  Figur  16: 

Y=KX  cos[Kx,  y),  Z=  Kx  cos(A'x,  x), 
und  daher  wird 

L = qxKx  sin  [Kx,  ox) ; 

sin  {Kz,  (jx)  ist  aber  die  Länge  des  Lothes  vx  vom  Anfangspunkt 
auf  KZJ  demgemäss  wird: 

L=  ± vxKx,  ebenso  M=  ± vvKtJ,  N = ± vxK,.  (16) 

Hierin  ist , um  die  Drehungsmomente  in  dem  Sinne  ihrer 
Definitionen  (15')  positiv  zu  erhalten,  das  positive  Vorzeichen  zu  wählen, 
wenn  vh,  von  0 aus  positiv  gerechnet,  durch  eine  Drehung  um  90° 
in  positivem  Sinne  mit  Kh  parallel  wird. 

Die  Längen  v nennt  man  die  Hebelarme  der  Kraft  K in  Bezug 
auf  die  Coordinatenaxen  X,  Y , Z;  da  nun  die  Lage  der  Coordinaten- 
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axen  ganz  willkürlich  ist,  so  kann  man  die  folgende  allgemeine 
Definition  aussprechen: 

Das  Drehungsmoment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine 
beliebige  Axe  ist  das  Product  aus  der  Componente  der  Kraft 
nach  der  Ebene  normal  zu  jener  Axe  in  den  auf  dieselbe 
bezüglichen  Hebelarm. 

Das  Drehungsmoment  ändert  sich  nicht,  wenn  die  Lage  und 
Grösse  der  Kraft  variirt  wird,  so  lange  nur  dieses  Product  denselben 
Werth  behält. 

Dasselbe  behält  z.  B.  seinen  Werth,  wenn  man  die  Kraft  in  ihrer 
Richtung  beliebig  verschiebt,  sodass  ihr  Angriffspunkt  wechselt.  Da 
hierbei  die  Kraftrichtung  ungeändert  bleibt,  so  behalten  auch  die 
Componenten  ihre  Werthe  und  man  kann  daher  den  Satz  aussprechen: 
Die  Wirkung  einer  Kraft  auf  ein  starres  System  ändert 
sich  nicht,  wenn  man  sie  längs  ihrer  Richtung  innerhalb 
des  Systems  beliebig  verschiebt. 

Demgemäss  hat  nun  der  für  eine  Kraft  gegebene  Angriffspunkt 
nur  insofern  Bedeutung,  als  er  die  Gerade  festlegt,  in  welcher  die 
Kraft  liegt,  — 

Wir  untersuchen  jetzt,  wie  sich  das  Drehungsmoment  einer  Kraft 
um  eine  beliebige  Axe  d,  durch  den  Coordinatenanfang  durch  die- 
jenigen um  die  Coordinatenaxen  ausdrücken  lässt. 

Sei  die  Richtung  d , in  die  A-Axe  eines  neuen  Coordinatensystems 
gelegt,  dessen  Lage  durch  die  Gleichungen  gegeben  ist: 

a = ayx  -f  ßxy  + yxx, 

b = u«x  + ßty  + y3x,  (17) 

c = a3x  + ß3y  + y3x; 

dann  gelten  für  die  Kraftcomponenten  die  analogen  Formeln: 

A = tt1X  + ßx  Y -f-  yt  Z , 

B = u.t  X + ßi ) + ytZ,  (17') 

C = u3  X -j-  ß3 1 -f-  y3  Z . 

Das  Drehungsmoment  A um  die  dr  resp.  A-Axe,  welches  nach 
der  Definition  sich  schreibt: 

D^bü-  cB , 

wird  durch  Einsetzen  dieser  Werthe: 

A = {yZ  — * Y)  {ß.,y3  — ß3yt)  + {xX  — xZ)  (y,a3 
+ (x  Y — yX)  {a3ß3  - u3ß3) 

und  in  Rücksicht  auf  (5)  und  (15')  auch: 

A = Lat  + Mßi  -f-  Nyx , 


- y.«.) 

(18> 
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wo  nun  er,,  ßlt  yx  die  Cosinus  der  Winkel  zwischen  der  Axe  dt  und 
X,  Y,  Z sind. 

Dies  Resultat  lässt  sich  noch  anders  ausdrücken. 

Trägt  man  auf  den  X,  Y,  Z-  Axen  mit  L,  M,  N proportionale 
Längen  ah  und  setzt  dieselbe  zu  einer  Resultirenden  zusammen,  so 
wird  deren  Grösse  D gegeben  durch 

= L’+  3P  + IV,  (19) 

ihre  Richtung  d durch 

cos  ( d , x)  = -p  t cos  (d,  y)  = cos  {d,  z)  = ^ • (19') 

Versteht  man  hierbei  unter  D eine  stets  positive  Grösse,  so  geben 
diese  Gleichungen  diejenige  Richtung  für  d als  positiv,  auf  welche 
vom  Coordinatenanfang  hinweg  die  construirte  Resultante  fallt. 

Setzt  man  dies  in  (18)  ein,  so  folgt 

D,  = D cos  ( d , d,) . (20) 

Diese  Formel  zeigt,  dass  D der  specielle  Werth  des  Drehungs- 
momentes Dx  für  den  Fall  ist,  dass  die  Axe  dx  in  die  Richtung  von  d 

fallt;  das  Moment  wirkt  in  positivem  Sinne  um  die  durch  (19')  gegebene 

Richtung. 

Ferner  ergiebt  sich,  dass  D das  grösste  Drehungsmoment  ist, 
welches  die  gegebene  Kraft  um  eine  durch  den  Coordinatenanfang 
gehende  Axe  überhaupt  ausüben  kann;  man  nennt  dasselbe  ihr  Haüpt- 
drehungsmoment,  und  die  Axe,  um  welche  dieser  Maximalwerth 
eintritt,  die  Hauptdrehungsaxe  der  Kraft  durch  den  Coordinaten- 
anfang. 

Ihr  Moment  Dx  um  jede  andere  durch  diesen  Punkt  gehende 

Axe  dt  bestimmt  sich  aus  dem  Hauptmoment  D,  wie  die  Componente 

einer  Kraft  nach  deren  Richtung  aus  der  parallel  mit  d liegenden 
Resultante,  durch  Multiplication  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  zwischen 
den  beiden  Axenrichtungen;  für  Axen  normal  zur  Hauptaxe  ist  das 
Moment  gleich  Null. 

Das  Hauptdrehungsmoment  D kann  man  als  die  Resultante  aus 
den  Momenten  um  die  Coordinatenaxen  betrachten;  denn  letztere  sind 
durch  ersteres  vollständig  ersetzbar,  ebenso  wie  die  Kraftcomponenten 
X , F,  Z,  welche  in  L , M,  N auftreten,  durch  die  Resultante  K ersetzbar 
sind,  von  welcher  D abhängt. 

Man  sieht  diese  Thatsache  noch  besser  ein,  wenn  man  überlegt,  dass 
die  Lage  des  Coordinatensystems  auf  die  Wirkung  einer  Kraft  ohne 
Einfluss  ist.  Dreht  man  sonach  das  Coordinatensystem  um  den  Anfangs- 
punkt, so  sind  die  Momente  von  K um  die  neuen  Axen  äquivalent 
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denen  um  die  alten.  Fällt  aber  eine  Coordinatenrichtung  in  die 
Hauptdrehungsaxe  d,  so  ist  um  sie  das  Moment  gleich  D,  um  die 
beiden  andern  gleich  Null;  also  ist  auch  D äquivalent  mit  L,  M,  N. 

Die  Richtung  der  Hauptdrehungsaxe  bestimmt  sich  anschaulicher 
als  durch  (19')  mit  Hülfe  der  Formeln,  die  man  aus  jenen  in  Rück- 
sicht auf  (15")  durch  die  Factoren  x,  y , s und  X,  Y,  Z leicht  erhält. 
Es  resultirt  so  nämlich: 

* cos  (d/x)  + y cos  {d,  y)  + x cos  (tf,  x)  = 0, 

Arcos  {d,  x)  + Ycos(d,  y)  -f  Zcos((/,  x)  = 0,  ^ ' 

und  dies  zeigt,  dass  die  Hauptdrehungsaxe  durch  den  Ooordinatenanfang 
normal  steht  zur  Ebene  durch  die  Richtung  der  Kraft  und  die  Ver- 
bindungslinie ihres  Angriffspunktes  mit  dem  Coordinatenanfang. 

Die  soeben  gefundenen  Resultate  lassen  sich,  da  der  Coordinaten- 
anfang ganz  beliebig  ist,  in  den  folgenden  Satz  zusammenfassen: 

Wirkt  auf  ein  starres  System  eine  Kraft  K in  einem 
Punkte  p,  so  hat  ihr  Drehungsmoment  um  eine  durch  einen 
beliebigen  Punkt  q gehende  Drehungsaxe  dann  den  grössten 
Werth  (Hauptdrehungsmoment  D),  wenn  diese  Axe  senkrecht 
steht,  sowohl  auf  der  Richtung  von  K,  als  der  Richtung  der 
Geraden  pq  (Hauptdrehungsaxe  d). 

Den  Repräsentanten  des  Drehungsmomentes  um  jede 
andere  durch  q gehende  Axe  d,  erhält  man,  indem  man  den 
Repräsentanten  des  Hauptmomentes  D auf  die  positive  Seite 
der  Hauptaxe  d aufträgt  und  auf  die  gegebene  Axe  </,  pro- 
jicirt.  Das  bezügliche  Moment  D,  wirkt  dann  positiv  um 
diejenige  Richtung  der  Axe  dx,  auf  welche  die  Projection  fällt. 

Zerlegt  man  nach  der  Methode  des  Parallelogramms  den 
Repräsentanten  des  Hauptdrehungsmomentes  nach  beliebigen 
Richtungen,  so  erhält  man  dadurch  die  Repräsentanten  von 
Drehungsmomenten,  welche  zusammen  dem  Hauptdrehungs- 
moment  äquivalent  sind  und  als  seine  Componenten  be- 
zeichnet werden  können. 

II.  Wirken  auf  das  starre  System  mehrere  Kräfte  Kh  mit  den 
Angriffspunkten  xh,  y,„  xh,  so  treten  in  den  Bewegungsgleichungen  (14) 
an  Stelle  der  Momente  der  einen  Kraft  die  Summen  der  Momente 
aller  Kräfte  um  die  Coordinatenaxen. 

Dies  zeigt,  dass  beliebige  Kräfte  um  dieselbe  Axe  ein 
resultirendes  Drehungsmoment  liefern,  welches  gleich  ist 
der  Summe  der  Einzelmomente  um  jene  Axe. 

Momente  um  dieselbe  Axe  summiren  sich  also  ebenso  wie  Kraft- 
componenten  parallel  derselben  Richtung. 
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Es  ist  nützlich  zu  zeigen,  wie  dieses  Resultat  auch  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Bewegungsgleichungen  direct  aus  dem  Satz  vom  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  folgt,  unter  Benutzung  der  oben  erhaltenen  Regel, 
dass  Kräfte,  die  auf  ein  starres  System  wirken,  innerhalb  desselben 
längs  ihrer  Richtung  beliebig  verlegt  werden  können. 

Um  den  obigen  Satz  für  die  Momente  um  die  X-Axe  zu 
erweisen,  kann  man  nach  jener  Regel  zunächst  alle  Kräfte  Kh  parallel 
mit  sich  so  verlegen,  dass  ihre  Angriffspunkte  in  dieselbe  Ebene  normal 
zur  X-Axe,  etwa  die  PZ-Ebene,  fallen.  Sollten  hierbei  zunächst  einige 
ausserhalb  des  starren  Systems  zu  liegen  kommen,  so  kann  man  dies 
dadurch  vermeiden,  dass  man  in  ihrem  ursprünglichen  Angriffspunkt 

yn,  zwei  entgegengesetzte  Hülfskräfte  +Xh',  —Xh'  anbringt,  die 
weder  auf  die  Bewegung,  noch  insbesondere  auf  das  Moment  um  die 
X-Axe  Einfluss  üben,  die  Resultante  je  aus  dem  betreffenden  Kh  und  Xh' 
bildet  und  diese  verlegt  Durch  geeignete  Wahl  der  Xh'  lässt  sich 
dann  immer  der  Angriffspunkt  yh auf  der  PZ-Ebene  in’s  Innere 
des  Sy stemes  bringen. 

Dort  mögen  nun  von  allen  Kräften  die  Componenten  nach  der 
F-  und  Z-Axe  gebildet  werden;  es  ist  dann  das  Drehungsmoment  von  Kh 

yh  — zh  1 >,  = Ij/, 

von  derselben  Grösse  wie  in  der  ursprünglichen  Position. 

Aber  die  Resultirenden  aus  Yh  und  Zh , d.  h.  die  Componenten 
der  gegebenen  Kräfte  nach  der  FZ- Ebene  liegen  jetzt  sämmtlich  in 
derselben  Ebene  und  können  daher  successive  paarweise  nach  dem 
Parallelogramm  zusammengesetzt  werden,  indem  man  sie  nach  dem 
Schnittpunkt  ihrer  Richtungen  verlegt. 

Dass  dieser  Schnittpunkt  nicht  ausserhalb  des  starren  Systemes 
fallt,  kann  man  jederzeit  erreichen  durch  Zufügung  von  in  der  FZ- 
Ebene  angenommenen  Hülfskräften,  die  paarweise  gleich  und  entgegen- 
gesetzt gerichtet  durch  die  -X-Axe  hindurchgehen,  also  weder  auf  die 
Bewegung  noch  insbesondere  auf  das  Moment  um  die  X-Axe  wirken. 

Wir  betrachten  nur  zwei  Kräfte  mit  den  Componenten  Ylf  Zx 
und  F2,  Z4,  die  in  den  Punkten  y',  %l  und  yt',  %t'  angreifen,  und 
zeigen,  dass  die  Summe  ihrer  Momente  um  die  X-Axe  gleich  dem 
Momente  ihrer  Resultirenden  ist.  Da  man  diese  Resultante  mit  einer 
dritten  Kraft  combiniren  und  ebenso  weiter  fortschreiten  kann,  so  ist 
dadurch  der  gewünschte  Beweis  ganz  allgemein  geliefert. 

Die  Coordinaten  y,  z des  Schnittpunktes  der  beiden  Kraftrich- 
tungen sind  gegeben  durch  die  beiden  Beziehungen: 

(y  ~ Vi)  Zx—{z  — zx)  Yj, 

(y  - y*)  zt={z  — x')  7f ; 

io* 
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addirt  man  dieselben  und  berücksichtigt,  dass 

Yt+Y=Y,  Z,  + Z,  = Z 

die  Componenten  der  Resultirenden  sind,  so  erhält  man: 

yZ  — xY  = (//,' Z>  — x'  }’,)  + (//,' Z2  — %’  Yt), 

und  damit  das  gesuchte  Resultat:  das  Moment  der  resultirenden 
Kraft  ist  gleich  der  Summe  der  Momente  ihrer  Componenten 
um  dieselbe  Axe. 

Nunmehr  können  wir  auch  Drehungsmomente  um  beliebige  durch 
denselben  Punkt  gehende  Axen  zu  Resultanten  zusammensetzen;  denn 
da  bezüglich  der  Zusammensetzung  solcher  um  parallele  und  um  zu 
einander  normale  Axen  die  Anwendbarkeit  der  für  die  Kräfte  gültigen 
Regeln  erwiesen  ist,  folgt  sogleich  der  allgemeine  Satz: 

Wirken  auf  ein  starres  System  beliebige  Kräfte  Kh  in 
den  Punkten  ph  und  bestimmt  man  bezüglich  eines  Punktes  q 
ihre  Hauptdrehungsaxen  dh  und  ihre  Hauptmomente  Dh  und 
trägt  Repräsentanten  der  letzteren  auf  den  ersteren  in  posi- 
tiver Richtung  auf,  so  kann  man  dieselben  bezüglich  der 
Zerlegung  der  Momente  in  Componenten,  sowie  ihrer  Zu- 
sammensetzung zu  Resultirenden  genau  so  behandeln,  wie 
die  Repräsentanten  von  im  Punkte  q angreifenden  Kräften. 

Es  gelten  demgemäss  auch  für  die  Momente  F,  G,  H um  ein 
Axensystem  A,  B,  C die  (17')  entsprechenden  Formeln: 

F = *tL  + ßtM  + riN, 

G ~ atL  ßtM  + ytN,  (21) 

H=*tL  + ßtM+y*N\ 

ebenso  die  daraus  durch  Auflösung  nach  L,  N folgenden. 

111.  Da  die  hervorgehobene  Analogie  sich  nur  auf  Kräfte,  die  in 
einem  Punkte  angreifen,  und  Momente  um  Axen,  die  durch  einen 
Punkt  gehen,  erstreckt,  so  bietet  sich  von  selbst  die  Frage,  wie  sich 
Kräfte  verhalten.,  die  auf  verschiedene  Punkte  wirken,  und  Momente 
um  Axen,  die  sich  nicht  schneiden. 

Bezüglich  der  ersteren  sagen,  wie  schon  in  § 15  entwickelt  ist, 
die  ersten  drei  Gleichungen  (14)  aus,  dass  die  fortschreitende  Be- 
wegung des  Systemes,  gemessen  durch  die  Bewegung  des  Massenmittel- 
punktes, ebenso  stattfindet,  als  griffe  in  ihm  eine  einzige  Kraft  K mit 
den  Componenten 

x = ^£xh,  r=2r„  z = 24  (22) 
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an;  in  dieser  einen  Hinsicht  sind  also  jederzeit  beliebige  auf 
das  starre  System  wirkende  Kräfte  mit  einer  (im  Massenmittelpunkt 
angreifenden)  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  bestimmten  Result-irenden 
äquivalent. 

Wir  untersuchen  nun,  unter  welchen  Umständen  auch  hinsichtlich 
der  Drehungen  ein  beliebiges  System  von  Kräften  K„  durch  eine 
einzige  K zu  ersetzen  ist. 

Die  Bedingung  hierfür  ist,  dass  die  Gleichungen 

L =yZ-zY  = '2faZk -*>¥>), 

M = zX  - = 2 (*» X»  ~ ** 4),  (22') 

N = xY-  yX  = 2 Yh  - yh  X») 

durch  ein  System  von  Coordinaten  x,  y,  * zu  erfüllen  sind,  wenn  für 
Xj  Y,  Z die  Werthe  aus  (22)  entnommen  werden. 

Die  Coordinaten  x,  y,  z resp.  xh,  yh,  zh  bestimmen  hierin  wieder 
den  Angriffspunkt  von  K resp.  Kh , genauer  einen  Punkt,  durch  welchen 
die  Richtung  der  bezüglichen  Kraft  hindurchgeht.  - 

Man  erkennt,  dass,  obgleich  die  Werthe  von  x,y,z  willkürlich  sind, 
diese  Gleichungen  nicht  durch  jedes  beliebige  System  von  Kräften 
X , Yf  Z befriedigt  werden;  denn  multiplicirt  man  sie  einzeln  mit  den 
entsprechenden  Formeln  (22)  und  addirt,  so  erhält  man  eine  Bedingung 
zwischen  den  gegebenen  Grössen  X,  Y,  Z,  L,  M,  JV,  welche  erfüllt  sein 
muss,  damit  die  eine  Kraft  K die  gegebenen  Kh  vollständig  ersetze. 
Sie  lautet 

XL  + YM  + ZN  = 0 (22") 

und  spricht,  wenn  man  sie  durch  KD  dividirt,  den  Satz  aus: 

Eine  beliebige  Anzahl  auf  ein  starres  System  wirkender 
Kräfte  Kh  ist  nur  dann  durch  eine  einzige  (resultirende) 
Kraft  K zu  ersetzen,  wenn  deren  nach  dem  Gesetz  des  Paralle- 
logramms aus  den  Kh  bestimmte  Richtung  normal  ist  zu  der 
Hauptdrehungsaxe  des  Systemes  Kh  durch  den  Coordinaten- 
anfang. 

Die  Grösse  der  Resultirenden  K folgt  in  diesem  Falle  aus 

K'=  X'+  ya+  Za; 

ihre  Lage  ist  bestimmt  durch  die  Schnittgerade  der  beiden  Ebenen 

xL  + yM  + zN  = Ü, 

x ( YN  — ZU)  + y ( ZL  - XX)  + * (A 31  - YL)  = D\  { ) 

deren  Gleichungen  aus  dem  System  (22')  durch  die  Factoren  x,  y,  z 
und  L,  M,  X folgen.  Legt  man  durch  den  Coordinatenanfang  eine 
Ebene  normal  zu  K , deren  Gleichung  ist 

xX  + yY+zZ=  0, 


(23') 
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so  kann  man  die  Coordinaten  x,  y,  z des  Schnittpunktes  der  Resul- 
tante K mit  derselben  leicht  erhalten,  wenn  man  die  drei  Gleichungen 
(23)  und  (23')  resp.  mit  D , mit  DK  und  mit  K dividirt  und  beachtet, 
dass  die  dadurch  in  ihnen  erhaltenen  Factoren  von  x,  y,  % die  Cosinus 
der  Richtungswinkel  dreier  zu  einander  normaler  Richtungen  sind, 
nämlich  der  Richtungen  der  Hauptdrehungsaxe,  der  resultirenden  Kraft, 
welche  nach  Annahme  der  Gültigkeit  von  (22")  auf  einander  senkrecht 
stehen,  und  des  Lothes  auf  beiden.  Es  folgt  demgemäss: 

_ ( YN  - ZM ) (ZL  - XN)  (XM  - YL ) ,00„x 

* ' x*  } ^ K~  1 ' K * * ^ 


Wählt  man  die  A'-Coordinatenaxe  parallel  der  Richtung  von  K, 
so  wird  ^ Xh  = K,  2 ^ — 0 un^  die  Bedingung  (22")  zu 

L = ^£{y„Zh-  x„Y,)  ^ 0;  (24) 

die  Coordinaten  des  Schnittpunktes  von  K mit  der  FZ-Ebene  sind  hier: 


(24') 


Ein  einfacher  specieller  Fall,  in  welchem  die  Bedingung  (22") 
erfüllt  ist,  ist  der,  dass  sich  die  Richtungen  sämmtlicher  Kräfte  Kh  in 
einem  Punkte  schneiden;  dann  kann  man  nach  dem  Satz  auf  p.  144 
alle  Kräfte  nach  dem  Schnittpunkt  hin  verlegen  und  sie  dort  nach 
der  Regel  des  Parallelogramms  zusammensetzen.  Dass  in  diesem  Falle 
unseren  Bedingungen  wirklich  genügt  wird,  ersieht  man  am  einfachsten 
aus  den  Ausgangsgleichungen  (22').  Bezeichnet  man  nämlich  die 
Coordinaten  des  Schnittpunktes  aller  Kräfte  mit  x,  y,  z,  so  sind  deren 
Eigenschaften  ausgesprochen  in  der  Beziehung: 


(xh  — x) : {y„  — y) : {zk  — z)  = Xh : Y„ : Zh , 


welche  für  alle  h gilt.  Durch  sie  sind  aber  die  genannten  Gleichungen 
identisch  erfüllt. 

Noch  specieller  ist  der  Fall,  dass  alle  Kräfte  unter  einander 
parallel  sind.  Legt  man  die  A-Axe  ihnen  parallel,  so  erhält  man: 


Ar  = 2A,„ 


/ _ y>,  Xh 

?/  - X ’ 


> 2 **  A>, 

1 "2XT 


(24") 


IV.  Ist  die  Bedingung  (22")  nicht  erfüllt,  so  genügt  also  auch 
nicht  eine  einzige  Kraft,  um  das  System  der  Kh  in  jeder  Hinsicht  zu 
ersetzen,  sondern  es  ist  noch  ein  weiteres  Element  hinzuzufügen,  z.  B. 
eine  zweite  Kraft  K'  oder  ein  Drehungsmoment  D\  Da  aber  nur 
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eine  Bedingung  unerfüllt  blieb,  so  können  jene  Grössen  noch  bis  auf 
ein  Bestimmungsstück  willkürlich  gewählt  werden. 

Wir  wollen  versuchen  die  gegebenen  Kräfte  K,t  durch 
eine  Resultirende  K und  durch  ein  Moment  I)'  um  eine  Axe 
parallel  zu  K durch  den  Coordinatenanfang  zu  ersetzen. 

Ist  die  Axe  von  D'  parallel  zu  K,  so  sind  seine  Componenten: 


N'  = 


D’Z 
K ? 


und  es  lauten  die  zu  erfüllenden  Bedingungen: 

L = yZ  - zY  + 

M=zX-xZ  + D'~,  (25) 

K=xY -yX  + D'~- 

A 


Durch  die  Factoren  A,  Y,  Z erhält  man  den  Werth  von  D'  gemäss 


■p.  / /.Ä  -f  M 1 -f-  A Z 

JJ  _ - ; 

dabei  ist  wegen  der  Werthe  von  L',  M\  N ' auch 

L'X+  M'Y  + N’Z 

D y 

Obige  Gleichung  lässt  sich  also  schreiben: 

n _ X(L  - LT)  + Y(M  - M')  + Z(N-  A") 


(25') 


(25") 

(25"') 


und  drückt  den  Satz  aus,  dass  L — L\  M — M\  X — K'  die  Compo- 
nenten eines  Drehungsmomentes  sind,  dessen  Axe  normal  zu  K steht. 

Für  die  Lage  der  Resultirenden  erhält  man  zwei  Formeln  aus  (25) 
durch  die  Factoren  x , y,  x und  L,  M,  K,  nämlich: 

x(L-  L!)  + y (M  - M')  + z(N-  N')  = 0, 
x{YN-  ZM)  + y {ZL  - XN)  + * (XM  — YL)  = D"  — LY\  1 ' 

Die  Resultirende  fällt  in  die  Schnittlinie  der  beiden  hierdurch 
definirten  Ebenen. 

Fügt  man  hinzu  die  Gleichung  der  zu  K normalen  Ebene  durch 
den  Coordinatenanfang 


xX  y F -f-  x-Z  — 0, 


(20') 
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so  kann  man  genau  wie  oben  die  Coordinaten  x,  y,  % des  Schnitt- 
punktes von  K mit  der  letzteren  Ebene  bestimmen.  Man  erhält: 


( V \j  V M\  * ^ D ’) 

' ( 1 - * Ajl  ) 


' (VT 

V = (ZL-  X N)  K,D-,  - , 


* = (XM  — YL) 


(26") 


Um  die  Aufgabe  noch  weiter  zu  führen,  fügen  wir  hier  eine  Be- 
trachtung ein  über  die  Beziehungen,  die  zwischen  Drehungsmomenten 
eines  und  desselben  Kräftesystemes  um  parallele  Axen  bestehen. 

Ist  D das  Drehungsmoment  um  eine  durch  die  Cosinus  ce,  ß,  y 
ihrer  Richtungswinkel  gegebene  Axe  d durch  den  Coordinatenanfang 
und  A dasjenige  um  eine  parallele  Axe  8 durch  die  Stelle  |,  y,  £, 
dann  gilt: 

D = aL  + ßM  + yNt 
A = ccA  -f-  ßM 4-  yJV , 

worin  L,  M,  N,  A,  M,  N die  bezüglichen  Componenten  um  die 
Coordinatenaxen,  resp.  um  dazu  Parallele  durch  den  Punkt  f , y,  £ sind. 
Nun  ist  aber: 

A = 2 (C'A  - V) 4 - (*» - £)  Yh)  = L - (t, Z- SY), 

M = ^ ((*»  - S)X„  - («,  - |)  4)  = M - (£X  -£Z),  (27) 

D >*  - to.-  v)4)  = -v-  (gy- 

und  daher  gilt: 

J = I)  - (« (7;  Z - £ Y)  4-  ß (£-Y  -SZ)  + y (|  r - f/-Y)) , (27') 

worin  das  zweite  Glied  das  Drehungsmoment  der  nach  der  Stelle  y,  £ 

verlegt  gedachten  Kraft  K um  die  Axe  d darstellt. 

Die  Betrachtung  dieses  Resultates  -lässt  die  Gültigkeit  der  folgen- 
den Sätze  erkennen: 

a)  Verschwinden  die  Componentensummen  der  wirken- 
den Kräfte,  so  sind  ihre  Drehungsmomente  um  alle  einander 
parallelen  Axen  gleich. 

Hieraus  folgt,  dass  man  in  diesem  Falle  die  Repräsentanten  von 
Drehungsmomenten  um  beliebige  Axen  parallel  mit  sich  im  starren 
System  verlegen  und  sie  demnach  auch  stets  zu  einem  resultirenden 
Moment  zusammensetzen  kann.  Diese  speciellen  Drehungsmomente  mit 
verschwindenden  Componentensummen  nennt  man  Kräftepaare  oder 
Koppelkräfte. 

b)  Um  alle  Drehungsaxen,  welche  der  Richtung  der  resul- 
tirenden Kraft  parallel  sind  (d.  h.  für  welche  a:ß:y  = X:Y:Z)y 
hat  das  Moment  eines  Kraftsystems  denselben  Werth. 
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Hiernach  kann  man  dergleichen  Drehungsaxen  beliebig  vertauschen, 
z.  B.  eine  in  die  Kraftrichtung  fallende  und  eine  ihr  parallele  durch 
den  Coordinatenanfang.  Demgemäss  können  wir  die  vorhin  abge- 
brochene Untersuchung  nunmehr  abschliessen  durch  den  Satz: 

Ein  jedes  auf  ein  starres  System  wirkende  Kraftsystem 
lässt  sich  ersetzen  durch  eine  Resultirende  und  ein  um  ihre 
Richtung  als  Axe  wirkendes  Drehungsmoment.  Die  darauf 
bezüglichen  speciellen  Formeln  sind  (25)  und  (26). 


§18.  Theorie  des  Schwerpunktes;  Beispiele  für  seine  Berechnung. 
Starre  continuirliche  Körper,  Dichte  und  specifisches  Gewicht. 


Im  vorigen  Abschnitt  haben  wir  gesehen,  dass  parallel  der  A-Axe 
auf  ein  starres  System  wirkende  Kräfte  Kh  sich  zu  einer  Resultirenden  K 
zusammensetzen,  deren  Grösse  gegeben  ist  durch 

K = ^Kh, 

und  deren  Richtung  hindurchgeht  durch  den  Punkt  der  YZ-Ebene: 


n — 2 Vh  K><  . _ 2 xh  K), 

J~  2«.  ’ ' " 2 


(28) 


Hier  ist  zunächst  nur  die  Gerade  bestimmt,  in  welcher  die  Re- 
sultante liegt;  haben  aber  die  auf  die  einzelnen  Punkte  des  starren 
Systemes  wirkenden  Kräfte  die  Eigenschaft,  bei  einer  Drehung  desselben 
gegen  die  Kraftrichtung  ihre  Grösse  unverändert  beizubehalten,  so  lässt 
sich  ein  Punkt  angeben,  durch  welchen  bei  jeder  Lage  des  Systemes 
die  Resultirende  hindurchgeht,  den  man  also  in  einem  besondern  Sinne 
ihren  Angriffspunkt  nennen  kann.  Man  erhält  die  Coordinaten 
dieses  Punktes,  indem  man  ausdrückt,  dass  die  obigen  Relationen  für 
jede  Lage  eines  Coordinatensystemes  A,  B,  C\  das  wir  mit  dem  Körper 
fest  verbunden  denken  wollen,  gegen  die  Richtung  der  Kräfte  bestehen 
sollen. 

Dazu  ersetzen  wir  nach  System  (1)  y,z,  yh,zh  durch  a,b,c , a,,,b,,,ch , 
schreiben  also: 


q | q j,  | ^ ■ ißi  Q*h  4~  ßi  bl i 4*  ßt  ■ 

[i.a  + ptb  -f  [ixc  = “ 2 k, 


y.a  + y.b  + y,e  = , 


und  erhalten,  indem  wir 
gelten  lassen: 

„ _ 2<*/«A» 

2«.'’ 


diese  Gleichungen  für  beliebige 
_ 2**Kk  _ 2 c><  Kh  4 


ß*t  7k 
(28') 
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Den  hierdurch  im  starren  System  gegebenen  Punkt  nennen  wil- 
den Kräftemittelpunkt  der  Kh. 

Unter  allen  Kräften,  welche  die  vorausgesetzte  Eigenschaft  haben, 
ihre  Grösse  bei  einer  Drehung  des  starren  Systems  für  jede  Stelle  des- 
selben unverändert  zu  bewahren,  ist  die  wichtigste  die  Schwerkraft. 
Sie  ist  überdies  der  im  Punkte  ah,  bh,  ch  vorhandenen  Masse  pro- 
portional und  demgemäss  werden  für  sie  die  letzten  Gleichungen: 


2 a>, mh  } _ _ 2^"'» 


(28") 


Vergleicht  man  diese  Werthe  mit  den  in  Formel  (92)  des  ersten 
Theiles  gegebenen  Definitionen  der  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes, 
so  erkennt  man: 

Der  Kräftemittelpunkt  der  Schwere  liegt  im  Massen- 
mittelpunkt des  Systemes,  auf  welches  sie  wirkt..  Wegen 
dieser  Eigenschaft  führt  der  Massenmittelpunkt  auch  den  Namen  des 
Schwerpunktes. 

Die  Wirkung  der  Schwere  auf  ein  starres  System  ist  also 
bei  jeder  Lage  und  in  jeder  Hinsicht  dieselbe,  als  griffe 
dessen  ganzes  Gewicht  im  Schwerpunkte  an.  Hieraus  erhellt, 
dass  die  Bestimmung  der  Lage  des  Schwerpunktes  ein  Problem  von  viel- 
fältiger Bedeutung  ist.  Wir  wollen  uns  demselben  nunmehr  zu  wenden, 
und  zwar  speciell  für  gewisse  starre  Körper. 

Unter  einem  Körper  verstehen  wir  eine  Quantität  Materie,  die 
einen  Raum  anscheinend  continuirlich  erfüllt,  und  nennen  denselben 
starr,  wenn  jedes  seiner  Theilchen  von  jedem  andern  eine  constante 
Entfernung  bewahrt.  Wir  können  einen  Körper  in  ein  Punktsystem 
verwandeln,  indem  wir  ihn  auf  irgend  eine  Weise  in  Volumenelemente 
zerlegt  denken  und  jedes  einzelne  als  einen  Massenpunkt  betrachten. 
Ist  an  der  Stelle  x,  y,  z ein  Volumenelement  dk,  welches  die  Masse  dm 
enthält,  so  nennt  man  das  Verhältniss 

dm 


die  Dichtigkeit  an  der  Stelle  x , y,  *.  Die  Dichtigkeit  ist  also 
diejenige  Masse,  welche  in  der  Volumeneinheit  vorhanden 
sein  würde,  wenn  dieselbe  durchaus  ebenso  erfüllt  wäre,  wie 
das  Volumenelement  dk  an  der  Stelle  x , y , z,  dividirt  durch 
die  Volumeneinheit. 

Die  Dimension  einer  Dichtigkeit  ist  daher 

[«]  = \m  /_*]. 

Nach  der  Definition  unserer  Massen-  und  Längeneinheit  ist  die 
Dichte  des  destillirten  Wassers  bei  4°  C.  gleich  1. 


Digitized  by  Google 


§ 18.  Theorie  des  Schwerpunktes;  Beispiele  für  seine  Berechnung  etc.  155 


Wir  bemerken,  dass  in  der  Natur  ausschliesslich  solche 
Körper  Vorkommen,  bei  welchen  die  Dichtigkeit  eine  end- 
liche ist.  Massenpunkte  in  dem  Sinne  des  Wortes,  dass  eine 
endliche  Quantität  Materie  in  einen  unendlich  kleinen  Baum 
zusammengedrängt  ist,  existiren  nicht 

Nach  der  vorstehenden  Definition  bestimmt  sich  die  Masse  eines 
Körpers  durch  das  Integral 

M=  fs  dk,  (29) 

in  welchem  die  Dichtigkeit  e als  Function  des  Ortes  gegeben  zu 
denken  ist 

Sein  Gewicht  ist 

G = g Je  dk\  (29') 


man  fasst  hierin  g.e  mitunter  als  eine  Grösse  auf,  die  man  als  das 
specifische  Gewicht  an  der  Stelle  x,  y,  % bezeichnet.  Specifisches 
Gewicht  ist  also  das  Gewicht  der  Volumeneinheit,  wenn  die- 
selbe durchaus  ebenso  mit  Masse  erfüllt  ist,  wie  das  be- 
trachtete Volumenelement,  dividirt  durch  die  Volumen- 
einheit; seine  Dimension  ist: 

M = [*»/-<-]. 

Das  specifische  Gewicht  des  Wassers  ist  also  in  unsem  Einheiten 
ca.  981. 

Es  ist  vielfach  gebräuchlich,  die  Begriffe  Dichtigkeit  („specifische 
Masse“)  und  specifisches  Gewicht  zu  vermischen  und  beide  als  unbe- 
nannte Zahlen  anzusehen,  aber  dieser  Gebrauch  ist  gefährlich  und 
leicht  Veranlassung  zu  Fehlern.  Wir  wollen  festhalten,  dass  der  Zu- 
satz „specifisch“  in  der  ganzen  Physik  übereinstimmend  die  Beziehung 
einer  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Baumgrösse,  Fläche,  Masse  etc.  de- 
finirten  physikalischen  Grösse  77  auf  die  Einheit  des  Baumes,  der 
Fläche,  der  Masse  etc.  andeutet.  Jene  durch  das  Beiwort  „specifisch“ 
ausgezeichnete  Grösse  hat  daher  stets  eine  Dimension  gleich  der  von  77, 
dividirt  durch  einen  Baum, . eine  Fläche,  eine  Masse  etc. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  Eigenschaften  des  Schwerpunktes 
eines  Körpers  und  definiren  ihn  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  Coordi- 
natensystem  Ar,  Y,  Z durch: 


Jxdm  fy  dm  w f*  dm 

fdm  1 1 fdm  1 ' /dm 


(30) 


Ist  der  Körper  homogen,  so  fällt  die  Dichte  im  Zähler  und  Nenner 
dieser  Wert  he  heraus  und  es  bleibt: 


I 


fx  dk 
fdk  ’ 


fy 
fdk  ’ 


^ fx  dk 

~ ~ fdk 


(30') 
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In  diesem  Falle  sagt  man:  der  Schwerpunkt  eines  homogenen 
Körpers  fällt  mit  dem  seines  Volumens  zusammen. 

Besteht  der  Körper  aus  mehreren  Theilen,  die  durch  verschiedene 
Dichte  oder  durch  ihre  Form  sich  zu  gesonderter  Betrachtung  empfehlen, 
so  kann  man  die  Integrationen  theilen  und,  indem  man  ein  Massen- 
element des  &ten  Theiles  mit  dmk  bezeichnet,  auch  schreiben: 

t _ 2./**  dmk  ___  ^£fykd?nk  ^ _ 2/**  dmk  . 

* 2 fdmk  ’ V ±fdmk  ’ ~ 2 fdmk  ' 

Nun  ist  J xkdmk=  f*J4,  falls  man  mit  Mk  die  Masse  des  A:ten 
Theiles,  mit  |A.,  rlk,  £*  ihre  Schwerpunktscoordinaten  bezeichnet,  daher 
kann  man  setzen: 


t _ 2M4  „ _ 2 rAMk  r _ ^kMk . 


(31) 


d.  h.  für  einen  zusammengesetzten  Körper  kann  man  die 
Schwerpunktscoordinaten  bestimmen,  indem  man  die  Masse 
Mk  jedes  einzelnen  Theiles  in  dessen  Schwerpunkt  zu  einem 
Massenpunkt  concentrirt  denkt. 

Anwendungen  hiervon  bringen  die  drei  ersten  Beispiele. 


1.  Schwerpunkt  eines  Systemes  von  homogenen  Geraden,  die 
in  ihren  Endpunkten  beliebig  verbunden  sind. 

Unter  einer  materiellen  Geraden  versteht  man  einen  cy lindrischen 
Körper  von  gegen  die  Länge  verschwindendem  Querschnitt  Dass  der 
Schwerpunkt  eines  solchen  bei  homogener  Dichte  im  Mittelpunkt  seiner 
Axe  liegen  muss,  ist  schon  aus  Symmetrierücksichten  klar.  Ist  also 
in  einem  System  von  materiellen  Geraden  eine  mit  den  Endpunkten 
r>,,!jh,Zh  und  xkyyk,xk  von  der  Masse  mhk , so  ist  für  deren  Schwerpunkt: 

t _ xh  + xk  _ yh  + yk  u _ xh  + xk 

a } '/ h k •—  n f 2 


Für  das  ganze  System  haben  wir  dann  nach  dem  letzten  Satz: 


2 & * mh  k 
hk 

2 mhk  ’ 
hk 


2 V>i  k 1}lhk 
hk 

~~  ^m"k 


2 ''k  k mh  k 


Wegen  der  Werthe  der  yhk,  thk  lässt  sich  dies  auch  so 
schreiben: 
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was  aussagt:  der  Schwerpunkt  des  Systems  materieller  Geraden  ist  der- 
selbe, als  wenn  in  jedem  Knotenpunkte  die  halbe  Masse  aller  der 
dort  zusammenstossenden  Geraden  vereinigt  wäre. 

2.  Schwerpunkt  von  homogenen  ebenen  Polygonen  und  von 
aus  solchen  zusammengesetzten  räumlichen  Gebilden. 

Der  Schwerpunkt  einer  nicht  homogenen  materiellen  Geraden 
muss  nach  Symmetrierücksichten  auf  ihr  liegen.  Dieser  Satz  dient 
zunächst  zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  für  ein  homogenes  Dreieck, 
d.  h.  für  eine  homogene  Platte  von  gegen  ihre  Ausdehnung  ver- 
schwindender Dicke  und  dreieckiger  Begrenzung. 

Wir  zerlegen  sie  parallel  einer  Seite  in  so  feine  Streifen,  dass 
jeder  derselben  als  eine  homogene  materielle  Gerade  angesehen 
werden  kann.  Für  jede  einzelne  liegt  der  Schwerpunkt  in  ihrem 
Mittelpunkt,  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Dreiecks  fällt  also  zusammen 
mit  demjenigen  der  materiellen  inhomogenen  Geraden,  die  entsteht, 
wenn  man  die  Massen  der  erhaltenen  Streifen  in  ihren  Mittelpunkten 
vereinigt,  — er  muss  also  auf  der  Verbindungslinie  des  Mittelpunkts 
einer  Seite  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke  liegen.  Da  aber  jede 
Seite  in  gleicher  Weise  zum  Ausgang  der  Construction  benutzt  werden 
kann,  so  muss  der  gesuchte  Schwerpunkt  in  den  Schnittpunkt  der  drei 
Mittelpunkts-Transversalen  des  Dreiecks  fallen. 

Jedes  ebene  Polygon  von  einer  endlichen  Anzahl  Seiten  ist  in 
eine  endliche  Anzahl  von  Dreiecken  zu  zerlegen.  Seinen  Schwerpunkt 
zu  bestimmen,  haben  wir  nur  das  Punktsystem  zu  behandeln,  welches 
entsteht,  wenn  man  die  Masse  eines  jeden  Dreiecks  in  seinem  Schwer- 
punkt vereinigt.  Dasselbe  gilt  für  eine  aus  polygonalen,  ebenen, 
homogenen  Flächen  zusammengesetzte  räumliche  Figur. 

3.  Schwerpunkt  eines  homogenen  Polyeders. 

Jedes  Polyeder  mit  einer  endlichen  Anzahl  Flächen  lässt  sich  in 
eine  endliche  Zahl  Tetraüder,  jedes  Tetraeder  in  eine  unendliche  An- 
zahl materieller  Dreiecke  zerlegen.  Durch  eine  der  vorstehenden  ganz 
analoge  Betrachtung  erkennt  man,  dass  der  Schwerpunkt  eines  homo- 
genen Tetraeders  der  Schnittpunkt  der  vier  Transversalen  von  den 
Ecken  nach  den  Schwerpunkten  der  gegenüberliegenden  Dreiecke  ist. 
Vereinigt  man  die  Masse  jedes  Tetraeders  in  dem  so  bestimmten 
Schwerpunkt,  so  erhält  man  das  Punktsystem,  dessen  Schwerpunkt  zu- 
gleich derjenige  des  untersuchten  Polyeders  ist, 

4.  Schwerpunkt  eines  homogenen  Kreisbogens. 

Als  materiellen  Kreisbogen  bezeichnen  wir  ein  Stück  eines  Kreis- 
ringes von  unendlich  kleinem  Querschnitt  q.  Nach  Symmetrierücksichten 
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kann  der  Schwerpunkt  eines  homogenen  Kreisbogens  nur  auf  der 
Halbirungslinie  seines  Oeffnungswinkels  20  liegen.  Wählen  wir  sie 
zur  X - Axe , das  Kreiscentrum  zum  Nullpunkt,  so  ist  nur  die 
f-Coordinate  zu  berechnen. 


Ein  Raumelement  dk  von  der 
Länge  ds,  parallel  dem  Bogen  gemessen, 
wird  gleich  q ds,  ds  aber  gleich  Rdrp 
sein,  wenn  cp  laut  Figur  17  den  Ort 
des  Elementes  bestimmt.  Da  zugleich 
seine  a?-Coordinate  = R cos  cp  ist,  so 
erhält  man 


f COS  tp  d q 


R =^5 R 


J dtp 


sin 

~l>  ' 


— <j> 


Schreibt  man  dies  Resultat  in  der  Form: 


| : R = 2 R sin  0 : 2 R 0 , 
so  spricht  es  den  Satz  aus: 

Der  Abstand  des  Schwerpunktes  eines  homogenen  Kreis- 
bogens vom  Kreiscentrum  verhält  sich  zum  Kreisradius, 
wie  die  Sehne  zum  Kreisbogen. 


5.  Schwerpunkt  eines  homogenen  Kugelflächensegmentes. 


Fig.  18. 


Die  materielle  Kugelfläche  betrachten 
wir  als  eine  Schaale  von  der  constanten 
unendlich  kleinen  Dicke  ib.  Wiederum  muss 
nach  Symmetrierücksichten  der  Schwerpunkt 
auf  der  Axe  des  Kreiskegels  durch  das 
Kugelcentrum  liegen,  welcher  das  betrach- 
tete Segment  ausschneidet.  Das  Yolumen- 
element  dk  werde  durch  zwei  unendlich 
nahe  dem  begrenzenden  coaxiale  Kreis- 
kegel und  zwei  unendlich  nahe  Meridian- 
ebenen begrenzt.  Dann  ist  in  der  Be- 
zeichnung der  Figur  1 8 dk  = & R*  sin  cp  d cp  d 'ip, 
x — R cos <p,  also: 


0 


ycos tp  sin <p  dtp  / dtp 

| = 7?  ; 4 = R 


<P 


in 


f sin  tp  dtpj  d\p 


sin*<f>  , >P 

— — = R COS*  — • 

2(1  — cos#»)  2 
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Beachtet  man,  dass  die  Höhe  des  Kugelflächensegmentes  gleich 
R — R cos0  und  | = [R  4-  R cos0)/2  ist,  so  erkennt  man  den  Satz: 
Der  Schwerpunkt  eines  homogenen  Kugelflächen- 
segmentes fällt  in  die  Mitte  seiner  Höhe. 


6.  Schwerpunkt  eines  von  einem  Kreiskegel  begrenzten 

homogenen  Kugelsectors. 


Die  V-Axe  sei  abermals  die  Symmetrieaxe  des  Körpers. 

Wir  zerlegen  den  Sector  durch  concentrische  Kugelflächen  vom 
Radius  r in  unendlich  viele  dünne  Schaalen  von  der  Dicke  dr\  dann 
ist  das  Volumen  einer  solchen  dk  = 2n{\  — cos  «■)  r‘dr,  die  Schwer- 
punktscoordinate  g = rcos*  0/2.  Wendet  man  nun  die  Gleichung  (31) 
an,  so  erhält  man  sogleich: 


COS"  ~ - 


R 

fr*dr 


2 R 
fr*  dr 


3 

4 


7?cos*-^- 

mt 


Dies  giebt  den  einfachen  Satz: 

Der  Schwerpunkt  eines  homogenen  durch  einen  Kreis- 
kegel ausgeschnittenen  Kugelsectors  liegt  auf  drei  Viertel 
des  Abstandes,  welchen  die  Mitte  der  Höhe  des  ausgeschnit- 
tenen Segmentes  der  Kugelfläche  vom  Centrum  besitzt. 

An  diese  letzten  Resultate  schliessen  wir  noch  eine  etwas  allge- 
meinere Betrachtung. 

Es  sei  ein  Körper  von  beliebiger  Zusammensetzung  und  der 
Masse  ?n  gegeben,  die  Coordinaten  seines  Schwerpunktes  seien  |,  ij,  £. 
Nun  denke  man  sich  die  ursprüngliche  Massenvertheilung  bei  unver- 
änderter Gestalt  geändert,  etwa  indem  man  auf  gewisse  Stellen  eine 
positive  Masse  (x , auf  andere  die  gleichgrosse  negative  vertheilt,  und 
so  den  Körper  aus  einem  homogenen  in  einen  inhomogenen  von 
gleicher  Masse  verwandelt.  Sind  dann  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes a der  positiven  Masse  ix  gleich  £',  //',  £',  desjenigen  a"  der 
negativen  Masse  fx  aber  ?/',  £",  so  giebt  sich  das  System  der 
neuen  Schwerpunktscoordinaten  £,,  ?/,,  des  ganzen  Körpers: 


s.  = 1 + £ (r  - n v . = v + % w - v'),  s,  - c + £ «r  - n- 

Dies  sagt,  dass  in  Folge  der  vorgenommenen  Veränderung  der 
Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers  in  der  Richtung  der  Verbindungs- 
linie der  beiden  Schwerpunkte  von  a"  nach  a um  den  jti/wten  Theil 
ihres  Abstandes  verschoben  ist. 
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§19.  Theorie  der  Trägheitsmomente,  Beispiele  für  deren  Berech- 
nung. Die  lebendige  Kraft  eines  starren  Körpers. 

Von  den  im  16.  Abschnitt  erhaltenen  allgemeinsten  Gesetzen  der 
Verschiebung  eines  starren  Körpers  machen  wir  nun  eine  Anwendung 
auf  den  Fall,  dass  die  Bewegungen  keine  willkürlichen,  sondern  die 
in  dem  Zeitelement  dt  in  Folge  der  ausgeübten  Kräfte  wirklich  statt- 
iindenden  sind.  Dividiren  wir  dann  die  Gleichungen  (9)  mit  dt  und 
setzen  die  Geschwindigkeiten  der  Verschiebungen  parallel  den  Coordi- 
natenaxen 


— x — — ?/  — — ^ — x ' — v ' — — x ' 


dx 

dt 


dy_ 

dt 


dt 


dt 


dt 


analog  die  Dreliungsgeschwindigkeiten  um  die  Parallelen  zu  den  A, 
Y,  Z- Coordinatenaxen  durch  den  Anfangspunkt  x0 , ?/0,  z0  des  im  Körper 
festen  ABC- Systems 


so  erhalten  wir: 


dl 

dt 

= 

r 

J 

dj. i 
dt 

= 

t*, 

dv 

dt 

f 

= V, 

(32") 

/ 

x = 

Xo 

+ 

(x 

— 

*o) 

v - 

- (y  - 

yo)  v, 

y = 

Vo 

+ 

{x 

— 

x0) 

/ 

V - 

- (*- 

So)  Z, 

(32) 

r 

x = 

/ 

/V 

''*'0 

+ 

(y 

— 

yö) 

l'  - 

- (:c  - 

X0)  (JL. 

setzen 

wir 

nun 

in 

die  für  ein  beliebiges 

Massen- 

System  in  § 15  des  ersten  Theiles  erhaltenen  Gleichungen  (101)  und 
(102)  ein,  welche  wir  schreiben: 

d -rr 

^ . Wht  X/,  ^1  A-h; 


-TT  2™"  ^'  = 2 Yh, 


dt 

d_ 

dt 


(33) 


2 — 2 > 


dt 


2 m"  Cv/i  ~h  — ~,,yh)  = 2 tu»  zh  — Yh), 


2 m>‘  (** x>'  - x>< x»')  = 2 K xh  — x»  zh ) , 


dt 


2 m>‘  — ynxü)  = 2 (*»  Y» — y^Xu). 


Dadurch  ist  dann  die  Eigenschaft  desselben,  starr  zu  sein,  analy- 
tisch ausgedrückt.  Bezeichnen  wir  die  Gesammtmasse 

2 = m 


Digitized  by  Google 


§ 19.  Theorie  der  Träglieitsmomente,  Beispiele  fUr  deren  Berechnung  etc.  161 


und  nennen  die  Coordinaten  ihres  Schwerpunktes  fl,  £,  d.  h.  setzen: 

2 =»«{,  2 — w* fl>  2 m»x»  — m £> 

so  erhalten  wir  folgendes,  noch  völlig  allgemeine  System: 

w ^ (a?0'  4-  (£  — O p - (fl  - ?/u)  *')  = 2 A0 

(?/.>'  4-  (I  — a?o)  *'  — (£  — O *')  = 2 

*»  ^ (O  + (fl  - *)  *'  - (|  - a?o)  a')  = 2 (34) 

m Jt  ^x'o  V ~ y°' — ^ + W + SO  4-  Xo(|>/  + V[*  4-  £0) 

+ -§y  (*'  2 to**  4-  O)  — 2 w»»  & ** — y/  2 m»  Zf>Xh)  = 2 (2/* - **  *»)  > 

m ^7  ((*•'£  *“  <t)  — t1’  (ix°  + rty*  + £0  4-  y0  (|A'  4-  VIA  4-  c/)) . 

+ -ji  (^/2m*  (*»*+ x*‘) — 2w**»y»  — f'  2W*X^0  — 2(**-x*  — z„), 
m — (fo.'g  - xo'fl)  - v (|«0  4-  fl2/o  4-  CO  4-  «o (£*'  4-  Vfi  4-  £>')) 

+ -ji  (v>  2 *•»  (*»* + y*)  — % 2 m>‘ x* z* — f1'  2 w*  2/"  *»)  = 2 (®* — ?a  Ar»)  • 

Hierin  treten  uns  einige  bisher  noch  nicht  behandelte  Functionen 
entgegen,  welche  auf  die  allgemeinste  Bewegung,  und  zwar,  da  sie  in 
X,  fi,  v multiplicirt  sind,  speciell  auf  die  Drehungen  Einfluss  haben, 
nämlich  die  sechs  Summen: 


- =2^*004-0),  H =*2w»W+:r*‘)>  z =2 nh(Xk+yH*), 
H'=— 2 mhyH*h,  H'=— 2 mhzhx„,  Z'=-2w»)  ^ 

ausgedehnt  über  alle  Massen  des  starren  Systemes. 

Sie  sind  neben  der  ganzen  Masse  des  Systemes  und  neben  den 
Coordinaten  seines  Schwerpunktes  die  einzigen  in  den  Bewegungs- 
gleichungen auftretenden  Functionen,  welche  von  der  Grösse  und  Ver- 
theil ung  der  Masse  innerhalb  des  Systemes  abhängen;  zwei  Systeme,  für 
welche  sie  gleiche  Werfche  besitzen  und  welche  gleichen  Kräften  unter- 
liegen, sind  demnach  auch  in  Hinsicht  auf  die  Bewegung  gleichwerthig. 

Wir  betrachten  zunächst  die  drei  Summen  H,  H,  Z und  bemerken, 
dass,  wenn  man  den  senkrechten  Abstand  des  Punktes  mh  ( xh , yhJ  xh) 
von  der  X,  Y,  Z-Axe  resp.  mit  rx,  r„,  r,  bezeichnet,  ihre  Werfche  sich 
schreiben : 

= = 2 mh  (rx)%  H = 2 (0’>  Z =2  m»  (O*-  ■ • (35') 
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Man  nennt  nun  die  Summe  über  alle  Massen  eines 
Systemes,  eine  jede  multiplicirt  mit  dem  Quadrat  ihres  Ab- 
standes von  einer  gegebenen  Axe,  das  Trägheitsmoment  des 
Systemes  um  jene  Axe. 

Demnach  sind  E,  H,  Z die  Trägheitsmomente  des  starren 
Systemes  um  die  Coordinatenaxen  X,  Y,  Z. 

Die  drei  Summen  E',  H',  Z',  genommen  über  alle  Massen, 
eine  jede  multiplicirt  mit  der  negativen  Fläche  des  Recht- 
ecks, welches  von  zwei  ihrer  Coordinaten  gebildet  wird, 
nennen  wir  die  Deviationsmomente  des  Systemes  um  die 
resp.  dritten  Coordinatenaxen. 

Der  Grund  für  die  Wahl  dieser  Namen  wird  späterhin  klar  werden. 

Wir  gehen  jetzt  an  die  Entwickelung  der  Eigenschaften  der 
• Trägheitsmomente  und  betrachten  der  Bequemlichkeit  halber  sogleich 
speeieller  dasjenige  für  einen  continuirlichen  Körper  und  um  eine 
durch  den  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Körpers  willkürlich  gewählten 
Anfangspunkt  gelegte  Axe.  Wir  setzen  dasselbe: 


indem  wir  mit  r den  normalen  Abstand  des  Elementes  dm  von  der 
Axe  bezeichnen;  da  es  von  der  Richtung  der  Axe  abhängig  ist,  werden 
wir  es  eine  vectorielle  Function  nennen  müssen. 

Das  Trägheitsmoment  ist  seiner  Dimension  nach  eine  Masse  mal 
dem  Quadrat  einer  Länge,  also: 


Man  erhält  demgemäss,  wenn  man  es  durch  die  Masse  des  Körpers 
dividirt,  für  welchen  es  gilt,  einen  Werth  von  der  Dimension  [7*]  und 
setzt  daher  auch  wohl: 


worin  nun  x der  Trägheitsradius  für  die  gegebene  Axe  genannt 
wird;  er  bezeichnet  diejenige  Entfernung,  in  welcher  die  ganze  Masse 
angebracht  werden  müsste,  um  dasselbe  Trägheitsmoment  zu  geben, 
als  die  wirkliche  Vertheilung. 

Wir  \Vollen,  um  Verwechselungen  zu  vermeiden,  weiterhin  den 
Buchstaben  x für  den  Trägheitsradius  nur  anwenden,  wenn  die  Axe, 
auf  die  sich  das  Trägheitsmoment  bezieht,  durch  den  Schwerpunkt  des 
Körpers  geht. 

Die  Definition  des  Trägheitsmomentes  M = / r*  dm  führt  sogleich 
zu  dem  einfachen  und  doch  für  die  Anwendung  wichtigen  Satz: 

I.  Das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  um  eine  Axe  ist 
gleich  der  Summe  der  Trägheitsmomente  seiner  Theile  um 
dieselbe  Axe. 


(35") 


[M]  = [ml*]. 


M = mx%1 
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Setzen  wir  ferner  in  die  Definitionsgleichung  (35")  von  M den  Werth  r*, 
ausgedrückt  durch  die  Coordinaten  x , y , ^ des  Massenelementes  dm  und 
die  Cosinus  «,  ß,  y der  Richtungswinkel  der  Axe,  ein,  der  sich  nach 
einer  der  p.  137  angestellten  ähnlichen  Rechnung  ergiebt: 

r*  = x*  + y1  + %-  — {xu  + yß  + zy)7 , 

= (tf  + **)  «2  + (*2  + *■)  ß'  + (x*  + if)  f 
— 2 yzßy  — 2 zxyu  — 2 xyc/ß, 

so  erhalten  wir  in  Rücksicht  auf  (35)  den  Werth: 

M = =.u%  + H/92+  Zy'+2’'ßy  + 2H  ’ya  + 2 Z' aß.  -(36) 

Diese  Formel  zeigt,  dass  das  Trägheitsmoment  um  jede  durch 
den  Coordinatenanfang  gehende  Axe  sich  bestimmt  durch  die  sechs 
Grössen  Z,  H , Z,  Z',  H',  Z'.  Das  Gesetz,  nach  welchem  M mit  der 
Richtung  der  Axe  variirt,  drückt  sich  gemäss  der  letzten  Gleichung, 
in  welcher  Z,  H,  Z nach  ihrer  Bedeutung  stets  positiv  sind,  in  folgen- 
dem Satz  aus: 

II.  Trägt  man  auf  allen  durch  einen  gegebenen  Punkte 
des  Körpers  gehenden  Axen  Repräsentanten  für  die  reciproke 
Quadratwurzel  aus  den  zugehörigen  Trägheitsmomenten  auf, 
so  erfüllen  deren  Endpunkte  ein  dreiaxiges  Ellipsoid:  das 
Trägheitsellipsoid  oder  Centralellipsoid  des  Körpers  in 
Bezug  auf  den  Punkt  p. 

Seine  Gleichung  ist: 

• 

1 = Ex'+  Hy9+  Zx-+  2(2' y*  + H'zx  + Z'xy).  (36') 

Daraus  folgt,  dass  in  Bezug  auf  drei  zu  einander  normale 
Axen  durch  jenen  Punkt  das  Trägheitsmoment  seine 
grössten  und  kleinsten  Werthe  annimmt;  diese  Richtungen 
heissen  die  Hauptträgheitsaxen  durch  p , die  bezüglichen 
Werthe  die  Hauptträgheitsmomente. 

In  Bezug  auf  die  Hauptträgheitsaxen  vertheilen  sich  die 
Werthe  der  Trägheitsmomente  um  den  Punkte  symmetrisch. 

Die  Aufsuchung  der  Hauptträgheitsaxen  für  einen  gegebenen 
Körper  und  einen  in  ihm  gegebenen  Punkt  p erfordert  sonach  die 
Kenntniss  der  Grössen  Z,  H , Z,  Z',  H',  ZI  für  diesen  Punkt  p und  ein 
beliebiges  Coordinatensystem ; die  Berechnung,  übereinstimmend  mit 
der  Bestimmung  der  Lage  der  Axen  eines  dreiaxigen  Ellipsoides,  ver- 
langt die  Auflösung  einer  cubischen  Gleichung.  Praetische  Wichtig- 
keit gewinnt  der  Satz  nur  in  den  Fällen,  wo  die  Gestalt  und  Massen- 

n* 
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vertkeilung  des  Körpers  für  einen  bestimmten  Punkt,  z.  B.  für  den 
Sch  wer])  unkt,  die  Lage  der  Hauptträgheitsaxen  aus  den  Symmetrie- 
verkältnissen  sofort  erschlossen  lässt,  wie  z.  B.  für  einen  elliptischen 
Cylinder. 

Wählt  man  nämlich  die  so  gefundenen  Hauptaxen  zu  Coordinaten- 
axen  A,  B,  C,  so  muss  die  Gleichung  des  Trägheitsellipsoides  auf  dessen 
Hauptaxen  bezogen  erscheinen  und  demgemäss 

A ==  — fbcdm  = 0,  B ==  — f ca  dm  = 0,  V = — f ab  dm  — 0 (37) 
sein,  M hingegen  durch  die  Hauptträgheitsmomente 

A = J {b'  + c~)  dm.  B = J {c"  + a?) dm,  T = J (as  + b*)dm  (37') 
sich  ausdrücken: 

M = A«*+  Bß*+  Vf.  (37") 

Die  Gleichung  des  Hauptträgheitsellipsoids  ist  dann: 

1 = Ax4+  B y'+  Vx\  (37"') 

ln  diesem  Falle  genügt  also  die  Kenntniss  nur  dreier  Trägheits- 
momente zur  Bestimmung  aller,  die  für  Axen  gelten,  welche  durch  den 
Punkt  p gehen. 

Verschwinden  nur  zwei  von  den  drei  Deviationsmomenten  A',  B',  I~', 
so  fällt  nur  eine  Axe  des  Systems  A,  B,  C mit  einer  Hauptträglieits- 
axe  zusammen,  z.  B.  die  C- Axe,  falls  A'=B' = 0 ist. 

Wie  die  Trägheitsmomente  um  beliebige  durch  einen  Punkt 
gehende  Axen  sich  durch  die  Hauptträgheitsmomente  mid  die  Winkel 
der  betreffenden  Axen  gegen  die  Hauptträgheitsaxen  für  diesen  Punkt 
bestimmen,  so  gilt  ähnliches  auch  für  die  Deviationsmomente,  d.  h.  für 
die  Integrale: 

=1  = — Jyxdm,  H' = — Jxxdm,  ZI  = — Jxydm , 

nur  treten  hier  naturgemäss  die  Winkel  auf,  welche  zwei  auf  einander 
normale  Richtungen  mit  den  Hauptträgheitsaxen  bilden. 

Bezeichnet  man  wieder  die  den  letzteren  parallel  gerechneten 
Coordinaten  mit  a,  b,  c und  setzt: 

x = aal  A-  bet 4 -f  c«,, 
y = aß x + bßt  + cßt, 

% = ayt  + byt  + cyt, 
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so  folgt  in  Rücksicht  auf  (37)  und  (37')  sogleich: 

— = A ßl yx  + B ßt/'t  4*  T ß^y*, 

H'  = A yxa,  4-  B y,at  + T ysaiy  (38) 

Z'  = A «,/?,  4-  B atßt  + T 

Späterer  Anwendungen  wegen  fügen  wir  hierzu  auch  die  durch 
A,  B,  T gegebenen  Werthe  der  Trägheitsmomente  um  die  X,  Yf  Z-Co- 
ordinatenaxen ; sie  lauten  nach  (37"): 

E = A u*  4-  B tt?  4-  T *,*, 

H = Aß*  4-  B/V  4*  (38') 

Z = A y:  4-  B y:  4-  T y*. 

Aus  ihnen  folgt: 

= 4H4Z  = A4B4r.  (38") 

Die  Summe  der  Trägheitsmomente  um  drei  beliebige  zu 
einander  normale  Axen  ist  jederzeit  gleich  der  Summe  der 
drei  Hauptträgheitsmomente.  — 

Wir  wollen  jetzt  das  Trägheitsmoment  M0  um  eine  zur  gegebenen 
Axe  a parallele  a0  durch  den  Schwerpunkt  //,  £ des  Körpers  be- 
rechnen. Es  ist  dann  in  der  Definition 

M0  = / rj  dm 

statt  des  Werthes  auf  p.  163  der  für  r*  folgende  zu  setzen: 

< = (*  - 1)’  + (y  - nT  +(*  - f )’-((*-  ö « + (y  - n)  /?  + (*-  £}  r)' 

= r — 2(a?|  4-  yv  4-  *£)  4-  2(x«  + yß  4-  zy)  (£«  + vß  + Cy) 

+ (*•+** +£*)-({«  + vß  + tr)'- 

• Hierin  ist 

= ( i‘  + v*  + O — (£<*  + vß  + CyY 

das  Quadrat  des  Abstandes  der  beiden  parallelen  Axen  von  einander, 
oder  der  Axe  a vom  Schwerpunkt.  Setzt  man  dies  r*  oben  ein  und 
bedenkt  die  Definitionen  von  g,  ij,  £,  so  findet  sich: 

M0  = M — md', 

falls  m die  ganze  Masse  des  Körpers  bezeichnet.  Schreibt  man  dies: 

M = M„  + md%  (39) 

so  erhält  man  den  Satz: 

III.  Verlegt  man  die  Drehungsaxe  mit  sich  selbst  parallel 
aus  dem  Schwerpunkt  in  die  Entfernung  d von  ihrer  früheren 
Lage,  so  wächst  das  Trägheitsmoment  um  das  Product  aus 
der  Masse  des  Körpers  in  das  Quadrat  der  Entfernung  d . 
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Bei  Einführung  des  Trägheitsradius  wird  die  Gleichung  (39'): 

M = m (*’  + d*). 

Verbindet  man  diesen  Satz  mit  dem  vorigen,  so  erkennt  man, 
dass  hierdurch  die  Trägheitsmomente  um  beliebige  Axen  durch  be- 
liebige Punkte  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Körpers  sofort  angebbar 
werden,  wenn  man  nur  für  einen  Punkt  p,  dessen  Lage  gegen  den 
Schwerpunkt  gegeben  ist,  die  drei  Hauptträgheitsmomente  kennt.  Denn 
für  eine  durch  a,  ß,  y in  ihrer  Eich  tun  g gegen  die  Hauptträgheits- 
axen  bestimmte  Axe  findet  sich  nach  (37"): 

M = Atr  + Bf?  + r y\ 

für  die  dazu  parallele  durch  den  Schwerpunkt: 


M„  = M — md 

und  abermals  für  die  parallele  durch  einen  beliebigen  Punkt  p\ 

M'  = Mo  -b  md'% 

falls  d und  d'  die  Entfernungen  der  Punkte  p und  p von  der  zur 
gegebenen  Axe  parallelen  durch  den  Schwerpunkt  sind;  hieraus  folgt 
schliesslich : 

M'  = A«*  4-  Bß"  -f  Vf  + m ( d,x  - d').  (39") 


Ist  der  Punkt  p der  Schwerpunkt  des  Körpers,  also  A = A0, 
B = B0,  T = ro  und  d = 0,  so  erhalten  wir  durch  Einsetzen  des  nach  d* 
sogleich  zu  bildenden  Werthes  von  d 


m/ = (a. + m (v + n)  + (b„ + »tr + r *))  ? + (f. + ™ tr + *n)  ? 

- 2m  w? ßr  + rr y«  + sv  «/*)•  ' " ßn 


Hierin  sind  g,  //,  £'  die  auf  die  Hauptträgheitsaxen  durch  den 
Schwerpunkt  bezogenen  Coordinaten  des  Punktes  p. 

Die  Gleichung  (39'")  zeigt,  dass  die  Hauptträgheitsaxen  für  ver- 
schiedene Punkte  eines  Körpers  keineswegs  parallel  sind,  denn  das 
Trägheitsellipsoid  für  p hat  die  Coordinatenaxen  nicht  zu  Hauptaxen. 
Doch  erkennt  man  aus  der  Gestalt  der  Factoren  von  ßy,  yu  und  ccß 
sogleich  den  Satz: 

Für  Punkte,  welche  auf  einer  der  Hauptträgheitsaxen 
A0,  B0,  C0  durch  den  Schwerpunkt  liegen,  sind  alle  drei  Haupt- 
trägheitsaxen Aj  B,  C mit  A0,  B0,  C0  parallel. 

Für  Punkte,  welche  in  einer  der  Ebenen  der  Hauptträg- 
heitsaxen A0,  B0,  C0  liegen,  steht  eine  der  Hauptträgheits- 
axen normal  zu  jener  Ebene. 

Wir  gehen  nun  an  die  Bestimmung  der  Hauptträgheitsmomente 
in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  für  einige  einfache  homogene  Körper. 
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, 1.  Die  Hauptträgheitsmomente  einer  unendlich  dünnen 

homogenen  Kreisscheibe. 

Nach  der  Symmetrie  muss  das  Trägheitsellipsoid  hier  ein  Rotations- 
ellipsoid mit  der  Hauptaxe  normal  zur  Scheibe  sein;  letztere  möge 
zur  Z-Axe  gewählt  werden. 

Sei  d die  Dicke  der  Scheibe,  o ihr  Radius,  € ihre  Dichtigkeit,  m 
ihre  Masse;  das  Yolumenelement  dk  werde  ausgeschnitten  durch  um  dcp 
gegeneinander  geneigte  Meridianebenen  und  Kreiscy linder  von  um  er- 
wachsenden Radien;  es  ist  dann: 

dk  — ftrdrdff', 

r,  = e 0 J j*i*  dr dtp  = = m , 

0 0 

Q 2« 

A0  = Bd  = e J* r*  siir  (pdrdap  — neO  ~ = m ^ • 

0 0 

Für  eine  beliebige  Axe  durch  den  Schwerpunkt  erhält  man  sonach: 

M.  = («'  + F + 2f)  = (1  + f).  (40') 


(40) 


2.  Die  Hauptträgheitsmomente  eines  homogenen 

Kreiscylinders. 

'Wieder  muss  das  Trägheitsellipsoid  für  den  Schwerpunkt  ein 
Rotationsellipsoid  sein;  die  Cylinderaxe  sei  die  Z- Axe. 

Wir  denken  uns  den  Cylinder  von  der  Länge  L und  der  Masse  M 
aus  Kreisscheiben  der  unter  1.  behandelten  Art  zusammengesetzt;  & sei 
mit  dz  vertauscht. 

Nach  dem  Satz  I auf  p.  162  haben  wir  sogleich: 

-J-  L/t 

r.- *>£/</*- . (41) 

— L/t 

nach  Satz  III  auf  p.  165  findet  sich,  da  der  Abstand  einer  beliebigen 
Scheibe  von  der  Drehungsaxe  identisch  mit  ihrer  Z-Coordinate  ist: 

+ r*  +r/* 

A,  =B0  = 7te -- J dz  + 7ie</J x'dz  = ne^-L  + ns9-~==M -f . (4L) 

— L/t  — L/t 


Hieraus  folgt  der  allgemeine  Werth  des  Trägheitsmomentes  für 
den  Schwerpunkt : 

- *((£  + §)  («*  + ?)  + $f)  = + y + {«’  ~ 7 )/'’)•  (41"> 
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Ist  der  Badius  p verschwindend  gegen  die  Länge  L des  Cylinders, 
derselbe  ein  „Faden“,  so  haben  wir: 


».  ML-  , . »v 

m.=  - rli 


(41"') 


das  Trägheitsmoment  um  die  Fadenrichtung  verschwindet,  das  Träg- 
heitsellipsoid  degenerirt  zu  einem  unendlichen  Cylinder  vom  Badius 


3.  Trägheitsmoment  einer  homogenen  Kugel. 

Die  Kugel  vom  Badius  R können  wir  ebenfalls  aus  Kreisscheiben 
von  der  Dicke  dx  aufbauen.  Für  eine  solche  im  Abstand  # vom 
Centrum  ist  dann: 

o2  = ir  - x\ 

Demgemäss  haben  wir  für  alle  Axen  durch  den  Schwerpunkt: 

M„  = ^ J' dz  (R'  - t’)  = Äs  = Jf  i-  R\  (42) 

— R 

4.  Die  Hauptträgheitsmomente  eines  homogenen  dreiaxigen 

Ellipsoides. 

Die  Hauptträgheitsaxen  für  den  Schwerpunkt,  d.  h.  für  das  Centrum, 
fallen  nach  Symmetrie  mit  den  Axen  des  Ellipsoides  zusammen. 

-Sei  dessen  Gleichung 


so  bestimmt  sich 

(‘A'=  s/(z/*  + %*)dk, 
durch  die  Substitution 

‘ X'  = 

zu 

* • * . \ ' 

^ ‘ Ä(,  =5  £ abcj{b*y + c**,*)  dk, , B0  = e abc  J (c2*,*  4-  arx*)  dk,  , 

To  = £ abc  f {cfxf  + b'y')  dk , , 
worin  dk,  das  Volumenekment  der  Kugel 

. ’+■*»•=  1 


* + r + ± = 1 , 

a-  ^ b-  ^ c!  ’ 


B0  = £ /(v*  + x*)dk , f0  = £ J (x*  + y2)  dk 
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bedeutet.  Für  diese  Kugel  ist  aber  nach  Formel  (42) 

€ J [y*  + *>*)  äkt  = ef  (*,4  + x,4)  dh\  = « J*( *,*  + y,*) 

1 

« 

und  daher 

ej x'dk , = 6 y y,4 = € Jz?  d\  = • 


Da  noch  [47iejS)abc  — m die  Masse  des  Ellipsoides  ist,  so  folgt 
schliesslich: 


A m(6*+c*)  D w(c* +as) 
A0  = — — > d0= — - 


r = 


m (er  + b2) 


(42') 


Für  eine  beliebige  Axe  durch  den  Schwerpunkt,  welche  durch 
die  Cosinus  a,  ß,  y ihrer  Winkel  mit  den  Hauptaxen  bestimmt  ist, 
ergiebt  sich: 


M0=  j [(*’  + c4)  «4  + (c4  + d1)  ß 4 + (a4  + &4)  •/] 

= [a«  + fc*  + c*  _ «V  - 64/?4  - c4/J] . — 

O 


(42") 


Die  vorstehend  entwickelten  allgemeinen  Gesetze  über  die  Träg- 
heitsmomente gestatten  nun  den  Werth  der  lebendigen  Kraft  W für  ein 
starres  System,  z.  B.,  was  der  practisch  einzig  wichtige  Fall  ist,  für 
einen  continuirlichen  Körper  zu  berechnen. 

Nach  seiner  Definition  ist: 


V=  \ J* dm  (X*  + y'4  + x i) ; 

setzen  wir  hierein  die  Werthe  der  Geschwindigkeiten  nach  (32),  so 
folgt  zunächst: 

2^=m(*;4+y/?+<4)  . 

+ X*f  dm  ((y  — y0)*  + {%  — xtf) 

-1-  fi'J  dm  ((s  — *0)4  + x — x,,)3)  4-  v'J  dm  ((x  — x(,)4  + (y  — yrf) 
4-  2 x<>'[n'f  dm  {z  —.x0)  — v'J  dm  (y  — y0))  (43) 

4-  2 y0'  [v  j dm  (x  — x0)  — X j dm  (x  — £0)) 

4-  2z0'  (X'f  dm  (y  — y„)  — y J dm{x  — x0)) 

— 2 fi’ v'J  dm  (y  — y0)  (z  — x()  — 2 v'X  j d m (z  — *„)  (x  — x„) 

— 2 X (i'f  dm  (x  —x„){y  — y0). 
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Bezeichnet  man  die  relativen  Coordinaten  des  Schwerpunktes  gegen 
den  im  Körper  festen  Punkt  x0,  y0,  z0  mit  ij0,  £0,  die  Trägheits-  und 
Deviationsmomente  um  Parallele  zu  den  Coordinatenaxen  durch  x0, 
y0,  z0,  um  welche  auch  die  Drehungsgeschwindigkeiten  X,  ft,  v ge- 
rechnet sind,  mit  Z0,  H0,  Z0,  Z„',  H,/,  Z,',  so  schreibt  sich  dies  Resultat 
viel  einfacher: 


m \pc’ • -f  y' *+%„'* + 2 x0' (ft  — v tj0) -f-  2 y' (v  |0  — X £>)  + 2 x0' (/'//„  — ft  |0)] 
4-  X*  Z0  4-  ft*  H„  + Z„  + 2 ftv  z;  + 2vX  Ho'  4-  2 A'ft  Z0'.  (43') 

Führen  wir  die  resultirende  Fortschreitungsgeschwindigkeit  co0 
des  Punktes  x0 , 20  ein  durch 


fi  ' 2 i . /j  i _ / 2 

4- 


und  die  Cosinus  «0,  ft,  ?'0  der  Winkel,  welche  sie  nlit  den  Coordinaten- 
axen einschliesst,  durch 


«0=  — > 
Wu 


A- 


Wo 


?'o= 


Wo 


führen  wir  ferner  die  resultirende  Rotationsgeschwindigkeit  r0  um  den 
Punkt  x0,  y0,  z0  ein  durch 

fi  f 2 i 'fi 

r0*  = A - + ju  * -f-  - 


und  die  Cosinus  «,  ft  y der  Winkel ? welche  die  Rotationsaxe  oder, 
kurz  gesagt,  welche  r0  mit  den  Coordinatenaxen  einschliesst,  durch 


so  ergiebt  sich: 

2W  = m (oft  + 2r0(ü0[>0(/?£0  — yij0)  + ftO'l«  — «£>)  + Y>(aiU  — ß £>)]) 

+ To>sZo  + /?iHo+  rZ0+  2ft'Z/4-  2;'«H„'  + 2«/?Z.'). 

Hierin  können  wir  nach  (36)  das  Trägheitsmoment  M„  um 
die  Richtung  der  momentanen  Drehungsaxe  einführen  und  schreiben: 

2*//=w(W  + 2r (o0 O0 {ßCo—y Vo)  + ft (/' f o — «f t)  + (« */„ - ß So)] ) 4-  ** M„ . (43 ") 

Bezeichnet  man  schliesslich  mit  «°,  ß°,  ;A  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  eine  zu  xmd  r0  normale  Richtung  <r„  mit  den  Coordinatenaxen 
einschliesst,  falls  co0  zu  r0  zu  a0  liegt  wie  X zu  Y zu  Z,  und  nennt  fr 
den  Winkel,  der  zwischen  der  Richtung  von  (o0  und  r„  liegt,  so  wird 


ft?'  — Yoß  = «°  sin  »9-, 
y0u  — a0y  = ft  sin  »9-, 
a»ß  — ft«  = yn  sin  fr , 

und  es  kommt  noch  einfacher: 


2 W = m (w/  + 2 t0(o0  sin  (|„«°  4-  //„ft  + £„ft))  4-  M „ . (43'") 
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Dieser  Werth  ist  noch  vollkommen  allgemein,  denn  weder  über 
die  Bewegung  des  Körpers,  noch  über  die  Lage  des  Coordinatensystems 
ist  irgend  eine  specielle  Voraussetzung  gemacht.  Führt  man  solche 
ein,  so  kann  man  das.  Resultat  noch  weiter  vereinfachen. 

Fällt  z.  B.  der  willkürliche  Punkt  oc0.  yof  z0,  auf  den  sich  Ver- 
schiebungen und  Drehungen  beziehen,  in  den  Schwerpunkt  des  Körpers, 
so  ist: 

|o=*/o=£o=0;  o)0=ft),  r0=r,  M0=M, 

und 

2 V=  9*1(0*+  Mr;  (44) 

die  ganze  lebendige  Kraft  giebt  sich  als  die  Summe  eines  nur  von  der 
Fortschreitung  und  eines  nur  von  der  Drehung  abhängigen  Gliedes, 
nämlich  als  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  dieser  beiden  Bewegungen. 

Dieselbe  Form  resultirt,  wenn  in  (43'")  der  Winkel  i9-  zwischen 
den  Richtungen  von  und  r0  verschwindet  — eine  Beziehung,  die 
man  nach  jp.  140  durch  Wahl  des  Coordinatensystem  stets  erreichen 
kann  — oder  auch,  wenn  der  Schwerpunkt  in  der  Ebene  liegt,  welche 
die  Richtung  der  Geschwindigkeit  w0  und  die  der  Rotationsaxe  tfon  r0 
enthält,  also  rj0ß°  + C0f  = 0 ist. 

Ist  ein  Punkt  des  Körpers  fest,  so  legt  man  in  diesen  natur- 
gemäss  die  Stelle  x0,  y0,  *0  und  erhält  dann,  da  w0  = D ist: 

2W  = t0!M0  ; (44') 

hierin  lässt  sich  M„  durch  die  Hauptträgheitsmomente  A„,  B0,  1"0 
und  r0  durch  die  Drehungsgeschwindigkeiten  ßj,  y0'  um  die  Haupt- 
trägheitsaxen  in  Bezug  auf  oc0,  y0,  z0  ausdrücken,  sodass  für  einen  um 
einen  festen  Punkt  rotirenden  Körper  auch  gilt: 

2^=  A0«0'4-f  B0ft'4  + (44") 


§ 20.  Bedingungen  des  Gleichgewichts  eines  starren  Körpers. 

Beispiele.  Der  Anfang  der  Bewegung. 

Nachdem  wir  in  den  vorigen  Abschnitten  alle  die  in  den 
Bewegungsgleichungen  für  einen  starren  Körper  auftretenden  Functionen 
ausführlich  untersucht  haben,  gehen  wir  nun  zu  ihren  Anwendungen 
über  und  fragen  zunächst  nach  den  Bedingungen  dafür,  dass  bei  ver- 
schwindenden Geschwindigkeiten  auch  alle  Beschleunigungen  ver- 
schwinden. Diese  Bedingungen  bestimmen  das  Gleichgewicht 
eines  starren  Körpers,  weil  bei  ihrer  Erfüllung  vorhandene 
Ruhe  auch  durch  die  wirkenden  Kräfte  nicht  aufgehoben  wird. 
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Wir  gehen  aus  von  den  Gleichungen  (34)  und  führen  ein,  dass 
Xo,  ijo,  *01  V,  v>  verschwinden  sollen.  Da  der  Körper  ruht,  so  können 
wir  das  in  ihm  feste  System  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
mit  dem  im  Raume  festen  zusammenfallen  lassen,  also  xn  = y0  = zo—0 
setzen;  V,  y,  v sind  dann  die  Rotationsgeschwindigkeiten  um  die 
Coordinatenaxen  selbst.  Berücksichtigen  wir,  dass  die  Differentiation 
von  xh,  yh,  zh  nach  t in  x0',  y0\  z0',  X\  y,  v lineare  homogene  Ausdrücke 
liefert,  die  nach  der  Annahme  verschwinden,  so  erhalten  wir  unter 
Anwendung  der  Bezeichnungen  (35)  folgende  sechs  Gleichungen: 


_ di.  (1  f i II  > d v 

+ -di  + zdi  + Hm 

. f d X . II  d ft  | — / rfv 

+ Zrf7+H^r7  + “^r 


dt 


+ H 


/ d k | ■■  / d fi  i __ 

• — "T"  £- 


dt 


dt 


dt 

dv' 

dt 


h 

h - 


*h  ^ h)  i 
Xf,  /^h)  , 

y>t  Xh) . 


Dies  System  zeigt,  dass,  wenn  die  Beschleunigung  vom  Zustand 
der  Ruhe  aus  stattfindet,  zwischen  den  sechs  Beschleunigungen  und 
den  Ivraftcomponenten  X,  Y , Z nebst  Momenten  L , J/,  X sechs  lineare 
Beziehungen  bestehen  und  dass  die  ersteren  nur  mit  den  letzteren 
verschwinden.  Nun  ist  nach  den  Formeln,  welche  für  Einführung 
eines  neuen  Coordinatensystems  gelten,  mit  dem  Verschwinden  der 
Beschleunigungen  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  das 
für  jedes  andere  nothwendig  verknüpft;  dasselbe  gilt  für  die  Kräfte 
und  auch  für  die  Drehungsmomente  bei  verschwindenden  Componenten- 
summen;  daher  gilt  der  folgende  Satz:  ; 

Für  das  Gleichgewicht  eines  starren  Systemes  ist  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  das  Verschwinden 
der  Kraftcomponenten  und  Drehungsmomente  in  Bezug  auf 
ein  beliebiges  Coordinatensystem,  ausgedrückt  durch  die. 
Gleichungen:-  •*' 


2^  = o, 


2(y*4-*»T0  = 0,  ^,(^Xh-xhZh)  = 0,  ^{XhYh-ynXh)  = 0. 


(46) 
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Sind  also  die  Kräfte  Xh,  Yh,  Zh  als  Functionen  der  Coordinaten 
xh,  Vh,  gegeben,  so  wird  sich  aus  diesen  Formeln  im  Allgemeinen 
die  Lage  bestimmen  lassen,  in  welcher  der  Körper  in  Ruhe  verharren 
kann.  Ist  der  Körper  aber  nicht  vollkommen  frei  beweglich,  sondern 
an  feste  Bahnen  oder  Axen  gebunden,  so  sind  aus  den  Componenten 
jene  Theile  A7,  37,  Zk'  auszusondern,  welche  die  Reactionen  der  Bahnen 
oder  Axen  darstellen  und  nicht  direct  gegeben  sind.  Der  dadurch 
gesteigerten  Anzahl  der  Unbekannten  entsprechend  wächst  auch  die 
Anzahl  der  Gleichungen  durch  die  Bedingungen,  welche  auf  jene 
Reactionskräfte  führen. 

Unter  diesen  Bedingungen  sind  die,  dass  irgend  ein  Punkt  des 
starren  Systems  auf  einer  festen  Oberfläche  oder  Curve  zu  bleiben 
gezwungen  ist,  genau  wie  die  analogen  in  § 9 für  materielle  Punkte 
gestellten  zu  behandeln.  Sie  geben  eine,  resp.  zwei  Gleichungen  für 
dessen  Coordinaten,  zugleich  eine,  resp.  zwei  in  ihrer  Richtung  gegebene, 
aber  in  ihrer  Grösse  unbekannte  Reactionskräfte,  die  in  dem  gebun- 
denen Punkte  angreifen. 

Ist  ein  Punkt  p vollkommen  fest  gelegt,  so  ist  für  das  starre 
System  noch  eine  Drehung  um  denselben  möglich.  Es  ist  hier  sonach 
der  Werth  der  drei  Coordinaten  xJlf  y M %p  als  gegeben  und  zugleich 
die  in  ihm  wirkende  Reactionskraft  nach  Grösse  und  Richtung  und 
damit  X',  Y',  Z'  als  unbekannt  in  die  Gleichungen  (46)  einzuführen. 

Diesen  Fall  wollen  wir  als  erstes  Beispiel  besprechen. 

1.  Gleichgewicht  eines  um  einen  festen  Punkt  drehbaren 

Körpers. 

Ist  der  feste  Punkt  zum  Coordinatenaufang  gewählt,  so  treten  die 
in  ihm  angreifenden  Kraftcomponenten  nur  in  den  Componenten- 
summen  auf  und  wir  erhalten  die  Bedingungen: 

A"  + 2A*  =r  + 2^  = ^+2  4 = 0, 

i,  h i,  (46 ) 

21  Üö'  z>‘  — z>‘  Y»)  — 2 (*»  A',  — x„  Z„)  — V (*„  Y„  — y„  X„)  = 0. 

h h I , 

Die  letzteren  Gleichungen  zeigen,  da  die  Bedingung  (22")  durch 
sie  identisch  erfüllt  ist,  dass  die  gegebenen  Kräfte  Kh  sich  ersetzen 
lassen  müssen  durch  eine  einzige  Kraft  Kf  deren  Richtung  den  festen 
Punkt  enthält;  die  ersteren  zeigen,  dass  die  in  demselben  angreifende 
Reactionskraft  jener  Resultirenden  K gleich  und  entgegengesetzt  ge- 
richtet ist 

Für  parallele  Kräfte  spricht  sich  das  Resultat  specieller  so  aus, 
dass  die  Verbindungslinie  des  Kräftemitte.lpunktes.,mit  dem  festen  Punkt 
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den  gegebenen  Kräften  parallel  und  die  Reaction  ihrer  Summe  ent- 
gegengesetzt gleich  sein  muss. 

Wirkt  speciell  nur  die  Schwere,  so  muss  der  Schwerpunkt  des 
Körpers  in  der  Verticalen  durch  den  festen  Punkt  liegen,  wie  man 
sagt  „unterstützt“  sein;  die  Reaction  ist  dem  Gewicht  des  Körpers  gleich. 

Lenkt  man  den  Körper  aus  der  hierdurch  gegebenen  Gleich- 
gewichtslage unendlich  wenig  ab,  so  dass  der  Schwerpunkt  in  Bezug 
auf  das  Coordinatensystem,  dessen  Nullpunkt  der  feste  Punkt  und 
dessen  Z-Axe  vertical  nach  unten  gerichtet  ist,  die  Coordinaten  f,  r;,  £ 
erhält,  so  werden  die  Drehungsmomente  erregt 

L = r,G , M=  - N=  0, 

in  welchen  G das  im  Schwerpunkt  angreifende  Gesammtgewicht  des 
Körpers  bezeichnet.  Man  erkennt  sogleich  durch  die.  geometrische 
Anschauung,  dass  diese  Momente  den  Körper  in  die  Ruhelage  zurück - 
führen,  wenn  der  Schwerpunkt  unterhalb  der  Unterstützung  lag, 
im  andern  Falle  ihn  von  ihr  entfernen;  das  Gleichgewicht  ist  also 
im  erstem  Falle  stabil,  im  zweiten  labil.  Fällt  der  Unterstützungs- 
punkt in  den  Schwerpunkt,  so  erregt  eine  Ablenkung  aus  der  Ruhe- 
lage gar  kein  Moment;  das  Gleichgewicht  ist  in  diesem  Falle  in- 
different. — 

Wird  ausser  dem  Punkte  p noch  ein  zweiter  q festgehalten  — 
beide  müssen  in  der  Wirklichkeit  immer  in  der  Oberfläche  des  Körpers 
liegen  — , so  können  alle  in  der  Richtung  pq  liegenden  Punkte  ihren 
Ort  nicht  verändern,  der  Körper  ist  nur  um  p?  als  Axe  drehbar. 
Diesem  Falle  wollen  wir  uns  jetzt  zuwenden. 

2.  Gleichgewicht  eines  um  eine  feste  Axe  drehbaren 
Körpers;  Theorie  der  Waage. 

Legen  wir  die  Z-Axe  in  die  Richtung  der  festen  Geraden  pq , den 
Coordinatenanfang  in  die  Stelle  p und  bezeichnen  die  Entfernung  pq 
mit  c,  so  lauten  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts: 

X + X'  +2  **  =r+  Y"  + ^Yh  = Z'+Z''+^Zh=Of 
- e Y"  + ^{yhZh  - Yh)  = + eX"  + 2 (***»  ~ (46") 

= 2(^^-^)  = o. 

Man  erkennt,  dass  die  sechs  Componenten  der  beiden  Reactions- 
kräfte  nur  in  fünf  von  diesen  sechs  Gleichungen  auftreten  und  sonach 
eine  von  ihnen  durch  die  äussem  Kräfte  allein  zu  erfüllen  ist.  Von 
den  vorkommenden  Combinationen  sind 

- (x  + x")f  - (r  + y"),  - (z#  + z") 
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die  Componenten  der  Kraft,  welche,  wie  man  kurz  sagt,  die  Axe  pq 
erleidet,  -MF",  — eX"  die  Momente  um  die  Ar- und  F-Coordinaten- 
axen,  welche  sie  erfahrt. 

Die  Gleichgewichtslage  des  Körpers  wird  allein  bestimmt  durch 
die  Bedingung: 

Nach  Formel  (16)  kann  man  dafür  auch  schreiben: 

^£PhPh=  o, 

worin  Ph  die  Componente  von  Kh  nach  der  AF-Ebene  und  ph  ihren 
Hebelarm  bezeichnet;  das  Vorzeichen  von  ph  bestimmt  sich  nach  der 
auf  p.  143  gegebenen  Regel. 

Für  nur  zwei  wirkende  Kräfte  resultirt  daraus  das  sogenannte 
Hebelgesetz,  ausgedrückt  durch  die  Formel: 

P>1\  + P*2h  = 0 . 

J 

Diese  Gleichungen  enthalten  die  Theorie  der  Waage,  welche  wir 
ihrer  practischen  Wichtigkeit  wegen  ausführlicher  besprechen  wollen. 
(Figur  1 9.) 

Die  Waage  ist  ein  um  eine  horizontale  Axe  A drehbarer  Hebel, 
welcher  unter  der  Wirkung  seines  Gewichtes  und  desjenigen  von  an  seinen 
Enden  aufgehangenen  Massen 
im  Gleichgewicht  ist.  Wir 
nennen  die  Waage  unbelastet, 
wenn  diese  Massen  nur  die- 
jenigen m1  und  w2  der  Waag- 
schalen sind. 

Das  Gewicht  mg  des 
Waagebalkens  greift  in  dessen 
Schwerpunkt  an ; derselbe 
liege  im  Abstand  s von  der 
Drehungsaxe  A und  die  Ver- 
bindungslinie beider  schliesse  den  Winkel  a mit  der  nach  unten  positiv 
gerechneten  Verticalen  ein.  Die  Gewichte  m,g  und  mtg  der  Waag- 
schalen greifen  in  den  Punkten  B ; und  Bt  an,  deren  Verbindungs- 
linien mit  der  Axe  A resp.  ABX  — qiy  AB*=  qt  sein  und  mit  der 
Verticalen  die  Winkel  a,  und  einschliessen  mögen. 

Für  das  Gleichgewicht  im  unbelasteten  Zustande  gilt  dann: 

m ,<?,  sinc^  — mtqt  sin<zt  -f  ms  sino-  = 0 . (47) 
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Legen  wir  auf  die  Waagschale  (2)  die  unbekannte  Masse  M , 
auf  (1)  eine  Anzahl  Gewichtsstücke  3/,,  bis  die  Stellung  wieder  die 
erste  wird,  so  muss  jetzt  erfüllt  sein: 

(w,  + 3/,)  <7,  sin«,  — (m-j  + M)q,  sin«,  + ms  sin«  = 0 . (47') 

Die  Differenz  beider  Formeln  giebt: 

3/,?,  sin«,  = Mq,  sin«,; 

wäre  also  die  Waage  vollkommen  symmetrisch,  d.  h.  q , = «,  = «.,,  so 

würde  hieraus  folgen  M = 3/,  und  man  erhielte  durch  die  Masse  der 
aufgelegten  Gewichte  3f,  direct  die  unbekannte  Masse  M bestimmt 
Man  gelangt,  ohne  diese  Voraussetzung  als  erfüllt  zu  nehmen,  zu  dem 
gleichen  Ziel,  wenn  man  eine  zweite  Beobachtung  so  anstellt,  dass 
man  die  unbekannte  Masse  3/  auf  die  Waagschale  (1)  legt  und  durch 
auf  (2)  gelegte  Gewichtsstücke  von  der  Gesammtmasse  3/,  die  ursprüng- 
liche Gleichgewichtslage  wieder  herstellt.  Dann  gilt  noch  weiter: 

Mqt  sin«,  = M.,qt  sin«,, 
und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

(47") 

also  der  Werth  der  gesuchten  Masse  unabhängig  von  dem  sogenannten 
„Fehler  der  Waage“,  unter  welchem  Namen  man  die  Abweichung  des 
Verhältnisses  q,  sin«, jq9  sin«,  von  der  Einheit  versteht.  Man  bemerkt, 
dass  obige  Gleichungen  ergeben: 

3/,  _ 9,8sin?  o, 

Mt  ~ qr  sin*  a, 9 V ' 

also  auch  die  Bestimmung  dieses  Fehlers  durch  die  beschriebenen  zwei 
Beobachtungen  gestatten. 

Sind  Mt  und  3/,  um  einen  nur  sehr  kleinen  Bruchtheil  ihres 
Werthes  verschieden,  so  kann  man  statt  der  letzten  beiden  Formeln 
unter  Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung  schreiben: 

3/,  -f  3/,  q,  sin  a,  — <7,  sin  «,  . M , — 3/,  . 

1 2 ' q , sin  a,  ' 2 3/, 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  diese  Betrachtung  ignorirt,  dass  in 
Wirklichkeit  der  Waagebalken  nicht  starr  ist  und  demgemäss  die  Hebel- 
arme 9„sin«,(  sich  mit  der  Belastung  ändern.  Ist  die  Waage  von 
Anfang  an  symmetrisch,  bleibt  sie  dies  auch  bei  der  Belastung  und  sind 
ausserdem  die  Massen  beider  Waagschalen  w?,  und  mt  gleich,  so  ist 
die  Biegung  des  Balkens  ohne  Einfluss;  im  andern  Falle  giebt  sie  im 
Resultat  einen  kleinen  Fehler.  — 
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Unter  der  Empfindlichkeit  einer  Waage  versteht  man  den 
Ausschlag,  welchen  ihr  Zeiger  bei  einem  gegebenen,  der  Belastung 
einer  Waagschale  zugefügten  Uebergewicht  giebt.  Wir  wollen  unter- 
suchen, von  welchen  Umständen  derselbe  abhängig  ist. 

Wird  bei  der  Anordnung  der  Belastungen,  welche  die  durch 
einen  bestimmten  Winkel  g gegebene  Gleichgewichtslage  zur  Folge  hat 
und  deren  Bedingungsgleichung  (47')  ist: 

(m,  -f  Mx)  qx  sin  ctx  — (mt  + Mt)  qt  sin  at  -f  ms  sin  g = 0 , 

auf  die  Waagschale  (1)  das  Uebergewicht  ^ zugelegt,  so  verwandeln 
sich  ax  in  ux  — $,  g in  g — e,  in  6 und  es  gilt  nun: 

(m,  + Mx  + j u)  qt  sin  — e)  — (mt  4-  Mt)  7*  sin  (at  -f  «)  4-  ms  sin  (g  — e)  = 0. 

Die  Differenz  dieser  Formel  und  der  vorhergehenden  mit  cost 
multiplicirten  ergiebt: 


[(»',  + 3/,  + u)  qx  cos  rz,  + {mt  4-  Mt)  q.2  cos  at  + ms  cos  a]  tg  e = (xq,  sin  ax. 

Fügt  man  zu  der  Klammer  die  linke  Seite  der  vorletzten  Gleichung 
mit  cos  ffs/sin  rz,  multiplicirt  hinzu,  so  folgt: 

[K  4-  3/,)  qx  sin  («,  + (/,)  + j«.  7,  cos  ax  + m s sin  (<*,,  + <?)]  tg  e 

= fi  7,  sin  (ix  sin  at . ' 


Betrachten  wir  fx  als  eine  Grösse,  die  neben  mx  + Mx  erster  Ord- 
nung ist,  und  nehmen  an,  dass  der  Winkel  ux  nur  wenig  von  tt/2  ab- 
weicht, so  ist  nqxcosctx  als  von  zweiter  Ordnung  zu  vernachlässigen, 
und  wir  erhalten,  da  in  derselben  Annäherung  tgs  gleich  e ist,  falls  wir 
noch  die  Länge  des  Zeigers  gleich  l,  den  Ausschlag  le  = e setzen,  das 
schliessliche  Resultat : 

u lqx  sin  a,  sin  a*  MQ'\ 

(»fl,  + Mx)  7,  sin  (a,  + a4)  + in  s sin  (a,  + <r)  ' ' 


Der  Ausschlag  findet  sich  mit  dem  Uebergewicht  proportional, 
aber  im  Allgemeinen  von  der  Belastung  abhängig,  nämlich  abnehmend, 
wenn  diese  wächst.  Es  würden  hiernach  also  grössere  Massen  mit 
kleinerer  absoluter  Genauigkeit  bestimmbar  sein,  als  kleinere.  Dies 
wäre  um  so  mehr  unbequem,  als  bei  den  meisten  Anwendungen  der 
Waage  Bestimmungen  verschieden  grosser  Massen  durch  Addition  und 
Subtraction  verbunden  werden  und  dabei  die  Ungenauigkeit  der 
grösseren  die  Genauigkeit  der  kleineren  aufhebt. 

Es  ist  daher  von  Wichtigkeit,  dass  diese  Abhängigkeit  des  Aus- 
schlages von  der  Belastung  verschwindet,  wenn  man  den  Winkel 
(ctx  + u,)  zwischen  den  beiden  Hebelarmen  gleich  n macht,  also  die 
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Aufhängepunkte  B \ und  B,  der  Massen  in  dieselbe  durch  die  Drehungs- 
axe  A gehende  Ebene  legt.  Dann  gilt  einfacher: 


n Iq , sin  a,  sin  a,  # 
ms  sin  (cu  + a)  ’ 


(48") 


es  ist  indess  zu  bemerken,  dass  diese  Voraussetzung  mit  Strenge  nur 
für  eine  Belastung  erfüllt  sein  kann,  da  die  Arme  mit  wachsender 
Belastung  sich  biegen.  Um  sin  (a,  4-  «,)  stets  möglichst  klein  zu 
machen,  ist  es  daher  vorteilhaft,  den  Balken  so  einzurichten,  dass  im 
unbelasteten  Zustand  (c/l  + at)  > 71,  bei  mittlerer  Belastung  {a,  + a2)  = 71 
und  erst  bei  grösserer  («,  + at)  < n ist. 

Dabei  ist  zu  beachten,  dass  bei  gewissen  grossen  Werthen  Ton 
(«,  -f  c(t)  die  Waage  kein  stabiles  Gleichgewicht  mehr  annehmen  kann. 
Nehmen  wir,  um  dies  zu  erkennen,  den  Waagbalken  symmetrisch 
gebildet  und  belastet  an,  also  = 9,,  m,  — ?«,=  m\  M,  = Mt  = M', 
a,  = (/.,=  ce,  <7  = 0,  so  wird: 

fi  lq  sin  a 

2 (nt  + M’)  q eosa  -f-  ms’ 


also  e für  beliebig  kleines  fi  unendlich,  wenn  ci  so  weit  nj2  übertrifft, 
dass  bei  einer  gewissen  Belastung  der  Nenner  gleich  Null  wird. 
Gleiches  kann  bei  sehr  kleinen  Belastungen  eintreten,  wenn  der  Schwer- 
punkt des  Balkens  über  der  Axe  liegt,  also  $ < 0 ist. 

Nehmen  wir  schliesslich  a sehr  wenig  von  nj 2 verschieden  an, 
so  giebt  die  letzte  Formel: 


Der  Ausschlag  ist  also,  abgesehen  von  dem  Factor  //,  proportional 
mit  der  Zeigerlänge  l und  der  Hebellänge  q;  beide  werden  daher 
passend  so  gross  als  möglich  gewählt.  Für  sehr  genaue  Messungen 
wird  Ablesung  mit  Spiegel,  Fernrohr  und  Scala  angewandt  und  da- 
durch l gleich  mehreren  Metern  gemacht. 

Der  Ausschlag  ist  ferner  indirect  proportional  mit  der  Masse 
des  Balkens  m und  dem  Abstand  s zwischen  dessen  Schwer- 
punkt und  der  Drehungsaxe;  beide  wird  man  also  möglichst  klein 
herzustellen  suchen.  Dabei  schliessen  allerdings  die  möglichste  Klein- 
heit von  m und  die  möglichste  Grösse  von  q sich  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  gegenseitig  aus,  da  der  Balken  trotz  geringer  Masse  und 
trotz  grosser  Länge  sich  nahezu  wie  ein  starrer  Körper  verhalten  muss; 
man  hat  versucht,  durch  eigentümliche  Formen  der  Balken  die  beiden 
Anforderungen  zu  erfüllen. 

Der  Kleinheit  von  s wird  dadurch  eine  Grenze  gesetzt,  dass  die 
Schwingungsdauer  der  Waage  mit  verschwindendem  s unendlich  wird 
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und  daher  schon  bei  sehr  kleinem  5 die  Beobachtungen  unbequem 
sind.  — 

Sind  an  dem  starren  Körper  drei  Punkte,  die  nicht  in  einer 
Geraden  liegen,  festgehalten,  so  ist  derselbe  durch  keine  wie  immer 
gewählte  Kraft  zu  bewegen,  denn  keine  der  sechs  Gleichungen  des 
Gleichgewichts  ist  dann  von  den  Reactionskräfte  n frei.  Gegenstand 
der  Untersuchung  können  hier  also  ausschliesslich  die  in  den  drei 
unterstützten  Punkten  wirkenden  Reactionskräfte  sein.  Hierfür  giebt 
die  folgende  Aufgabe  ein  einfaches  Beispiel. 


3.  Bestimmung  der  Drucke,  welche  ein  in  drei  Punkten 
unterstützter  schwerer  Körper  in  denselben  ausübt. 

Sei  G das  Gewicht  des  Körpers,  welches  parallel  der  Z-Axc 
wirkt  und  in  dem  Schwerpunkte  angreift,  dessen  Coordinaten  | = 7;  = 0, 
£ = h sein  mögen,  und  seien  die  Coordinaten  der  drei  festen  Punkte 
xlyl xtytZt,  xtytz1}  dann  gelten  die  sechs  Gleichungen: 

x(k)  = 2 y<fc)  = V Zw  + (?  = 0, 

k k 

= 2 - X,  Z(*>)  = 2 (**  Y(t>- ykXik)) 

worin  die  Summen  über  alle  Reactionskräfte  ausgedehnt  sind. 

Man  erkennt,  dass  durch  diese  sechs  Gleichungen  die  neun  Un- 
bekannten Ar(,;l,  Y{k\  Z(k)  nicht  bestimmbar  sind.  Man  kann  daher 
dem  gegebenen  Problem  noch  willkürliche  Beschränkungen  hinzufügen, 
unter  denen  sich  am  meisten  die  empfiehlt,  dass  alle  X'k)  und  Y<k: 
gleich  Null  sind,  weil  sie  dem  Falle  entspricht,  dass  der  Körper  — 
z.  B.  ein  physikalischer  Apparat  — mit  drei  Punkten  auf  drei  reibungs- 
freien horizontalen  Ebenen  ruht. 

In  diesem  Falle  wird  sehr  einfach: 


2 z<k,+  0 = 0,  2 0 


(49-) 


und  daher: 


^(1) _|_  i y >.  Ui  -T  i ) G ^ 


m __  _i_  U.y.  - y^i]G 

A 


+ 


(x,  y~  - yix,)G 


worin 


- £<*>  = + 


4 = fay*  — y*x  1)  + {x*y>  - m)  + fay*  — y^) 

12* 


(49") 
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die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks  ist,  dessen  Ecken  die  Projectionen 
der  drei  unterstützten  Punkte  auf  die  AT-Ebene  bilden,  und  — Zl'\ 
— Z?\  — ZW  die  Drucke  sind,  welche  die  festen  Punkte  erleiden. 

Der  Druck  auf  einen  z.  B.  den  1.  Punkt  ist  also  positiv,  wenn 
der  Coordinatenanfang  und  hiermit  der  Schwerpunkt  des  Körpers  mit 
ihm  auf  derselben  Seite  der  Verbindungslinie  2,3  liegt,  negativ,  wenn 
auf  verschiedenen;  er  verschwindet,  wenn  derselbe  auf  2,3  rückt,  also 
xt/yt  = xtjyt  ist. 

Zwei  Punkte  (2)  und  (3)  erleiden  den  gleichen  Druck,  wenn 

oct  (y,  + ys)  = y,  + x>), 

also  der  Coordinatenanfang  auf  der  Verbindungslinie  des  Punktes  (1) 
mit  der  Mitte  der  Geraden  2,3  liegt. 


4.  Theorie  der  bifilaren  Aufhängung  unter  Rücksicht  auf 

die  Drillung  der  Fäden. 

Ist  ein  schwerer  Körper  an  zwei  in  Bezug  auf  die  Verticale  durch 
seinen  Schwerpunkt  symmetrischen  Punkten  an  zwei  gleich  langen 

Fäden  befestigt,  deren  feste  Enden 
in  derselben  Horizontalebene  liegen, 
und  wird  auf  ihn  ein  gegebenes 
Moment  X um  die  Verticale  durch 
seinen  Schwerpunkt  ausgeübt-,  so  nimmt 
er  eine  Gleichgewichtslage  ein,  die 
dadurch  bestimmt  ist,  dass  die  durch 
die  Schwere,  die  durch  die  Fäden 
und  die  von  aussen  auf  ihn  ausgeübten 
Kräfte  sich  zerstören.  (Figur  20.) 

Sei  L die  Länge  der  Fäden,  2 o 
ihr  oberer,  2 u ihr  unterer  Abstand 
und  (f  der  Winkel  zwischen  den  ver- 
- ticalen  Ebenen  durch  o und  durch  u, 
so  sind  die  Cosinus  der  Winkel  von  L 
mit  den  Coordinatenaxen,  von  denen 
X parallel  o,  Y horizontal  und  normal 
dazu,  Z aber  vertical  nach  unten  ge- 
rechnet werde,  gegeben  durch: 


, r t \ tt  COS  <f  — 0 

± COS  (L,  x)  — r 

Jj 


. / T \ U Sill  V 

+ cos  (L,y)  = — , — 1 


L 


cos (L, x)  --  l/l  - + 
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o und  u mögen  als  Grössen  erster  Ordnung  neben  L betrachtet 
und  ihre  Quadrate  vernachlässigt  werden. 

Parallel  den  Richtungen  L wirken  die  Spannungen  S der  beiden 
Fäden,  die  nach  der  Symmetrie  ihrer  Richtungen  in  Bezug  auf  den 
Schwerpunkt  des  Körpers  einander  gleich  sein  müssen.  Ihre  Com- 
ponenten  nach  den  Coordinatenaxen  sind  resp. 

S cos  (L , x) , S cos  (L,  y) , S cos  (L,z), 

ihre  Angriffspunkte  haben  die  Coordinaten 

± u cos  (f , ± u sin  cp , -b  L cos  (L,  s) . 

Das  Gewicht  des  Körpers  sei  (7;  es  ist  im  Schwerpunkt,  also 
einer  Stelle  der  Z- Axe,  angreifend  zu  denken. 

Die  Momente,  welche  die  Fäden  oder  Drähte  um  ihre  Axe  aus- 
üben, seien  Dx  und  D,;  sie  können  ohne  wesentliche  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  einander  gleich,  nämlich  gleich  D,  angenommen 
werden. 

Mit  diesen  Kräften  und  ihren  Momenten  sind  nun  die  sechs 
Gleichgewichtsgleichungen  (46)  zu  erfüllen. 

2 X,,  = 2 Y»  = 0 ist  identisch  erfüllt,  VZ,,  = 0 ergiebt  durch 

h h h 

2Sco$(L,%)  + Cr  = 0 

den  Werth  der  Spannungen  S,  die  nun  in  den  Momentengleichungen 
zu  benutzen  sind. 

Nach  der  Symmetrie  kann  ein  Moment  um  die  X-  resp.  Y-  Axe 
nicht  auftreten,  die  Summe  der  Momente  um  die  Z-Axe  muss  aber, 
da  man  D auf  dieselbe  projiciren  kann,  ergeben: 

2 uS  (cos  (p  cos  (L,  y ) — sin  cp  cos  (L,  x))  -f-  2D  cos  (L,  z)  -b  N = 0, 
oder  nach  Einsetzen  aller  Werthe: 


no  0 sin  f 
L cos  {L,  x) 


-b  2Dcos(L,^)  + A = 0, 


worin  cos(L,  gemäss  seiner  Bedeutung  erst  um  ein  Glied  zweiter 
Ordnung  von  Eins  verschieden  ist  und  jetzt  damit  vertauscht  werden  mag. 

Wirkt  kein  äusseres  Moment,  so  wird  die  Gleichgewichtslage,  d.  h. 
der  sie  bestimmende  Winkel  < p0f  gegeben  sein  durch: 


ho  G sin  qr>0 

- 


+ 2 D„  = 0. 


(50) 
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Bei  der  Drehung  xp  der  Drähte,  die  in  Folge  der  Ablenkung  xp 
des  Körpers  aus  dieser  Lage  eintritt,  nimmt  das  Moment  D0  um  einen 
mit  xp  proportionalen  Betrag  D'xp  ab,  sodass  bei  nunmehr  wirkendem 
äussern  Moment  X die  Bedingung  lautet: 

_ + 2 (D0  - D'  xp)  + N = 0.  (50') 

Ist  xp  + (p0  so  klein,  dass  man  den  Sinus  mit  dem  Bogen  ver- 
tauschen kann,  so  erhält  man  durch  Subtraction  der  letzten  beiden 
Gleichungen: 

_ + 2 D'j  xp  -f*  iV  = 0.  (50") 

Hierin  ist  o,  u,  L und  G mehr  oder  weniger  direct  bestimmbar; 

Hesse  sich  noch  I)'  angeben,  so  wäre  die  Möglichkeit  vorhanden,  aus 
der  Ablenkung  des  Körpers  aus  seiner  Ruhelage  die  Grösse  des  aus- 
geübten Momentes  N zu  berechnen.  Dazu  bietet  der  Apparat  selbst 
ein  Mittel,  wenn  man  ihn  so  einrichtet,  dass  man  das  untere  Ende 

der  Drähte  um  einen  angebbaren  Winkel,  z.  B.  um  tt,  gegen  das  obere 

drehen  kann,  am  einfachsten  dadurch,  dass  man  das  Ende  an  einer 
Oese  befestigt,  welche  in  einen  am  Körper  befindlichen  Haken  passt. 

Bringt  man  eine  solche  Drehung  um  -j-  n hervor,  so  wird  der 
Apparat  ohne  die  W'irkung  eines  äussern  Momentes  eine  um  xp'  ge- 
änderte Ruhelage  annehmen  (xp’  < 0),  gegeben  durch 

_ + 2 ^ — D'  [71  + VO)  = 0, 


welche  Gleichung  mit  (50)  combinirt  auf 

HO  G rp' 


2D'(,t  + xp’)  = 0 


a rv  U 0 G il/ 

IV  = j— 

71  L 


führt,  in  welcher  xp ' neben  % zu  vernachlässigen  ist  und  also  folgt: 

(51) 

Durch  Einsetzen  dieses  Werthes  in  (50")  erhält  man: 

,r  ouG  1 1 if/\ 

oder,  indem  man  schhesslich  den  ganzen  Abstand  der  Fäden  oben 
und  unten,  0 = 2o  und  U — 2 u,  einführt: 


(51') 
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Da  man  das  Verhältniss  OjL  sehr  klein  (z.  B.  < 1/1000)  machen 
und  bei  Ablesung  mit  Fernrohr,  Spiegel  und  Scala  den  Winkel  i p bis 
auf  Secunden  bestimmen  kann,  so  eignet  sich  die  bililare  Aufhängung 
zur  Messung  sehr  kleiner  z.  B.  magnetischer  oder  electrischer  Drehungs- 
momente; bei  den  angegebenen  Verhältnissen  würde  noch  der 
0,000  000  005.  Theil  des  Momentes  UG  erkennbar  sein. 

Ist  die  Dicke  der  beiden  Fäden  nicht  sehr  gering  gegen  ihren 
Abstand,  so  ist  es  zweifelhaft,  ob  man  die  Entfernungen  ihrer  Axen 
als  die  Grössen  0 und  U einführen  darf;  in  diesem  Falle  ist  es  mög- 
lich, durch  Schwingungsbeobachtungen  das  Glied  OUgJAL  zu  be- 
stimmen, — eine  Methode,  auf  die  wir  später  zurückkommen. 

5.  Gleichgewicht  einer  schweren  Kugel  auf  drei  ihrerseits 
auf  einer  horizontalen  Ebene  liegenden  unter  der  Wirkung 

gleitender  Reibung. 

Seien  F,  Flt,  G,  Gh,  x,  y,  z,  xh,  y,,,  zh  für  h = 1,  2,  3 Radien, 
Gewichte  und  Mittelpunktscoordinaten  der  obern  und  der  drei  untern 
Kugeln,  uh  der  Winkel  der  Verbindungslinie  des  Mittelpunkts  der  obern 
Kugel  mit  dem  einer  untern  gegen  die  Verticale.  Seien  ferner  Nh  die 
in  der  Berührungsstelle  der  obern  Kugel  mit  einer  der  untern,  j\y  die 
in  der  Berührungsstelle  einer  untern  mit  der  Ebene  wirkenden  normalen 
Druckkräfte,  vh  und  v,'  die  resp.  Reibungscoeffieienten;  die  factisch 
vorhandenen  Reibungskräfte  Nhnh  und  Nh'nh'  werden,  selbst  wenn 
alle  Kugeln  und  die  Ebene  gleiche  Obertiächenbeschaffenheit  besitzen, 
doch  wegen  der  verschiedenen 
Inanspruchnahme  verschiedene 
Werthe  haben  können. 

Die  Reibungskräfte  müssen, 
wie  die  Drucke,  sämmtlich  in 
den  vertialen  Ebenen  durch  den 
Mittelpunkt  C der  obern  und 
den  Ch  einer  untern  Kugel  liegen, 
sodass  es  genügt,  diese  drei 
Schnittebenen  zu  betrachten. 

Denn  wäre  dies  nicht  der  Fall, 
so  würde  die  in  der  Berührungs- 
stelle Bh  (Fig.  21)  wirkende  Rei- 
bung eine  Componente  normal 
zur  Ebene  der  Figur  geben,  die 
ein  durch  keine  andere  vor- 
handene Kraft  zerstörbares  Moment  um  die  Gerade  AhCh  als  Axe 
erregen  würde;  das  Gleiche  gilt  für  die  Reibung  an  der  Stelle  Ah 


z 
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bezüglich  der  Richtung  ChDu . Eine  Abweichung  hiervon  wäre  nur 
dann  zulässig,  wenn  man  in  jenen  Punkten  eine  besondere  Wider- 
standskraft gegen  die  Drehung  annähme. 

Sonach  wirken  alle  in  den  Stellen  Äh  und  Bh  angreifenden  Kräfte 
in  Richtungen,  welche  durch  die  Z-Axe  AC  hindurchgehen;  sie  können 
also  für  keine  Kugel  eine  Drehung  um  die  Z-  Axe  hervorbringen  und 
auch  für  keine  der  untern  Kugeln  eine  Verschiebung  normal  zu  einer 
der  Ebenen  ACCh  erregen;  es  sind  daher  für  die  obere  Kugel  nur  die 
Momente  um  die  X-  und  F-Axe,  für  jede  untere  nur  die  Momente 
um  eine  zur  Ebene  ACCh  normale  Axe  gleich  Null  zu  setzen;  ebenso 
für  jede  untere  Kugel  die  Componentensummen  nur  für  zwei  in  der 
Ebene  ACCh  liegende  Richtungen. 

Demgemäss  resultirt  für  die  obere  Kugel  durch  das  Nullsetzen 
der  Componentensummen  folgendes  System  von  Gleichungen: 

2 «/.  Nh  (sin  ceh  — nh  cos  u„)  = 0 , Nh  (sin  uh  — nh  cos  uh)  = 0 , 

h h (52) 

2 -Vft  (cos  uh  + n„  sin  #„)=(?,  v 

h 

worin  ah  und  bh  die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  Richtungen 
AAh,  die  wir  von  der  Z- Axe  hinweggerechnet  kurz  mit  rh  bezeichnen, 
resp.  mit  der  X-  und  der  F-Axe  einschliessen. 

Bezieht  man  die  Drehungsmomente  auf  Parallele  zur  X - und 
F-Axe  durch  den  Mittelpunkt  der  obern  Kugel,  so  geben  zu  ihnen 
nur  die  Reibungskräfte  Antheile,  die  an  jeder  Stelle  Bh  in  der  Rich- 
tung der  Tangente  von  der  Z- Axe  hinweg  wirken  mit  der  Intensität 
Nhnh.  Jede  von  ihnen  giebt  um  eine  durch  C normal  zur  Ebene 
ACCh  gelegte  Axe  das  Moment  RNhn,,. 

Benutzt  man  den  Satz  p.  148  über  die  Zusammensetzung  von 
Momenten  um  Axen,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  so  erhält  man  so- 
gleich die  beiden  Bedingungen  für  das  Verschwinden  der  Momente 
um  die  Parallelen  zur  A'-  und  F-Axe  durch  das  Centrum  der  obern 
Kugel,  nämlich: 

2 Nhnhbh  =0,  2 Ai»*«*  = 0.  (52') 

h ft 

Für  die  untern  Kugeln  giebt  das  Verschwinden  der  Componenten, 
die  vertical  und  horizontal  in  den  AGC,, -Ebenen  liegen,  sechs  Glei- 
chungen der  Form: 


Nh  = Nh  (cos  uh  + nh  sin  ah)  4-  C,', 
»h  N,'  = Nh  (sin  u„  — n„  cos  uh), 


(52") 
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das  Verschwinden  des  Momentes  um  die  Axe  normal  zu  dieser  Ebene 
in  Ch  drei  Gleichungen: 

n„Nh  = 7hK:.  (52'") 

Comhinirt  man  diese  mit  den  vorhergehenden,  so  kommt: 

nh  = sin  ah  — nh  cos  och , (53) 

und  diese  Beziehung  erweist,  dass  die  zwei  ersten  Gleichungen  (52) 
mit  (52')  identisch  sind.  Es  verbleiben  sonach  12  Gleichungen  zur 
Bestimmung  der  sechs  Drucke  Nh  und  N,'  und  der  sechs  Coöfficienten 
nh  und  nur  die  letzteren  bieten  grösseres  Interesse. 

Die  drei  nH  folgen  sogleich  aus  der  letzten  Gleichung,  gemäss 


sin  a,(  . ah 

,i‘=H.c.30,=1ST~ 
Zur  Bestimmung  der  nü  beachte  man,  dass 

cos  c/.h  4-  nh  sin  au  = 1 

ist,  also  die  erste  Gleichung  (52")  lautet: 

Nh  = Nn  + Gn, 


(53') 


(53") 


was  einen  merkwürdigen  Satz  enthält.  Comhinirt  man  dies  mit  der 
Gleichung  (52'") 

Wfc  A/,  — H h A h ) 

so  erhält  man: 

nh  Nh 


A n + Gh 

Für  die  Nh  gelten  aber  nach  (52)  die  Gleichungen: 

^ A/,  = G,  2 Nhnhah  = 0,  A,,  nh  I)h  = 0, 

h h h 

so  dass  sich  ergiebt: 

•t  r Ö W.W.  / . . \ .f  G Wj  Wj  / . 1 \ 

A,  — “ (o»6  3 0 , h) , A i — - (^s^j 

X?  ^ 11  TV 

A,=  J-  (0,0,—  0,6,), 

worin : 

J = (0,6*  — os&*)  + (<*,6,  — «,&,)  + »mi,  (a,6.  — 0,6,). 


(53'") 


(54) 


Beachtet  man,  dass  — akbh  = sin  (r„,  ?•*),  kurz  = «h*  gesetzt, 
der  Sinus  des  Winkels  zwischen  rÄ  und  r*  ist,  diesen  von  rh  nach  rk 
hin  positiv  gerechnet,  so  erhält  man: 

jyr  G W,M,  f-ij 

-f”  WjM,  ^»31  -f*  W]W2 


u.  s.  f. 


(54') 
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Daher  wird  schliesslich: 


r 

nl 


>?. 


G H2  Mj  pjj  

i G 4*  G j ) e*s  4”  (r i Mj )?■]  ^»;I  4"  t?i  Wj  w. 


(54") 


woraus  die  andern  durch  cyclische  Vertauschung  der  Indices  folgen. 

Nehmen  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall,  dass  die  drei  untern 
Kugeln  gleich  sind  und  mit  ihren  Centren  in  den  Ecken  eines  gleich- 
seitigen Dreiecks  liegen,  so  werden  alle  Qh',  uh,  nh,  nh'  und  alle  ( )hk 
gleich,  und  daher: 

» = tg-,  „ = )tlSTW,- 

Die  Reibung  der  untern  Kugeln  auf  der  Ebene  ist  also  viel 
weniger  in  Anspruch  genommen,  als  die  zwischen  den  Kugeln  wirkende; 
es  kann  demnach  für  erstere  auch  der  Grenzwerth  viel  niedriger  liegen, 
als  für  letztere,  ohne  das  Gleichgewicht  zu  gefährden. 

Aehnliches  gilt  ganz  allgemein.  Da  nach  dem  dritten  Problem 
dieses  Abschnittes  Gleichgewicht  unmöglich  ist,  wenn  der  Schwerpunkt 
der  obern  Kugel  aus  dem  Dreieck  Ax  A,  A3  herausfallt,  also  wenn  einer 
der  Winkel  (rh,  rk)  grösser  als  n wird,  so  sind  sämmtliche  oh  k > 0 und 
demgemäss  nh'  < >?„;  ausgenommen  ist  der  Grenzfall,  dass  die  untern 
Kugeln  gewichtslos  sind,  dann  wird  nh'  = nh. 

Bei  gleicher  Oberflächenbeschaffenheit  der  Ebene  und  aller  vier 
Kugeln  ist  daher  ein  Gleiten  zuerst  an  einer  der  Berührungsstellen 
zweier  Kugeln  Bh  zu  erwarten  und  zwar  an  der,  für  welche  nh  = tg ccj,2 
den  grössten  Werth  hat.  Da  der  Grenz werth  des  Reibungscoefficienten 
gleich  der  Tangente  des  Reibungswinkels  ist,  so  beginnt  das  Gleiten, 
sobald  ein  uh  den  doppelten  Werth  des  Reibungs winkeis  erreicht  hat.  — 


Die  Ausgangsgleichungen  (45)  dieses  Paragraphen,  welche  die 
Beziehungen  ausdrücken,  die  zwischen  den  auf  das  starre  System  wir- 
kenden Kräften  und  seinen  sechs  Beschleunigungen  stattfinden,  falls  die 
Geschwindigkeiten  verschwinden,  geben  nicht  nur  in  der  von  uns 
benutzten  Weise  Aufschluss  über  die  Bedingungen,  welche  die 
Kräfte  erfüllen  müssen,  damit  das  Gleichgewicht  erhalten 
bleibe,  sondern  auch  über  die  Art  und  Weise,  in  welcher  der 
Körper  die  Bewegung  aus  der  Ruhe  beginnt,  wenn  jene  Be- 
dingungen nicht  erfüllt  sind. 

Um  aus  ihnen  Folgerungen  abzuleiten,  legen  wir,  was  keine  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  enthält,  die  festen  Coordinatenaxen  in 
die  Richtungen,  welche  während  der  Ruhe  die  Hauptträgheitsaxen 
durch  den  Coordinatenanfang  besassen,  setzen  also  E'=H'=Z'  = 0 
und  E = A,  H = B,  Z = l~,  um  die  Hauptträgheitsmomente  zu  bezeichnen. 
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Wir  erhalten  dann  folgendes  System  von  Gleichungen: 


(55) 


Ein  sehr  einfacher  Fall  ist  der,  dass  der  starre  Körper  um  den 
festen,  übrigens  willkürlichen  Coordinatenanfang  drehbar  ist,  wodurch 
dxljdt  — dyjjdt  = dzjjdt  = 0 werden,  während  zugleich  aus  -Y,  Y,  Z 
die  Reactionscomponenten  des  Drehpunktes  auszusondern  sind.  Hier 
bleiben  nur  die  drei  Bewegungsgleichungen : 

A3T  = i-  BS 7-*.  rS  = jV>  W 

aus  denen  durch  Integration  über  die  unendlich  kleine  Zeit  r folgt: 

z l z 

AA'  = / L dt,  Bjw'  = jMdt , r v' = f Ndt. 

0 0 0 

Die  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  stehenden  Werthe 
sind  die  Momente  der  unendlich  kurz  andauernden  Einwirkungen,  die 
man  als  Impulse  auffassen  kann;  denn  wie  wir  auf  p.  20  die  Kraft  K, 
welche  aus  den  in  den  Intervallen  dt  ausgeübten  Impulsen  dJ  entsteht, 
durch  K = dJjdt  definirten,  so  können  wir  umgekehrt  Kdt  = dJ  als 
einen  Impuls  ansehen.  Für  stetiges  K und  unendlich  kleines  r ist 
aber  identisch:  z 

f K dt  = Kr. 

0 

Wir  können  daher,  wenn  wir  die  Impulsmomente  mit  (L),  (3/),  [N) 
bezeichnen,  das  obige  Resultat  schreiben: 

A //  = (L),  B n'  = (3/ ) , r v = (. N ).  (56') 

Wenden  wir  dasselbe  Verfahren  auf  die  Gleichungen  (45)  an 
unter  der  Voraussetzung,  dass  eine  beliebige  Coordinatenaxe  feste 
Drehungsaxe  ist,  und  bezeichnen  wir  in  Bezug  auf  sie  Trägheits-, 
Drehungsmoment  und  Winkelgeschwindigkeit  mit  M,  D und  (p,  so 
erhalten  wir 


W\(p  = (D). 
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Wird  auf  einen  starren  Körper,  welcher  um  einen  festen 
Punkt  drehbar  ist,  ein  Impuls  ausgeübt,  so  ergiebt  derselbe 
Rotationsgeschwindigkeiten  um  die  Hauptträgheitsaxen  durch 
den  festen  Punkt,  welche  ebenso,  als  wären  jene  Axen  feste 
Drehungsaxen,  gegeben  sind  durch  die  Quotienten  aus  den 
betreffenden  Drehungs-  und  Trägheitsmomenten. 

Die  drei  Rotationscomponenten  X,  v um  die  Hauptträgheits- 
axen setzen  sich  zusammen  zu  einer  resultirenden  Drehung  x um  eine 
Axe  ct,  deren  Richtung  gegeben  ist  durch: 

X : }x  : v = cos  («,  x ) : cos  (er,  y) : cos  {«,  z), 

die  drei  Drehungsmomente  (L),  (3/),  (Ar)  zu  einer  Resultante  (D)  um 
eine  Axe  d,  die  gegeben  ist  durch: 

(L) : (3/) : {N)  = cos  ( d , x) : cos  (d.  y ) : cos  (d,  z). 

Es  gilt  also  nach  (56')  die  Beziehung: 

A cos  («,  x ) : B cos  {a,  y) : T cos  {(/.,  z)  = cos  {d,  x) : cos  {d,  y) : cos  ( d , z).  (56") 

Beachtet  man,  dass  zwischen  den  Richtungswinkeln  eines  Radius- 
vectors  o in  dem  Hauptträgheitsellipsoid,  dessen  Gleichung 

hx"  4-  B y"  + T v*  = 1 

ist,  und  denjenigen  der  Normalen  n auf  der  Tangentenebene  im  End- 
punkt von  o die  Gleichungen  bestehen: 

A cos  (o,  x) : B cos  (p,  y ) : T cos  (o,  z)  = cos  («,  a:) : cos  ( n , y) : cos  (n,  «), 

so  erkennt  man  die  Gültigkeit  des  Satzes: 

Ein  System  von  Impulsen  ertheilt  einem  um  einen  festen 
Punkt  drehbaren  Körper  eine  Rotation  um  eine  Axe  a,  deren 
Lage  gegen  die  Hauptdrehungsaxe  d der  Impulse  dadurch 
geometrisch  bestimmt  ist,  dass  eine  Tangentenebene  normal 
zu  d an  das  Hauptträgheitsellipsoid  in  Bezug  auf  den  festen 
Punkt  gelegt,  jenes  in  einer  Stelle  berührt,  deren  Radius- 
vector  die  Rotationsaxe  a ist. 

Fasst  man  die  Gleichungen  (56')  mit  den  Factoren  A'/r',  fx'/z, 
v'/t'  zusammen  und  bedenkt,  dass 

r'2  = x*  + //’  + 1/,S,  {Dy  = {Ly  + {My  + {Ny 

ist,  so  findet  sich: 

Mt'=  (D)  cos  (d,  a),  (56'") 
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worin  M = (AV?-f  B//4+  |V*)/r*  nach  (37")  das  Trägheitsmoment  des 
Körpers  um  die  Rotationsaxe  a bezeichnet.  Es  gilt  also  der  Satz: 

Die  resultirende  Rotationsgeschwindigkeit  erhält  man, 
wenn  man  das  Drehlingsmoment  der  Impulse  um  die  Rota- 
tionsaxe  u durch  das  auf  diese  bezügliche  Trägheitsmoment 
dividirt. 

Ist  das  starre  System  vollkommen  frei  beweglich,  so  kann  man 
ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  den  Coordinatenanfang  in  den 
Schwerpunkt  legen  und  erhält  so,  indem  man  a*0'=f',  yö  = */=£' 

und  | = y — £ = 0 setzt,  die  sechs  Gleichungen : 


<iy 
m 7t 

= A, 

«£-  * 

mdt 

nT 

II 

A dt 

II 

b« 

Bf?  =M’ 

r — 

dt 

II 

dieselben  geben  durch  Integration  über  die  unendlich  kurze  Zeit  r 
unter  Benutzung  der  obigen  Bezeichnung: 

= ix),  *»»/ = m,  «r = 

Ar  = (L),  b fi'  = (jf),  rv  = (at).  1 j 

Wirkt  ein  System  Impulse  auf  einen  frei  beweglichen 
starren  Körper,  so  ertheilt  dasselbe  dem  Schwerpunkt  die 
gleiche  Geschwindigkeit,  als  griffe  seine  Resultirende  in  ihm 
an  und  wäre  in  ihm  die  ganze  Masse  vereinigt;  die  Rotations- 
geschwindigkeit um  den  Schwerpunkt  ist  dieselbe,  als  wäre 
der  Körper  in  ihm  unterstützt. 

Lassen  sich  hiernach  die  Geschwindigkeiten,  welche  ein  System 
von  Impulsen  einem  starren  ruhenden  Körper  ertheilt,  leicht  bestimmen, 
so  ist  dadurch  aber  keineswegs  das  Gesetz  der  Bewegung  des  weiter- 
hin sich  selbst  überlassenen  Körpers  ausgesprochen,  denn  derselbe  be- 
hält, auch  wenn  er  keinen  Kräften  unterliegt,  seine  Geschwindigkeiten 
nicht  unverändert  bei.  Die  von  uns  gefundenen  Werthe  sind  nichts 
anderes  als  die  Anfangsgeschwindigkeiten,  welche  in  Folge  eines 
Systems  ausgeübter  Impulse  eintreten;  der  weitere  Verlauf  der  Be- 
wegung wird  weiter  unten  der  Betrachtung  unterworfen  werden. 


§ 21.  Drehung  eines  starren  Körpers  um  eine  feste  Axe.  Druck 

auf  die  Axe.  Beispiele. 

Die  einfachste  Art  der  Bewegung  eines  starren  Körpers,  welche 
nicht  auf  die  Gleichungen  für  einen  materiellen  Punkt  zurückführt, 
ist  die  Drehung  um  eine  im  Körper  wie  im  Raume  feste  Axe. 
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Sei  die  im  Körper  feste  Drehungsaxe  die  OAxe  und  falle  die- 
selbe in  die  im  Raume  feste  Z-Axe,  dann  ist  = p = 0.  Wir  lassen 
den  Anfangspunkt  des  mit  dem  Körper  beweglichen  Systems  in  den- 
jenigen des  absolut  festen  fallen  und  haben  demgemäss  x0,  y0,  x0 
dauernd  gleich  Null,  also  auch  x0',  y0',  x0'  gleich  Null.  Endlich  legen 
wir  die  A- Axe  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers,  welcher  den 
Abstand  s von  der  Drehungsaxe  haben  mag,  und  erhalten  dadurch 
£ = 0. 

Demgemäss  wird  das  System  (34)  vereinfacht  zu: 


— m 


4-  m 


~Jj~  = A 4-  X 4-  2 Xh , 

rftr' 
dl 


= r+  r"+2r*, 


o = z'+  sr  + ^z*, 

— — Lf  -I-  L"  + 2£Lh, 

- = «'+  M"+ 

+ »**))  = Sä- 


(58) 


Hierin  bezeichnen  wie  im  vorigen  Abschnitt  p.  1 74  die  X',  X"  . . . 
die  aus  den  wirkenden  Kräften  ausgesonderten  Reactionen  der  festen 
v Axe,  die  in  zwei  Punkten  p und  q 

angreifend  gedacht  sind ; L',  L",  M\  M" 
sind  die  von  ihnen  um  die  X-  und 
Y-Axe  ausgeübten  Momente,  also 

L'  — — zpY' , 

L"  = - zq  Y", 

M'  = + zPX', 

M"=  + z„X". 


A 


Schliesse  die  A-Axe  mit  der 
A-Axe  den  Winkel  ff,  mit  der 
Y- Axe  den  Winkel  (tt  / 2)  — <jr>  ein, 
so  wird 


xh  — a,,  cos  ff  — hh  sin  tp , 
?/  = s sin  ff  , 


yh  — ah  sin  (p  4-  cos  fp , zh  = ch , 

; = S COS  ff  , 


/ dq> 

v “ di’ 
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und  unsere’  Gleichungen  lauten: 

- msTt  (sin?  3?)  = A"  + A"  + 2A‘- . 

+m4H4<)= r+  r'+2^, 

o = r+r  + 24,  (58') 

— ~ (cos <f  —■  j 2m»a*c*  + J7  (sini3r'  37)  = L'  + L"  + V/,„ , 

— ~ (sin  7 -*)  ~ (cosy  ~-  'j  = W + M"  + 

^?2*»*K  + V)  =2Ar-- 

Kur  die  letzte  dieser  Formeln  ist  von  den  Reactionskräften  frei, 
sie  stellt  also  die  für  die  Bewegung  massgebende  Beziehung  dar. 
In  ihr  bezeichnet  + V)  = M das  Trägheitsmoment  um  die 

feste  Axe,  ^Ar„  — N die  Summe  der  um  dieselbe  ausgeübten,  nur  von 
äussern  Kräften  herrührenden  Drehungsmomente.  Es  gilt  also  der  Satz: 

jß  = N/fA . (58") 

Die  Winkelbeschleunigung  eines  starren  Svstemes  um 
eine  feste  Axe  ist  gleich  dem  Quotienten  aus  dem  auf  jene 
Axe  bezüglichen  Drehungs-  und  Trägheitsmoment. 

Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  überein  mit  der  für  die 
geradlinige  Bewegung  eines  Massenpunktes  geltenden , welche  die 
Linearbeschleunigung  gleich  dem  Quotienten  aus  Kraft  und  Masse  ergab. 
Es  gelten  also  für  die  Integration  die  p.  35  aufgestellten  Regeln. 

Verschwindet  N,  so  ist  die  Rotation  eine  gleichförmige. 

Die  übrigen  Gleichungen  (58')  bestimmen  die  Reactionen  der  festen 
Axe,  oder  umgekehrt  die  Drucke  und  Drehungsmomente,  die  auf 
dieselbe  ausgeübt  werden;  die  Componenenten  letzterer  sind 

X°  = - (A'  + X") , Y°=  - (F  + Y") , 7S  = - {/:  -f  Z") , 

L°  = - (/,'  + L") , M°  = - (AT  + M") . 

Wir  wollen  zunächst  die  äussern  Kräfte  und  Momente  wegfallen, 
also  die  Rotation  um  die  Z-Axe  zu  einer  gleichförmigen  werden  lassen 
und  erkennen  dann  Folgendes.  Die  Reactionscomponenten  parallel  der 
X-  und  F-Axe  verschwinden  allgemein  nicht  mit  den  äussern  Kräften, 
sondern  — abgesehen  von  der  Ruhe  des  Körpers,  für  welche  dtp /di  = 0 
ist  — nur  in  dem  Falle,  dass  die  Drehungsaxe  den  Schwerpunkt 
enthält,  also  s = 0 ist;  die  Reactionsmomente  um  die  A'-  und  F-Axe 
verschwinden  dagegen  nur  in  dem  Falle,  dass  die  dem  Körper  und 
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der  Drehungsaxe  individuellen  Constanten  mh ahch—  — B'  und 
^m,,bhc„=  — A',  d.  h.  die  Deviationsmomente  um  die  A - und  #-Axe, 
gleich  Null  sind,  was  nach  p.  164  die  Bedingung  dafür  ist,  dass  die 
Z-,  resp.  die  (7- Axe,  eine  Hauptträgheitsaxe  des  Körpers  ist. 

Findet  beides  zugleich  statt,  so  behält  der  Körper  die  ihm  ertheilte 
gleichförmige  Rotation  um  eine  im  Körper  und  im  Raume  ruhende 
Axe  selbst  dann  noch  bei,  wenn  jene  nicht  mehr  festgehalten  oder 
unterstützt  wird.  Die  Hauptträgheitsaxen  durch  den  Schwerpunkt 
werden  daher  auch  die  natürlichen  Drehungsaxen  des  freien 
Körpers  genannt. 

Verschwinden  nur  die  Reactionsmomente,  aber  nicht  die  Com- 
ponenten,  so  ist,  um  die  Drehungsaxe  unverändert  zu  erhalten,  nur 
nöthig,  dass  einer  ihrer  Punkte  unterstützt  werde.  Die  Rotation  um 
eine  der  durch  den  festen  Punkt  gehenden  Hauptträgheitsaxen  bleibt 
also  unverändert  bestehen;  daher  heissen  diese  Richtungen  auch  die 
permanenten  Drehungsaxen  für  jenen  festen  Punkt. 

Diese  beiden  Sätze  behalten  offenbar  ihre  Gültigkeit  auch  dann, 
wenn  die  äussern  Kräfte  zwar  nicht  verschwinden,  aber  nichts  weiter 
liefern,  als  ein  Drehungsmoment  um  die  betreffende  Hauptträgheitsaxe. — 

Besonders  einfache  Werthe  nehmen  die  auf  die  Axe  wirkenden 
Drucke  und  Momente  an,  wenn  man  sie  auf  die  im  Körper  festen 
Axen  A,  B,  C bezieht;  die  ihnen  parallelen  Componenten  mögen  wieder 
mit  A , B,  C,  die  um  sie  wirkenden  Momente  mit  F G,  II  bezeichnet 
werden. 

Dann  gilt: 

Ah  = Ar>,  cos  tp  + Yh  sin  tp,  Bh  = — Xh  sin  cp  + Y„  cos  <f,  Ch  = Z„, 

Fh  = L„  cos  cf  + Mh  sin  y , G„  = — L„  sin  tp  + Mh  cos  cp,  Hh  = X,„ 

und  es  folgt  demgemäss: 


— m$ 

6s) 

|'=  Ä + A" 

+ 24, 

• 

+ ms 

<l\ 

dl* 

= B'+B' 

' + 2ä, 

0 = C'+  c 

+ B' 

cl*<p 

dB 

- A' 

( d <r 
(dt) 

|’=  r+F- 

+2^> 

+ B' 

(V  A' 

(Pep 

dt * 

= G'+  G" 

M 

d*  <p 
dt* 

= 2 H<- 
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Verschwindet  das  äussere  Moment  ^ Hh  = 'S]  Nh,  so  ist  nur 
d'cpjdt*  gleich  Null  zu  setzen. 

Beachtet  man,  dass 

(37)'  2 »»*»•*■ cos(r*. A)  = = (37)' ms’ 

(37)  2 »»*»•* 008  (r*>®)  = = 0 

die  Componenten  der  gesammten  Centrifugalkräfte  sind,  welche  der 
Körper  erfahrt,  so  sieht  man,  dass  die  erste  Formel  aussagt: 

Die  Componente  des  Druckes  A°=  — (Ä  -f-  A"),  welche  die 
Axe  in  der  Richtung  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers 
erleidet,  ist  gleich  der  Summe  der  bezüglichen  äussern 
Kräfte  plus  der  Resultirenden  aller  Centrifugalkräfte. 

Dieser  Satz  geht  vollkommen  parallel  mit  dem  zweiten  der  p.  59 
gegebenen. 

Die  zweite  Formel  combiniren  wir  mit  der  letzten,  um  d'cpldt * 
zu  eliminiren,  und  erhalten  so: 

— (B'  4-  B")  = 2 Bh  - m s . (59') 

Die  Componente  des  Druckes  B°  = — (ß'+B"),  welche  die 
Axe  in  der  Richtung  normal  zu  der  Ebene  durch  den  Schwer- 
punkt des  Körpers  erfährt,  ist  gleich  der  Summe  der  bezüg- 
lichen äussern  Kräfte  minus  dem  Product  aus  dem  Moment 
der  Masse  ms  in  das  äussere  Drehungsmoment  ^Kh  dividirt 
durch  das  Trägheitsmoment  um  die  feste  Axe. 

Diese  Componente  verschwindet,  wenn  sich  der  Körper  auf  einen 
Massenpunkt  reducirt,  der  mittelst  einer  starren  Linie  an  die  Drehungs- 
axe  befestigt  ist;  denn  dann  wird  = s^Bh  und  M = ms\ 

Wirkt  auf  den  Körper  parallel  der  X-Axe  die  Schwere,  so  ist, 
wenn  man  M = m (x1  -1-  «*)  setzt : 


B°  = -(B'+B")  = -mg  1- 


s- 


X*  + S 


sin  cp  = 


mg  k* 

~~  8111  rp. 
r.-  + S'  ’ 


Ist  der  Körper  ein  Pendel,  welches  gerade  die  grösste  Elongation 
erreicht  hat,  also  die  Geschwindigkeit  Null  besitzt,  so  ist  gleichzeitig: 

A * = — (Ä  -f  A")  = mg  cos  cp , 

und  beiden  Componenten  entspricht  eine  Resultirende,  die  einen 
Winkel  y>  mit  der  .4 -Axe  einschliesst,  gegeben  durch: 

Voigt,  Eleu.  Mechanik.  IS 
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die  Resultirende  hat  also  stets  eine  Richtung,  welche  zwischen  die  X- 
und  die  A-Axe  fallt.  — 

Wir  wenden  uns  nun  zu  speciellen  Anwendungen  der  Gleichung 
(58"),  welche  die  Bewegung  eines  starren  um  eine  feste  Axe  drehbaren 
Körpers  bestimmte;  sie  lautete: 

dt * — M ’ 


Besonders  häufig  und  wichtig  sind  die  Fälle,  dass  das  Drehungs- 
moment N zusammengesetzt  ist  aus  Gliedern,  die  linear  in  der  Winkel- 
geschwindigkeit d(p jdt  und  dem  Drehungswinkel  (p  sind,  sodass  die 
allgemeine  Form  entsteht: 


d-<p 

W 


= (i  -}-  b (p>  -j- 


(BO) 


Setzt  man  (p  + [ajb)  = Ce'11 , so  wird  diese  Gleichung  zu 


q*—b  + 2 cq, 

woraus  folgt: 

g — c -f~  y 6 c*  . 

Dies  zeigt,  dass,  den  zwei  Wurzeln  q , und  qt  entsprechend,  zwei 
particuläre  Lösungen  <px  + {ajb)  = Cxeqit  und  (pt  + {ajb)  = Cteqtt  der 
Gleichung  genügen,  und  man  sieht  leicht,  dass  von  dem  Ausdruck: 


? + --  = Cxeq'l  + Cteqtt 

dasselbe  gilt;  letzterer  enthält  die  zwei  Integrationsconstanten,  welche 
die  allgemeine  Lösung  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
zeigen  muss. 

Man  erkennt  sogleich,  dass  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle 
eintreten,  je  nachdem  ( b + c*)^0  ist.  Im  ersten  Falle  sind  die  Wurzeln 
qx  und  qt  reell,  im  zweiten  conjugirt  complex;  im  ersten  Falle  müssen 
also  die  Constanten  Cx,  C\  reell,  im  letzteren  conjugirt  complex  sein, 
und  wir  erhalten  demnach  die  folgenden  beiden  Möglichkeiten: 

I.  b + o*  > 0 , 

fp  = 0^+  (60') 

Ql  — C + + C%  q,—  c — \b  -f-  cs ; 

IL  b -j-  c*  < 0 , 

(p  = ect(A  cos pt  -f-  B sin pt)  — y (60 ') 

yb  + c*=  ip ; 

hierin  sind  A und  B neue  willkürliche  reelle  Constanten. 
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Wir  betrachten  zunächst  die  Formeln  unter  I,  welche  zeigen, 
dass  bei  den  im  ersten  Fall  gemachten  Voraussetzungen  rp  jeden 
Werth  höchstens  zwei  Mal  annimmt,  während  t von  — oo  bis 
-F  oo  geht. 

Bedenkt  man,  dass  eine  Umkehr  des  Vorzeichens  von  ql9  q,  oder 
CnC\  durch  eine  solche  für  t oder  (p  aufgehoben  wird,  so  sieht  man, 
dass  für  den  ganzen  Verlauf  der  Function  rp  hier  im  Ganzen  vier 
wesentlich  verschiedene  Specialfälle  möglich  sind,  die  sich  folgender- 
massen  darstellen: 

a)  qlt  qt  und  Cn  C\  haben  untereinander  gleiches  — etwa  positives 
Vorzeichen;  dann  beginnt  für  / = — oc  der  Drehungswinkel  rp  von 

— xi jb  und  wächst,  ohne  ein  Maximum  oder  Minimum  zu  erreichen, 
mit  der  Zeit  bis  + oo. 

b)  qx,  q,  haben  verschiedenes,  Ct,  Ct  gleiches  Vorzeichen,  qn  Ci}  Ct 
möge  positiv  sein;  dann  beginnt  <p  mit  t — — oo  von  -f-  oo,  nimmt 
bis  zu  einem  Minimum  ab  und  wächst  mit  t wieder  bis  + oc.  Die 
Curve  für  rp  besitzt  keinen  Wendepunkt. 

c)  ql9  qt  haben  gleiches,  Cn  Ct  verschiedenes  Vorzeichen,  qtJ  q2,  Cx 
möge  positiv  sein;  dann  beginnt  rp  für  t = — oo  mit  dem  Werthe 

— alb,  erreicht  ein  Maximum  oder  Minimum  und  nimmt  darnach 
im  ersten  Falle  bis  — oo  ab,  im  zweiten  bis  + oo  zu.  Die  Curve 
besitzt  einen  Wendepunkt. 

d)  qx,  qt  und  Cx,  C2  haben  untereinander  verschiedenes  Zeichen, 
7,  und  C,  seien  positiv;  dann  beginnt  rp  für  t = — oo  mit  ± oo  und 
nimmt,  ohne  ein  Maximum  oder  Minimum  zu  passiren,  bis  q=  oo  ab, 
resp.  zu.  Die  Curve  besitzt  einen  Wendepunkt. 

Die  Formeln  unter  II  zeigen,  dass  rp  den  Werth  — ajb  unendlich 
oft  annimmt  und  zwar  in  Zeiten,  die  um  die  Constante  T=  njp  von 
einander  abweichen ; die  Bewegung  ist  also  in  dieser  Hinsicht  periodisch. 
Aber  sie  ist  keine  schlichte  periodische,  denn  die  grössten  Abweichungen 
von  dem  Werthe  rp  = — ajb  nach  der  positiven  und  negativen  Seite 
sind  nicht  constant,  sondern  nehmen  je  nach  dem  Vorzeichen  von  e 
entweder  von  Unendlich  ab  bis  Null  oder  von  Null  zu  bis  Unendlich. 

Wir  betrachten  nunmehr  einige  physikalisch  wichtige  Probleme, 
die  auf  Gleichungen  der  Form  (60)  führen. 


1.  Theorie  der  Atwood’schen  Fallmaschine  unter  Rücksicht 
auf  das  Trägheitsmoment  der  Rolle,  das  Gewicht  des  Fadens 

und  die  Axenreibung. 

Sei  die  Masse  der  beiden  am  Faden  hängenden  Gewichte  je 
gleich  M,  diejenige  des  Uebergewichtes  m,  die  der  Längeneinheit  des 

13* 
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Fadens  gleich  ju  ; sei  ferner  die  Höhendifferenz  der  beiden  Fadenenden 
am  Anfang  der  Bewegung  gleich  — L,  der  Badius  der  Rolle  gleich  i?7 
so  ist,  nachdem  die  Rolle  sich  um  den  Winkel  ep  gedreht,  das  fallende 
Gewicht  also  den  Weg-  Rep  zurückgelegt  hat,  das  Drehungsmoment 
der  Schwerkraft: 

R(m  — ft  (L  - 2Rep))g\ 

davon  subtrahirt  sich  das  Moment  der  Axenreibung  o,  das  als  eine 
Constante  anzusehen  ist. 

Das  Trägheitsmoment  setzt  sich  zusammen  aus  dem  der  Rolle  M 
und  demjenigen  der  am  Faden  hängenden  Massen,  die  sich  ebenso 
verhalten  als  wären  sie  im  Abstand  R angebracht.  Wir  erhalten 
hiernach: 

d~<p  ^ 2 Ii  ?>))  g ()  ffil  ^ 

= ~ M + R*(2M  + m)  ? 1 

oder  kurz 

JF  = a + hcf’ 


R (m  — fi  L ) g — (j 

a ~ m T rr-(2M  +7»)  ’ 

gesetzt  ist. 

Vergleicht  man  dies  mit  den  allgemeinen  Formeln  (60)  und  (60'), 
so  erkennt  man,  dass  wegen  c — 0,  b > 0 der  Fall  I vorliegt  und  wir 
erhalten: 

7,  = + V&  , <h  = ~ f~b  , also 

y-e,«'vr+a«_'vr-y-  . (er) 

Sei  zur  Zeit  t = 0 sowohl  ep  als  dep/dt  gleich  Null,  so  resultirt: 


b = 


2 R '/i  g 

M -f-  R - (2  M + in) 


(61') 


o = o = c,  - a , 


also  Ct  = Ci  = (a/2 b)  und  daher 


<P 


a 

b 


i'O  + 


(61"') 


Dies  ist  der  strenge  Werth,  der  mit  R multiplicirt  den  zur 
Zeit  t zurückgelegten  Weg  Rep  — $ angiebt.  Man  sieht  zunächst 
keinerlei  Verwandtschaft  des  Resultates  mit  den  Galilei’schen  Fall- 
gesetzen, zu  deren  Demonstration  der  Atwood'sche  Apparat  gewöhnlich 
dient.  Indess  ist  t j !b , in  der  Hauptsache  gegeben  durch  den  Aus- 
druck t Ypg  I |/JW,  für  kleine  t,  wie  sie  bei  der  Anwendung  aus- 
schliesslich in  Betracht  kommen,  eine  gegen  Eins  kleine  Grösse; 
p 9 ist  die  Masse  der  Länge  981  cm  des  Fadens  durch  (1  sec.)*  dividirt. 
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und  wird  nur  einige  Centigramme  betragen,  während  M hundert 
Gramm  erreichen  kann.  Dann  würde  der  Factor  von  t eine  Zahl  in 
der  Höhe  einiger  Hundertel  sein,  dividirt  durch  eine  Secunde,  das 
Product  in  den  practisch  vorkommenden  Fällen  einige  Zehntel  betragen; 
man  kann  also  eine  Entwickelung  der  Exponentialgrüssen  vornehmen 
und  erhält: 


s 


RafbP  b*r  b2t • 

b \1.2  + 1.2.3.4+1.. . . 6 

+ «*  + *£ + ...). 

2 V 12  360  ^ ) 


(62) 


Dies  zeigt:  die  Abweichung  des  Gesetzes  für  den  Fallraum  s von 
der  Proportionalität  mit  i1  verschwindet,  wenn  die  Masse  des  Fadens 
so  gering  ist,  dass  bt*/ 12  neben  Eins  vernachlässigt  werden  kann. 
Man  erhält  dann,  wenn  man  auch  noch  nL  neben  m fortlässt: 


R'mg  - Hy  t i 

M +-  R-(2M  + m)  ' 2 


(62) 


also  eine  Bewegung,  deren  constante  Beschleunigung  durch  das  Träg- 
heitsmoment der  Rolle  und  durch  die  Axenreibung  verkleinert  wird. 


2.  Theorie  der  gedämpften  Schwingungen  bei  kleiner 

Amplitude. 

Schwingungen,  welche  in  Folge  einer  Widerstandskraft  allmählich 
zur  Ruhe  kommen,  werden  an  verschiedenen  physikalischen  Instru- 
menten der  Beobachtung  unterworfen,  theils  zur  Bestimmung  der  Kraft, 
welche  die  Schwingungen  hervorruft,  oder  derjenigen,  welche  sie 
dämpft,  theils  zur  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  des  schwingen- 
den Körpers. 

Damit  ein  um  eine  Axe  drehbarer  Körper  in  Schwingungen  ge- 
rathe,  muss  durch  seine  Ablenkung  aus  der  Ruhelage  ein  Moment 
entstehen,  welches  bestrebt  ist,  ihn  in  dieselbe  zurückzuführen.  Für 
hinreichend  kleine  Drehungswinkel  y wird  man  dasselbe  nach  Potenzen 
von  (f>  entwickeln  und  sich  auf  das  lineare  Glied  beschränken  können; 
man  hat  daher  für  dies  Moment  den  Werth  — D,<p. 

Die  dämpfende  Kraft  betrachten  wir  als  eine  Function  der  Winkel- 
geschwindigkeit d(p!dt  und  verfahren  wie  zuvor,  beschränken  uns  aut 
kleine  Geschwindigkeiten,  entwickeln  die  Function  daher  nach  Potenzen 
von  dfpfdt  und  brechen  mit  dem  zweiten  Glied  ab,  so  dass  wir  für 
das  Moment  der  Widerstände  den  Werth  haben  E0  — E,{d(pjdt).  Die 
Bewegungsgleichung  wird  hiernach: 

M J£  = (D.  + E.)  -D,<f  - E,  • (63) 
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D,  ist  der  bei  einer  Verbesserung  der  Ablenkung  cp  um  die 
Winkeleinheit,  E,  der  bei  einer  Vergrösserung  der  Geschwindigkeit 
dcpidt  um  die  Gesell windigkeitseinheit  eintretende  Zuwachs  der  beiden 
Momente,  die  beide  der  Bewegung  en tgegen wirken , wenn  Dl  und  E, 
positiv  sind. 

Das  constante  Glied  D„  stellt  das  Drehungsmoment  dar,  das  der 
Körper  erfährt,  wenn  cp  = 0 ist,  E0  das  Widerstandsmoment,  das  bei 
der  Geschwindigkeit  dcpjdt  = 0 wirkt  und  das,  wenn  es  bei  der  Bewegung 
dämpfend  wirken  soll,  stets  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  wie  dcpjdt 
haben  muss;  E0  würde  etwa  als  eine  gleitende  Reibung,  z.  B.  als 
Axenreibung  bei  der  Drehung  anzusehen  sein. 

Der  Winkel  ist  gegen  eine  beliebige  Anfangslage  des  Körpers 
gerechnet;  es  liegt  nahe,  zu  dieser  die  Ruhelage  des  Körpers  zu  wählen; 
da  dieselbe  durch 

d*<p  _ d<p  _ ~ 
dt 4 ” dt  ~ U 

definirt  ist,  so  ergiebt  sich  aus  (63) 

-D0  Ea  = D,  cp, 

für  den  Winkel  cp',  welcher  der  Ruhelage  des  Körpers  entspricht. 

Dabei  ist  aber  zu  bemerken,  dass,  weil  E0  eine  Widerstandskraft 
ist,  die  der  Bewegung  entgegen  wirkt,  die  obige  Formel  bei  positivem 
E0  nur  für  eine  Verschiebung  in  negativer  Richtung  gilt,  z.  B.  auch 
wenn  der  Körper,  von  grossem  Winkeln  cp  herkommend,  zur  Ruhe 
gelangt  ist.  Für  eine  positive  Verschiebung  ist  E \ mit  — E0  zu  ver- 
tauschen und  es  gilt  dann  für  das  Gleichgewicht,  das  durch  eine  Ver- 
schiebung von  kleinern  Werth  en  cp  her  erreicht  wird: 

D„  — E0  = D,  cp.'. 

Zwischen  diesen  beiden  äussersten  Werthen  cp,'  und  cp  ' liegen 
unendlich  viele  Gleichgewichtslagen,  in  denen  der  Widerstand  E0  nur 
unvollständig  in  Anspruch  genommen  wird;  in  der  mittlem  Lage,  die 
gegeben  ist  durch: 

D,  = D , cp’, 

wirkt  er  gar  nicht;  in  dieser  würde  also  der  Körper  ohne  Widerstand  E0 
ruhen. 

Es  ist  daher  angemessen,  die  so  gegebene  Lage  als  Anfangslage 
zu  wählen,  was  sich  dadurch  ausdrückt,  dass  in  der  Gleichung  (63) 
D0  mit  Null  zu  vertauschen  ist.  Sie  lautet  demgemäss: 

Mj~=+E.~I>.<p-E,± (63') 
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das  obere  oder  untere  Vorzeichen  gilt  für  Bewegungen  in  positiver 
oder  negativer  Richtung. 

Vergleichen  wir  dies  mit  dem  allgemeinen  Schema  (60),  so 
finden  wir: 


a = =F 


F 

M ’ 


b = 


A 

M ’ 


2c  — 


und  die  Formeln  (60')  und  (60")  zeigen,  dass  trotz  des  negativen 
Werthes  von  b mit  den  gemachten  Voraussetzungen  periodische  und 
nicht  periodische  Bewegungen  vereinbar  sind;  wir  haben  beide  Fälle 
gesondert  zu  discutiren. 

I.  Ist  b + c*  = (£’1*/4Mi  — A/M)  > 0,  also  die  dämpfende  Kraft 
beträchtlich,  so  gilt: 

<p  = + ae^1  - F 

r (64> 

= <r"  (C,e+f‘  + C,e-p‘)  T 

falls  kurz 


E, 

2M  r’ 


gesetzt  wird.  Das  obere  Vorzeichen  gilt  für  eine  Bewegung  in  posi- 
tiver, das  untere  für  eine  solche  in  negativer  Richtung. 

Ist  für  t = 0:  (p  — — E0j  D„  der  Körper  also  an  der  negativen 
Grenze  seines  Ruhebereichs,  und  wird  ihm  durch  einen  Stoss  eine  positive 
Anfangsgeschwindigkeit  xft  = (< dcpfdt )<=0  mitgetheilt,  so  bestimmen  sich 
die  Constanten  G,,  Ct  aus  den  beiden  Gleichungen: 

0 = Ct  + Ct, 

U>  = {p  — r)  Ct  — ( p + r)  Ct , 


und  es  wird,  so  lange  die  Bewegung  in  positivem  Sinne  andauert: 


<r 


*1  Tt  (rpt  r~pt\  - 

2 p ' ' />, 


(64') 


Dies  zeigt,  dass  die  Ablenkung  cp,  ein  Maximum  0 erreicht  zur  Zeit  r, 
die  gegeben  ist  durch  die  Beziehung: 


— tpi (r  — p ) # 


e = 


dasselbe  hat  die  Grösse: 

0 — y 


( r+p )’ 
(r-p)(r~  E0 


(r+p)(r+M*P  A 
Hier  kehrt  die  Bewegung  um  und  es  gilt  daher  fortan 


cp  = 


— rt 


(c,f+i"+  c,rr')  + 


—pt\ 


A. 
A ’ 


(64") 
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fftr  die  Rechnung  ist  es  am  bequemsten  die  Zeit  in  dieser  zweiten 
Periode  wieder  von  Null  an  zu  zählen.  Die  Constanten  sind  dann 
aus  den  Bedingungen  zu  bestimmen,  dass  für  t — 0: 


sein  muss. 

Man  erhält  so  für  die  zweite  Periode: 


<f  = ( ' 0 - f ) (tP  + *•)  o”'  + (P  - r)  °~PI)  + f . (64"') 

eine  Pormel,  welche  zeigt,  dass  der  Körper  nach  unendlich  langer  Zeit 
in  der  Position 

. K 
(fa>  + 

zur  Ruhe  kommt. 

Fehlt  die  constante  Widerstandskraft  oder  Axenreibung  J57p,  so  gilt 
die  Gleichung  (64')  in  der  Form 


9 = 


— rt  ( p t 


(ept-  e~pl) 


2p 


(65) 


für  die  ganze  Dauer  der  Bewegung,  die  zur  Zeit  t — 0 mit  der  Ge- 
schwindigkeit \p  in  der  Lage  (f  — 0 beginnt  und  nach  unendlicher 
Zeit  ebenda  endet. 

Die  grösste  erreichte  Ausweichung  ist: 


<l>  = 


(r  - pf-M'V 
(r  + pfr+dl'P9 


(65') 


ihre  Beobachtung  kann  bei  bekanntem  r und  p dazu  dienen,  die 
Anfangsgeschwindigkeit  ip  und  dadurch  nach  p.  187  das  Moment  des 
Impulses  zu  bestimmen,  der  dieselbe  zu  erzeugen  vermag;  indessen 
sind  hierzu  die  weiter  unten  zu  besprechenden  periodischen 
Schwingungen  mehr  geeignet. 

Fehlt  endlich  auch  das  Drehungsmoment  Dt  und  ist  der  Körper 
mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  ip  in  der  Ruhelage  cp  = 0 nur  der 
Widerstandskraft  E,  dcf/dt  überlassen,  so  gilt: 


(65") 


die  Bewegung  dauert  unendlich  lange  in  positiver  Richtung  an  bis 
zu  der  Endamplitude 
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II.  Ist  b + c*=  (l!/,*/!  M5  — A/M)  < 0,  also  die  dämpfende  Kraft 
geringer,  so  gilt,  wenn  wir  zunächst  von  der  Axenreibung  absehen, 
also  E0  = 0 setzen : 

(p  = e~rt  [A  dmpt  + Bsin pt),  (66) 

worin 

Ex  _ /Ä  A7 

2M  = r’ 

abgekürzt  ist. 

Ist  für  ^ = 0 der  Körper  in  der  Ruhelage,  also  (p  = 0,  und  wird 
ihm  durch  einen  Stoss  die  Anfangsgeschwindigkeit  \p  = {d(pjdt)t= 0 
mitgetheilt,  so  bestimmen  sich  die  Constanten  Ä und  B : 

A = 0,  Bp  = ip, 

so  dass  wird: 


sinp^. 


(66') 


Durchgänge  durch  die  Ruhelage  finden  zu  den  Zeiten  t — hnjp 
statt,  sodass  die  Dauer  einer  einfachen  Schwingung  ist: 


2;rM 

V4 AM 


(66") 


Ist  die  Dämpfung  sehr  gering,  so  erkennt  man,  dass  sie  nur  mit 
einem  Glied  zweiter  Ordnung  auf  die  Schwingungsdauer  einwirkt,  die 
sich  dem  Grenz werth  nähert: 


Diese  Formel  wird  bei  beobachetem  7T0,  je  nach  Umständen,  bald 
zur  Bestimmung  von  M,  bald  von  D,  benutzt. 

Wird  z.  B.  das  Drehungsmoment  I),  durch  die  Drillung  eines 
elastischen  Drahtes  geliefert,  der  an  seinem  obern  Ende  befestigt  ist 
und  an  seinem  untern  einen  Körper  (etwa  eine  Kreisscheibe  aus  Metall) 
von  so  einfacher  Form  trägt,  dass  sein  Trägheitsmoment  aus  seinen 
Dimensionen  und  seiner  Masse  leicht  und  genau  zu  berechnen  ist,  so 
kann  man  durch  die  Messung  von  Torsionsschwingungen  das  Drehungs- 
moment A des  Drahtes  bestimmen,  welches  der  Ablenkung  (p  = 1 
entspricht.  Hierbei  ist  besonders  günstig,  dass  in  diesem  Falle  die 
Proportionalität  des  Momentes  mit  dem  Ablenkungswinkel  noch  für 
sehr  beträchtliche  Amplituden  mit  grosser  Genauigkeit  gilt. 

Ist  so  A für  einen  gegebenen  Draht  gefunden,  so  kann  man  ihn 
dann  zur  empirischen  Bestimmung  von  Trägheitsmomenten  benutzen, 
die  der  Berechnung  grössere  Schwierigkeiten  bieten.  Man  wird  bei- 
spielsweise an  dem  Draht  zunächst  einen  Apparat  zur  Befestigung  von 
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andern  Körpern,  z.  B.  von  Stäben,  anbringen  und  dessen  Trägheits- 
moment M°  durch  Schwingungsbeobachtungen  feststellen,  etwa  finden: 


darauf  wird  man  den  eigentlich  zu  untersuchenden  Körper  vom  Träg- 
heitsmoment M'  hinzufügen  und  etwa  erhalten: 


—ia* 


Dann  ist: 


M' 


m'  = (T'-~  r*)  j- 

7T' 


Aehnlich  wie  einen  gedrillten  Draht  kann  man  zur  Bestimmung 
von  Trägheitsmomenten  die  im  vorigen  Abschnitt  beschriebene  bifilare 
Aufhängung  anwenden,  deren  Drehungsmoment  bei  kleinen  Amplituden 
ebenfalls  mit  <p  proportional  ist. 


Hier  ist  dann: 


n Mg  0 U 
1 1 ~ 4 1 ’ 


worin  Mg  das  Gewicht  des  aufgehängten  Apparates,  / die  Länge  der 
Läden,  0 und  U ihre  Abstände  oben  und  unten  bezeichnen. 

Dabei  ist,  wie  schon  im  vorigen  Abschnitt  bemerkt,  wenn  die 
Fäden  nicht  sehr  dünn  gegen  ihren  Abstand  sind,  eine  gewisse  Un- 
sicherheit darüber  vorhanden,  welche  Entfernungen  für  0 und  U zu 
wählen  sind. 

Diese  Schwierigkeit  lässt  sich  nach  einem  Vorschlag  von  Gauss 
folgendermassen  umgehen. 

Man  legt  einen  Stab  so  in  den  Apparat,  dass  sein  Schwerpunkt 
sehr  nahe  in  die  Drehaxe  fällt,  was  sich  durch  gewisse  einfache  Kunst- 
griffe leicht  erreichen  lässt.  Beiderseits  sind  in  gleichen  Abständen 
L't  L" . . . vom  Schwerpunkt  und  somit  von  der  Drehungsaxe  feine 
Marken  angebracht,  welche  gestatten,  gegebene  gleiche  Massen  m,  z.  B. 
cylindrische  Metallstücken,  so  aufzuhängen,  dass  ihre  Schwerpunkte  um 
eben  diese  Längen  L',  L" ...  von  der  Drehungsaxe  abstehen. 

Möge  der  Apparat  mit  dem  eingelegten  Stab  die  Schwingungs- 
dauer T°  haben,  also  gelten: 


hingegen,  wenn  die  Massen  m in  den  Entfernungen  L%  L" ...  ange- 
bracht sind,  resp.  die  Schwingungsdauern  T',  T" ...  haben,  sodass  ist: 


r i/4/(M^+  2w(x2  + //i)) 

~7T\  gOU(M+2m ) 1 

r>  _ , / 4 1 (M°  + 2 w (V  + L"  -)) 

71 V gOU(M+2m ) ’ 


u.  s.  f. 


Digltized  by  Google 


§ 21.  Drehung  eines  starren  Körpers  um  eine  feste  Axe  etc. 


203 


hierin  bezeichnet  mx * das  Trägheitsmoment  eines  der  angebrachten 
Gewichte  m um  eine  verticale  Axe  durch  seinen  Schwerpunkt. 

Daraus  folgt: 

gOU  _ L"*) 

41  - (T'  : — T"-)  (M  + 2 m ) ? 

und  hierdurch  ist  also  das  ganze  in  Dt  auftretende  Aggregat  gOU/41 
mit  einem  Male  bestimmt;  setzt  man  seinen  Werth  in  die  Formel  für 
T°  ein,  so  folgt  auch  M#  und  damit  ist  Alles  bekannt,  was  man  nöthig 
hat,  um  die  bifilare  Aufhängung  zur  Bestimmung  von  Trägheits- 
momenten zu  verwenden.  — 

Nachdem  wir  so  die  practische  Anwendung  des  Gesetzes  der 
Schwingungsdauer  erörtert  haben,  wollen  wir  uns  zur  Betrachtung  des 
Gesetzes  der  Schwingungsamplituden  wenden.  Es  war  nach  (66'): 


V — rt  • . 

(f  = je  sm  pt, 


dabei 


r = 


F 

1-t  l 

2M  ’ 


A Er 


P y M 4M-’ 


Maxima  oder  Minima  von  cp  finden  statt  zu  Zeiten  r,  die  gegeben 
sind  durch  die  Gleichung: 


et gpr  = j 


(67) 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  folgen  einem  einfachen  Gesetz;  ist 
die  erste,  positive  gleich  r,„  so  sind  die  folgenden  gegeben  durch: 

Tk  = r0+  ^ = t0  -f  hT, 

wo  h eine  ganze  Zahl  ist;  demgemäss  bestimmt  sich  das  Ate  Maximum 
oder  Minimum  von  cp  durch: 

(- 1)*  <Pfc  = ±e~r(*  + /4T)sin  r0, 


wobei  nun  alle  </>„  positiv  sind;  es  gilt  also: 


'/» 


h + 1 —rT 
, — C • 


(67') 


(67") 


Die  Schwingungsamplituden  0,t  bilden  also  in  ihren  absoluten 
Werthen  eine  geometrische  Reihe;  das  gleiche  gilt  von  dem  directer 
ablesbaren  Intervall  *Ph  zwischen  einander  folgenden  Umkehrpunkten, 
definirt  durch: 

(l}h  4*  + 1 = + 1 + % + 2 — + 1 U.  S.  f. 

Es  lässt  sich  demnach  leicht  der  Werth  des  Exponenten: 

rn  __  n r __  TEt 

p 2M 
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durch  die  Beobachtung  bestimmen  und  bei  direct  beobachtetem  T und 
berechnetem  M die  Grösse  der  dämpfenden  Kraft  Ex  ableiten.  — 

Die  erste  Amplitude  nach  Ertheilung  der  Geschwindigkeit  y>  kann 
zur  Bestimmung  dieser  Grösse  und  dadurch  zur  Bestimmung  des 
Impulses  dienen,  welcher  die  Schwingungen  hervorgerufen  hat;  der- 
gleichen Messungen  werden  im  Gebiete  der  electrischen  Induction 
häufig  angestellt. 

Die  Zeit  r des  ersten  Maximums  für  cp  ist  die  erste  positive  Wurzel 
der  Gleichung: 

ct gpr  = ~ ; 

da  man  durch  die  Beobachtung  der  folgenden  Amplituden,  wie  oben 
gezeigt,  den  Werth  r/p  leicht  erhalten  kann  und  njp  = T die  Dauer 
einer  einfachen  Schwingung  giebt,  so  ist  in  der  Gleichung 


p<I>te  + rZi 
sin  p Tj 


(68) 


alles  auf  der  rechten  Seite  Yorkommende  bekannt. 

Ist  rjp  klein  neben  Eins,  so  ist  pr , nur  wenig  von  jt/2  verschieden 
und  man  kann  die  Gleichung  (67)  zu  leichterer  Berechnung  von  r,  in 
eine  Reihe  entwickeln. 

Wenn  auf  die  besprochene  Weise  ip  gefunden  ist,  so  folgt  daraus 
die  Grösse  des  angewandten  Impulsmomentes  {N)  nach  Gleichung  (56'): 


{N)  = yM.  — 

Wirkt  ausser  der  mit  der  Geschwindigkeit  proportionalen  auch 
noch  eine  constante  Widerstandskraft,  so  gilt  nach  (60")  an  Stelle 
von  (66): 

(p  = e~rt  (A  zospt  -f-  B sin  pt)  =F  jp , (69) 

wo  das  obere  Vorzeichen  für  Bewegungen  in  positiver,  das  untere  für 
solche  in  negativer  Richtung  zu  benutzen  ist;  es  gilt  also  dieselbe 
Formel  immer  nur  für  die  Dauer  einer  einfachen  Schwingung  und 
es  müssen  die  Constanten  Ä und  B für  eine  jede  dieser  Perioden  neu 
bestimmt  werden. 

Seien  die  einfachen  Schwingungen  durch  Ordnungszahlen  bestimmt 
und  mögen  die  in  positiver  Richtung  stattfindenden  die  geradzahligen 
sein.  Betrachten  wir  dann  den  Anfang  der  (h  + l)ten  einfachen 
Schwingung,  der  zur  Zeit  r>,  stattfinden  möge;  die  Anfangsamplitude 
sei  (-  1)*  <*>„,  also,  da  <l>h  positiv  ist,  negativ  bei  positiver  Bewegungs- 
richtung; die  Geschwindigkeit  ist  zur  selben  Zeit  rh  gleich  Null. 
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Demgemäss  muss  gelten: 

(-  = e~ri»  (Ah  + ! cospr,,  + Bh  + l sin prH),  (69') 

0 = — Ah  + x (r  cos  p TU  + p sin  p T,,)  +B/,  + i {p  cos  pT„  — r sin  p t„). 

Für  das  Ende  dieser  Periode  gilt: 

(-  1)‘  + 1(  H>„  + -^)  = e~r'h  + l(A,,  + ! cos.pT),  + 1 + Bn  + x sin + ,),  (69") 
0 = — Ah  + 1 (rcosp  Th  + 1 + psinp Th  + i)  + Bh  + 1 {paosp Th  + l- rsin pTh  + 1). 


Die  Betrachtung  dieser  Formeln  genügt,  um  den  Einfluss  einer 
constanten  Reibung  auf  die  Gesetze  der  Oscillation  zu  erkennen. 

Die  beiden  zweiten  Gleichungen  zeigen,  dass  tu  und  r/4  + i der- 
selben Relation: 


tg;;r 


Ar  — Bp 
Ap  4-  Br 


(70) 


genügen,  es  muss  also,  da  zwischen  diesen  beiden  kein  anderer  Werth 
die  Gleichung  erfüllt, 

P (n  + 1 — Tu)  = n 


sein;  die  Differenz  tä  + 1 — tu—  T—  n/p  ist  also  die  coustante 
Dauer  einer  einfachen  Schwingung  und  unabhängig  von  der 
constanten  Widerstandskraft.  Es  gilt  daher  für  die  Dauer  einer 
einfachen  Schwingung  die  Formel  (66"): 


T = 


n 


Die  beiden  ersten  Gleichungen  (69')  und  (69")  lassen  sich  in 
Rücksicht  darauf,  dass  ptn+i  = pth  -f  n ist,  in  der  Form  schreiben: 


<1>U 


<lh  + 1 + f = K„e-'’lp 


(70') 


und  daraus  erkennt  man,  dass  jetzt  die  Amplituden  selbst  keine 
geometrische  Reihe  mehr  bilden,  sondern: 


- 


</>/,  + 1 + 


K 

A 

K 

A 


e + r”/p 


(70") 


ein  constantes  Verhältnis  giebt. 

Stellt  man  zu  den  letzten  Formeln  die  für  die  folgende  (/*-f-2)te 
einfache  Schwingung  geltende,  so  hat  man: 


(l>u  + i — = Kh  + 1 , 


+ 2 -b  -ß"  — Kn  + 1 e p , 
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und  erhält  daraus: 


0/.  “2^/i  + i+0),  + 2=(Äj-  ÄA  + 1)(1  ~ g ” J>)  y 

2jf-  = K>e-'"lf-  Khtl. 


und : 


(71) 


Sind  die  Widerstandskräfte  gering,  sodass  man  in  Bezug  auf 
rnjp  und  E0/Dl  quadratische  Glieder  vernachlässigen  kann,  so  schreibt 
sich  dies: 


— 2 0/,  + I -f-  0A  + 2 = ( kh  — AA  + t) 

/v»V+2#=  *4~  *4  + 1. 
V Lß\ 


r n 
~p  ’ 


(71') 


Da  aber  die  zweite  Gleichung  (A'?1—  Ä'A  + i)  als  eine  Grösse  erster 
Ordnung  ergiebt,  so  ist  die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  zweiter 
Ordnung  und  daher  zu  setzen: 

0a  — 2 0/,  + 1 + 0/i  + 2=0  oder  0*  + 0;,  + 2=2  0*  + 1.  (71") 

Hieraus  lässt  sich  eine  Regel  ableiten,  um  für  Körper,  die  unter 
Widerstandskräften  schwingen,  die  Ruhelage  zu  bestimmen,  welche  sie 
ohne  diese  Widerstünde  einnehmen  würden,  und  die  direct  nur  sehr 
mühsam  zu  beobachten  sein  würde. 

Man  beobachte  auf  einer  Scala  mit  beliebigem  Null- 

punkt drei  auf  einander  folgende  Umkehrpunkte  des  schwin- 
genden Körpers,  die  auf  die  Zahlen  sh , sA  + 1,  sA  + 2 fallen 

mögen;  dann  ist 

8u  + 2*Ä  + 1 + sh  + 2 
4 = 

der  der  gesuchten  Ruhelage  entsprechende  Punkt  der  Scala. 

In  der  That:  sh  — sa,  su— $ A + 1,  sh  + 2—s0  sind  proportional  mit 
den  drei  auf  einander  folgenden  Amplituden  <t>h,  </■>,,+  lt  0A  + 2;  führt 
man  dies  aber  ein,  so  verwandelt  sich  die  letzte  Gleichung  in: 

0A-  2 0a  + 1+  0A+2  = 0. 

Diese  Gauss’sche  Regel  kommt  stets  bei  der  Benutzung  der 

Waagen  in  Anwendung,  um  aus  deren  Schwingungen  schnell  und 
sicher  die  Ruhelage  zu  bestimmen. 

Man  kann  sie  leicht  für  den  Fall  grösserer  Widerstünde  erweitern, 
indem  man  bei  der  Entwickelung  der  Exponentialgrössen  noch  die 
nächsten  Glieder  beibehält.  Es  gilt  z.  B.  unter  Berücksichtigung  der 
Glieder  zweiter  Ordnung: 

0A-  40a  + 1+  60A  + 2-  40a  + 8+  0A  + 4 = o. 
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§ 22.  Theorie  der  Anwendung  des  Pendels  zur  Bestimmung  der 
Beschleunigung  durch  die  Schwerkraft. 

Für  die  Dauer  T der  einfachen  Schwingung  eines  schweren 
Massenpunktes  auf  einer  vertical  stehenden  Kreisbahn  vom  Radius  l 
oder  eines  sogenannten  einfachen  Pendels  von  der  Länge  / hatten  wir 
schon  im  ersten  Theil,  § 9,  das  Gesetz  gefunden 


welches  für  unendlich  kleine  Amplituden  gilt.  Dasselbe  zeigt,  wie 
durch  eine  Beobachtung  von  T und  l die  Beschleunigung  g durch  die 
Schwere  sich  einfachst  bestimmen  lassen  würde.  Indess  ist  die  bei 
der  vorstehenden  Formel  vorausgesetzte  Anordnung  bei  dem  Experiment 
nach  vielen  Seiten  hin  nur  angenähert  zu  erreichen,  und  wir  wollen 
daher  jetzt  ausführlich  die  störenden  Umstände  erörtern,  welche  bei  der 
Bestimmung  der  überaus  wichtigen  Grösse  g in  Betracht  kommen, 
und  die  Methoden,  die  man  anwendet,  um  ihren  Einfluss  auf  die 
Beobachtung  theoretisch  zu  erkennen  und  practisch  zu  eliminiren. 

Die  Pendel,  welche  zur  Bestimmung  von  g wirklich  angewandt 
werden,  und  die  man  im  Gegensatz  zu  den  oben  erwähnten  idealen 

oder  „einfachen“  wohl  „zusammengesetzte“  nennt,  . 

sind  starre  Körper,  die  um  eine  horizontale  Axe  Ä \ 
unter  der  Wirkung  der  Schwerkraft  drehbar  sind.  / \ \ 

Ihre  Masse  sei  mit  3/,  ihr  Trägheitsmoment  um  die  \ \ 

Axe  A mit  M bezeichnet.  Die  drehend  wirkende  l s I 

Kraft  ist  die  Schwere,  deren  Resultante  Mg  im  J 

Schwerpunkt  s des  Körpers  angreift.  Das  Pendel  ^ / 

ist  in  stabiler  Ruhe,  wenn  sich  der  Schwerpunkt  S 
normal  unter  A befindet,  eine  Ablenkung  um  den  ; 

Winkel  ff  giebt  ein  zurückdrehendes  Moment: 


falls  s den  Abstand  des  Schwerpunktes  von  der  Axe  bezeichnet. 
Wir  erhalten  demgemäss  die  Bewegungsgleichung 


welche  nach  Multiplication  mit  dffjdt  und  einmaliger  Integration 
ergiebt: 


(72) 
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Ist  für  t — 0 das  Pendel  in  seiner  grössten  Elongation  0 nach 
der  positiven  Seite  und  also  [dcp  I dt)t=o=  Q,  so  wird: 


also 


2Mgs  {coscp  — cos  0), 


d <p 

- - ■ — » 

\ 2(cos<p  — cos  4*) 


(72') 

(72") 


wo  das  negative  Zeichen  für  die  Dauer  der  ersten  einfachen  Schwingung 
gilt.  Setzt  man  hierin 

sin*  -J-  = sin*  sin*  y> , also 

M fa 


so  erhält  man: 


ip 

2 sin  — cos  v d 

u 


(72"') 


die  Ablenkung  des  Pendels  zu  beliebiger  Zeit  wird  also  durch  ein 
elliptisches  Integral  erster  Art  gegeben.  Für  die  Praxis  ist  es  bequem, 
da  die  Amplitude  0 immer  nur  einige  Grade  beträgt,  den  Nenner  zu 
entwickeln  und  zu  schreiben: 


n/t 

. _ / m c . [ . , i i . 3 . 4 '/»  . 4 

‘ = ]/  AtgeJ  dV  l1  + T Sm'  T + O Sln  T Bn>  + •••]• 

V' 

Die  Dauer  einer  einfachen  Schwingung  erhalten  wir  hieraus,  wenn 
wir  die  untere  Grenze  y>  = — w/2  wählen,  denn  dies  entspricht  der 
Zeit,  die  verfliesst,  bis  die  Amplitude  zum  ersten  Mal  den  Werth  — 0 
erreicht.  Demgemäss  findet  sich  unter  Rücksicht  auf  die  Beziehung 


das  Resultat: 


-f-  nt 


. 5 . ..(2  n - 1) 

: L ji 

2.4...  2n 


•nt 


. 4 <p  , 
Sln  T + 


(73) 


Lassen  wir  den  Körper  zu  einem  einzigen  schweren  Punkt  M im 
Abstand  l von  der  Axe  werden,  so  ist  für  diesen  M = Ml*  und  s — 
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es  wird  also  der  Factor  M jMs  zu  /,  während  alles  übrige  bestehen 
bleibt.  Wir  erhalten  daher  den  Satz: 


Ein  zusammengesetztes  Pendel  besitzt  dieselbe  Schwin- 
gungsdauer T„r  wie  ein  einfaches  von  der  Länge  l,  wenn  die 
Beziehung  besteht: 


M 

Ms 


l. 


(74) 


Drückt  man  das  Trägheitsmoment  M durch  den  Trägheitsradius  x 
um  eine  zur  gegebenen  parallele  Axe  durch  den  Schwerpunkt  und 
durch  dessen  Abstand  $ aus,  gemäss  (39').  so  erhält  man  auch: 


X-  4-  a* 
s 


= l. 


(74') 


Die  Betrachtung  des  in  der  Klammer  von  (73)  stehenden  Werthes 
zeigt  ferner: 

Die  Schwingungsdauer  eines  Pendels  wächst  mit  seiner 
Schwingungsweite. 

Dies  Wachsthum  ist  nur  gering  und  beträgt  bei  einer  Zahl 
von  n Graden,  die  so  klein  ist,  dass  das  dritte  Glied  zu  ignoriren 
ist,  den  0,000  018  .w* teil  Theil  des  Ganzen.  Bezeichnet  man  den 
Klammerausdruck  mit  1 + a,  so  giebt  die  Formel  (73),  nach  g auf- 
gelöst, den  Werth: 

? = <74"> 

7#/(l  + <?)  ist  dabei  die  einer  unendlich  kleinen  Amplitude  ent- 
sprechende Schwingungsdauer , die  wir  weiterhin  kurz  T nennen 
wollen. 

Für  die  Bestimmung  von  g durch  die  Beobachtung  sind  also  die 
fünf  Grössen  M,  M,  s,  T * und  g zu  bestimmen. 

Die  geringste  Schwierigkeit  bietet  AI  und  g dar;  die  Masse  des 
Pendels  wird  durch  Wägung  bestimmt,  die  Amplituden  </>  werden  am 
Pendel  direct  abgelesen,  und  für  nicht  zu  grosse  Zeitintervalle  ist  ihre 
Veränderlichkeit  in  Folge  der  Widerstände  dadurch  genügend  zu  be- 
rücksichtigen, dass  man  mit  dem  arithmetischen  Mittel  </>„,  = (<£a-(-  </>6)/2 
der  Anfangs-  und  Endamplitude  rechnet. 

Die  Schwingungsdauer  wird  dadurch  bestimmt,  dass  man  die 
Zeit  r beobachtet,  während  welcher  eine  nicht  zu  kleine  Anzahl  n von 
Schwingungen  stattfindet.  Es  lässt  sich  durch  eine  strenge  Analyse 
zeigen,  dass  dann  rjn  sehr  nahe  die  Grösse  derjenigen  Schwingungs- 
dauer ist,  welche  der  mittleren  Amplitude  0m  in  dieser  Zeit  entspricht. 

Für  diese  Beobachtung  hat  man  zwei  Methoden,  welche  beide 
eine  ungefähre  Kenntniss  des  Werthes  von  T,  die  man  durch  directe 
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Zählung  einer  Anzahl  von  Schwingungen  und  Ablesung  der  ihnen  ent- 
sprechenden Anzahl  von  Secunden  leicht  erhalten  kann,  voraussetzen. 

Bei  der  ersten  „gewöhnlichen“  Methode  beobachtet  man  mit 
einem  auf  die  Ruhelage  des  Pendels  eingestellten  Fernrohre  die  Zeit- 
punkte t0,  t,y  t?,  . . . beliebiger  Durchgänge  des  Pendels  durch  die 
Buhelage,  sowie  die  ihnen  direct  vorhergehenden  oder  folgenden 
Elongationen  </>„,  </>,,  <JX,...,  bestimmt  dann  mit  Hülfe  des  vorläufigen 
Werthes  von  T die  Anzahl  n,,  «„,  . . . der  zwischen  je  zwei  sich 
folgenden  Ablesungen  liegenden  Schwingungsdauern  und  erhält  dadurch 
folgende  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  T , d.  h.  der  einer  unend- 
lich kleinen  Amplitude  entsprechenden  Schwingungsdauer: 

/0  = a 

/,  = a + T {n,  + n,  <7,) 

U = a + T (»,  + n9  -f  «,<7,  + n2  a,)  (75) 

/,  = (i  + T («,  nt  + n3  + n.G,  + n2  er,  -f  n3(73) 

Die  sehr  kleinen  in  n multiplicirten  Glieder  kann  man  hierin 
unter  Benutzung  eines  angenäherten  Werthes  für  T passend  auf  die 
linke  Seite  bringen  als  Correctionen  an  den  direct  beobachteten  Zeit- 
punkten th. 

Für  ein  Gleichungss3rstem,  welches,  wie  dieses,  mehr  Gleichungen 
als  Unbekannte  (a  und  T)  enthält,  ergiebt  die  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung die  folgende  Regel  zur  Bestimmung  der  Unbekannten:  Man 
multiplicirt  jede  Gleichung  mit  dem  in  ihr  auftretenden  Factor  der 
ersten  Unbekannten  und  addirt.  alle  so  erhaltenen,  verfährt  ebenso 
mit  dem  Factor  der  zweiten,  dritten  . . . «teil  Unbekannten  und 
gewinnt  auf  diese  Weise  n Gleichungen,  deren  Auflösung  die  wahr- 
scheinlichsten Werthe  der  n Unbekannten  liefert.  (Methode  der  kleinsten 
Fehlerquadrate.) 

Die  andere  Beobachtungsmethode,  auch  „Methode  der  Coinci- 
denzen“  genannt  und  von  Mairan  erfunden,  von  Borda  vervoll- 
kommnet, setzt  voraus,  dass  die  Schwingungsdauer  des  Pendels  sehr  nahe 
in  einem  durch  kleine  ganze  Zahlen  gegebenem  Verhältniss  zu  der 
Schwingungsdauer  eines  (controlirten)  Uhrpendels  steht,  und  bestimmt 
die  Zeitpunkte  des  gleichzeitigen  gleichsinnigen  Durchganges  beider 
Pendel  durch  ihre  Ruhelage,  die  sogenannte  Coincidenz. 

Fänden  v Schwingungen  des  Experimentirpendels  in  genau  der- 
selben Zeit  statt,  wie  fx  des  Uhrpendels,  d.  h.  wäre  vTCj=  fxT,  so 
müsste,  wenn  beide  zur  Zeit  t = 0 eine  Coincidenz  besitzen,  nach  je 
in  Secunden  abermals  eine  solche  eintreten;  ist  dies  Verhältniss  aber 
nicht  genau  erfüllt,  sondern 

(v  + $)  T*  = ix  T , 
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wo  ö neben  //  sehr  klein  und  mit  positivem  oder  negativem  Zeichen 
zu  nehmen  ist,  jenachdem  das  Uhr-  oder  das  Experimentirpendel 
voreilt,  so  werden  zunächst  die  nach  je  ^ Secunden  zu  erwartenden 
Coincidenzen  immer  unvollkommner  werden,  bis  nach  hfx  Secunden 
einmal  ein  nahezu  gleichzeitiger  Durchgang  beider  Pendel  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  stattfindet,  d.  h.  hS  nahe  = 1,  also 

(hv  q=  1)  r*(=)hfi  r 

ist,  wobei  das  Zeichen  ( = ) die  Gleichheit  innerhalb  der  Grenze  der 
Beobachtungsfehler  andeuten  mag. 

Weiter  werden  die  beiden  Pendel  beim  Durchgang  nach  je  ^ Se- 
cunden sich  einander  mehr  und  mehr  nähern,  und  nach  2 h/i  Secunden 
wird  ein  nahe  gleichzeitiger  Durchgang  in  gleicher  Richtung  wieder 
stattfinden.  Dann  ist: 


2 (//*'+  l)7’,(  = )2Vr(  = )0, 

die  Dauer  einer  Coincidenz. 

Die  Coincidenzen  sind  niemals  vollständige,  und  darum  wird  man, 
wenn  man  aus  der  Messung  der  Dauer  einer  grossem  Zahl  von 
Intervallen  das  li  berechnet,  für  dasselbe  im  Allgemeinen  keine  ganze 
Zahl  finden.  Unter  Voraussetzung  nicht  ganzzahliger  Werthe  h wird 
dann  die  Gleichung 

2(hv  + 1)7*  = 2hfi  T'  = 0*  (76) 

auch  streng  richtig;  man  kann  also  die  Beziehung 


benutzen,  um  die  Schwingungsdauer  des  Experimentirpendels  durch 
diejenige  des  Uhrpendels  auszudrücken. 

Sind  die  Amplituden  des  ersteren  nicht  unendlich  klein,  so  ist  T# 
während  der  Beobachtung  auch  nicht  constant;  es  muss  dann  eine 
Reduction  auf  unendlich  kleine  Amplituden  vorgenommen  werden. 

Die  Schwingungsdauer  T bei  unendlich  kleiner  Amplitude  steht 
mit  der  bei  endlicher  nach  dem  Obigen  in  dem  Zusammenhang: 

T*=  T(  1 + <7), 

worin  a , eine  Function  der  Grösse  der  Amplitude,  in  der  Regel  so 
klein  ist,  dass  man  ihr  Quadrat  neben  Eins  vernachlässigen  kann. 

Bei  unendlich  kleiner  Amplitude  würden  die  Coincidenzen  in 
Zeitintervallen: 

2 {h°v  + 1)  T = 2ti  u T’  = 6 (76') 

stattfinden. 

14* 
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Vergleicht  man  dies  mit  der  Formel  (76) 

2 {hv  =F  1)  T{  1 + ff)  = 2hfi  T = 0*, 

so  erhält  man  nach  einfachen  Reductionen  die  Beziehung 

h = ä°  + (7h  [hv  + 1),  (76") 

wo  im  zweiten  Glied  auf  der  rechten  Seite  h beliebig  mit  h°  zu  ver- 
tauschen ist.. 

Setzt  man  diesen  Werth  in  den  Ausdruck  für  0#  ein,  so  erhält 
man,  indem  man  sich  auf  die  linearen  Glieder  in  Bezug  auf  <r 
beschränkt: 

0(1  =F  ff(A*=F  1))  =0«, 

oder  abgekürzt  (76'") 

0*=0(1  =F  ff'). 

Beobachtet  man  nun  Coincidenzen  zu  den  Zeiten  /0,  tlf  L . ..,  und 
liegen  zwischen  denselben  resp.  Ä*l?  fr.,  . . . Intervalle  T,  so  gelten  fol- 
gende Gleichungen: 

t0  = 6 

+ 0 (6,  + fr,  ff/) 

<•>  =6  + 0 (frj  + fr*  + fr,ffj  + frjfft ) (77) 

<j  = 6 + 0(ä*,  + fr.  + fr,  + fr,  *7,  + fr.  ff.  + fr,  ff , ) 


Hierin  sind  die  a mit  den  mittleren  Amplituden  in  dem  be- 
treffenden Intervall  zu  berechnen  und  die  in  sie  multiplicirten  Glieder 
unter  Benutzung  eines  vorläufigen  angenäherten  Werthes  von  T vor- 
theilhaft  auf  die  linke  Seite  zu  bringen. 

Die  Berechnung  von  0 geschieht  dann  nach  der  oben  besprochenen 
Methode;  aus  seinem  Werth  findet  sich  nach  (76') 


und  daraus  T gemäss  derselben  Gleichung: 


Am  häufigsten  wird  die  Methode  der  Coincidenzen  auf  Pendel 
angewandt,  welche  mit  dem  Uhrpendel  nahe  übereinstimmende 
Schwingungsdauer  haben,  für  welche  also  tu  = v ist.  — 

Die  Hauptschwierigkeit  in  der  Anwendung  der  Formel  (74")  zur 
Bestimmung  von  g liegt  in  den  Grössen  M und  s,  die  im  Allgemeinen 
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aus  den  Dimensionen  des  Pendels  zu  berechnen  sind.  Dabei  bringt 
einmal  die  stets  vorhandene  und  nicht  streng  zu  berücksichtigende 
Inhomogenität  des  Materiales,  aus  welchem  das  Pendel  gefertigt 
ist,  dann  auch  die  nie  vollkommen  dem  Ideal  entsprechende  unregel- 
mässige Gestalt  desselben  bedeutende  Fehler  mit  sich.  Wir  wollen 
zwei  verschiedene  Anordnungen  des  Experimentes,  welche  bestimmt 
sind,  diese  TJebelstände  unschädlich  zu  machen,  ausführlich  besprechen. 


I.  Fadenpendel. 

Die  Einrichtung  der  Fadenpendel  bezweckt,  die  Wirkung  der  ge- 
nannten Fehlerquellen  dadurch  zu  verringern,  dass  man  die  ganze 
Masse  auf  möglichst  kleinen  Baum  in  grossem  Abstand  von  der 
Drehungsaxe  concentrirt.  Dazu  hängt  man  an  einem  möglichst  leichten 
Faden  eine  Kugel  auf  von  möglichst  grosser  Dichtigkeit  und  einem 
Kadius  R , der  klein  ist  gegen  die  Länge  des  Fadens  L.  Nennt  man  die 
Masse  der  Kugel  ?«,  die  des  Fadens  m\  so  erhält  man  unter  Voraus- 
setzung homogener  Substanz  in  jedem  der  beiden  Theile  und  regel- 
mässiger Form  nach  (39),  (41"'),  (42)  für  das  Verbältniss  M [Ms, 
welches  die  Länge  l des  mit  dem  gegebenen  gleichschwingenden  ein- 
fachen Pendels  darstellt,  den  Werth: 


/-JÜL» 

Ms 


m ( (L  + Rf  + -f  R1 ) + m'  ~ 


w (L  + R ) + rri 


,L 


(78) 


Hierin  wird  m und  m durch  Wägung,  L -f-  R durch  Messung  der 
Pendellänge  im  Allgemeinen  direct  bestimmt  werden.  R wird  ent- 
weder durch  das  Mittel  einer  grossem  Zahl  von  Messungen  verschie- 
dener Durchmesser  gegeben,  oder  aus  dem  nach  später  zu  besprechenden 
Methoden  beobachteten  Volumen  als  mittlerer  Werth  berechnet  werden. 

Ist  m so  klein  gegen  m,  dass  man  neben  Eins  sowohl  {m'jmy 
als  auch  m Rjm L vernachlässigen  kann,  so  erhält  man: 


l = ^-  = L+R  + ^- 
Ms  o 


L+  R 


Lm' 

(im 


(78') 


Wäre  die  ganze  Masse  im  Kugelcent  rum  vereinigt,  so  würde 
l = L + R sein;  die  beiden  letzten  Glieder  der  Formel  sind  also  die 
von  der  Grösse  der  Kugel  und  der  Masse  des  Fadens  herrührenden 
Correctionen ; da  sie  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so  kann 
man  durch  geeignete  Wahl  erreichen,  dass  sie  sich  gegenseitig  zer- 
stören. Dazu  muss: 

12  R*  _ m^ 

5 L ( L + R)  m 
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sein;  ist  Faden  und  Kugel  aus  der  gleichen  Substanz  und  q der  Quer- 
schnitt des  Fadens,  so  folgt  für  diesen: 


dies  giebt,  falls  7?  = 1 cm,  L = 1 m,  für  q den  Werth  0,001  □mm. 

Um  sich  von  der  Voraussetzung  der  Homogenität  der  Substanz 
der  Kugel  — der  Faden  kommt  hierbei  seiner  geringen  Masse  wegen 
nicht  in  Betracht  — zu  befreien,  kann  man  nach  Vorgang  von  Mai  ran. 
dem  die  späteren  Beobachter  mit  Fadenpendeln  gefolgt  sind,  zwei 
Beobachtungsreihp.il  combiniren,  zwischen  denen  die  Kugel  umgekehrt, 
unten  und  oben  vertauscht  worden  ist. 

Bezeichnet  man  nämlich  das  Trägheitsmoment  so  wie  den  Schwer- 
punktsabstand für  den  Fall  homogener  Massenvertheilung  mit  M„  und 
s0 , den  Abstand  des  Kugelcentrums  von  der  Axe  mit  a.  und  bezeichnet 
man  ferner  die  positive  oder  negative  Dichtigkeit,  die  in  dem  Raum- 
element  dk  an  der  Stelle  (a  + x),  y mehr  vorhanden  ist,  als  bei  homo- 
gener Massenvertheilung  stattfinden  würde,  mit  e\  so  wird  sich,  wenn 
man  y*  als  sehr  klein  neben  (a  -f-  x)'  vernachlässigt,  schreiben: 


man  bemerkt,  dass  bei  der  vorausgesetzten  Drehung  der  Pendelkugel 
das  zweite  Glied  sein  Vorzeichen  umkehrt.  Beobachtet  man  daher  T, 
womit  auch  weiterhin  sogleich  die  auf  unendlich  kleine  Ampli- 
tude reducirte  Schwingungsdauer  bezeichnet  werden  mag,  in 
diesen  beiden  Anordnungen  und  bezeichnet  die  sich  entsprechenden 
Wertlie  mit  V,  T und  T'\  so  wird: 


man  kann  also,  wenn  man  an  Stelle  der  einen  beobachteten  Schwin- 
gungsdauer die  Wurzel  aus  der  halben  Summe  der  Quadrate  der  bei 
verschiedener  Lage  der  Kugel  erhaltenen  setzt,  y ebenso  berechnen  als 
wäre  die  Pendelkugel  homogen.  Ist  ( T ' — T'yj(T'  + T”)*  neben  Eins 
zu  vernachlässigen,  so  kann  man  für  die  Rechnung  bequemer  setzen: 


1 6 /T  7?1 


5 L’(L  4-  ft)  ’ 


M„  -f-./ 1 dk  in  4- 
M s,y  4 ~ I ( d k {u  4*  x) 


woraus  unter  Rücksicht  auf  / t dk  = 0 und  die  gleiche  Grössenordnung 
von  x und  y folgt: 


r + t 
2 
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Die  Unregelmässigkeiten  der  Gestalt  fallen  bei  dieser  Combination 
von  Beobachtungen  im  Allgemeinen  nicht  heraus,  da  sie  auf  die  direct 
gemessene  Länge  L + 2R  des  Pendels  auch  Einfluss  haben;  dies  würde 
nur  in  dem  speciellen  Falle  geschehen,  dass  der  verticale  Durchmesser 
der  fehlerhaften  Kugel  genau  gleich  dem  durch  Wägung  gefundenen 
mittleren  ist.  Man  kann  diese  Fehlerquelle  einzig  dadurch  weniger 
wirksam  machen,  dass  man  bei  derselben  Kugel  verschiedene  Durch- 
messer nach  einander  vertical  stellt;  indessen  ist  sie  weniger  be- 
denklich als  die  vorige,  da  die  Fehler  der  Gestalt  durch  directe 
Messung  von  Durchmessern  constatirt  werden  können,  die  der  Homo- 
genität nicht.  — 

Eine  eigentümliche  Schwierigkeit  entsteht  für  die  Beobachtung 
dadurch,  dass  die  Drehungsaxe  eines  Fadenpendels  nicht  unmittelbar 
durch  das  obere  Ende  des  Pendelfadens  gegeben  ist,  sondern  von  dem- 
selben abweicht.  Ist  der  Pendelfaden  zwischen  Backen  eingeklemmt,  so 
bewirkt  seine  Steifigkeit,  dass  er  in  seinem  obersten  Theil  vertical  bleibt 
und  die  Bewegung  um  einen  tieferen  Punkt  stattfindet,  dessen  Ent- 
fernung von  dem  oberen  Ende  von  der  Dicke  und  Substanz  des  Pendel- 
fadens, vielleicht  auch  von  der  Schwingungsweite  des  Pendels  abhängt. 
Diese  Thatsachen  hat  Borda  festgestellt  und  demgemäss  bei  seinen 
Pendelbeobachtungen  die  Bewegung  um  eine  Schneide,  die  auf  hori- 
zontalen Lagern  auf  lag,  stattfinden  lassen.  Um  sicher  zu  sein,  dass 
das  sonach  aus  Schneide,  Faden  und  Kugel  bestehende  Pendel  wie  ein 
starrer  Körper  schwang,  gab  er  der  Schneide  eine  solche  Einrichtung, 
dass  sie  für  sich  allein  ein  Pendelclien  nahe  mit  derselben  Periode, 
wie  das  ganze  Pendel,  darstellte.  Dies  ist  nach  (74)  bei  beliebig 
kleinem  Trägheitsmoment  durch  'Wahl  des  Schwerpunktsabstandes  jeder- 
zeit zu  erreichen.  Eine  gleiche  Einrichtung  ist  von  späteren  Beobachtern 
benutzt  worden. 

Indessen  bietet  auch  sie  eine  Unsicherheit  dar,  denn,  wie  Laplace 
zuerst  hervorgehoben  hat,  liegt,  falls  die  Schneide  keine  absolut  scharfe 
ist,  die  Drehungsaxe  nicht  in  der  Ebene  des  Lagers,  sondern  etwas 
darunter. 

Thomas  Young  hat  darauf  hingewiesen,  dass,  falls  das  Pendel 
sich  um  einen  feinen  Ivreiscvlinder  dreht,  der  auf  einer  horizontalen 
Unterlage  rollt,  die  vom  Schwerpunkt  beschriebene  Trochoide  in  dessen 
tiefster  Lage  einen  Krümmungsmittelpunkt  besitze,  der  um  die  Länge 
des  Cylinderradius  unterhalb  des  Lagers  liegt.  Hieraus  folgt  für  ein 
nahezu  einfaches  ebenso  aufgehängtes  Pendel,  dass  die  wahre  Pendel- 
länge um  den  gleichen  Betrag  kürzer  ist,  als  der  Abstand  des  schweren 
Punktes  von  dem  Lager. 

Indess  wollen  wir  uns  mit  diesem  speciellen  Resultat  nicht  be- 
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gnügen,  sondern  einer  späteren  Anwendung  wegen  die  Schwingungs- 
dauer eines  zusammengesetzten  Pendels  bestimmen,  das  mit  einer 


A" 


cylindrischen  Axe  auf  einer  ebenen 
Unterlage  ohne  zu  gleiten  rollt. 
(Fig.  24.) 

Sei  o der  Radius  des  Kreis- 
cy  linders;  das  Loth  ?/  von  dem 
Schwerpunkt  s des  Pendels  auf 
seine  Axe  schliesse  mit  der 
nach  unten  positiven  Y-Axe  den 
Winkel  (p  ein,  der  Radiusvector  r 
von  einem  beliebigen  andern 
Punkte  p des  Pendels  den  Win- 
kel (p'\  (p  — <p  sei  = t//. 

Wir  wenden  dann  nach 
§15  des  ersten  Theiles  die  Glei- 
chung für  die  lebendige  Kraft  W 
in  der  Form  an 

dW+  d(I>  = dA, 


worin  dA  die  Arbeit  der  Schwere  bezeichnet,  und  d<l>,  die  Aenderung 
des  innern  Potentiales,  wegen  der  Starrheit  des  Körpers  verschwindet; 
demgemäss  haben  wir,  auf  die  Zeiteinheit  bezogen: 


d 
d t 


(St  dm)  = sJin ,lm  = 9 Tt 


(79) 


also 


Nun  ist  nach  der  Figur: 

x = x0  + (>  <p  — r sin  (p  , 

dx  . d <f' 

= (so-r  cos 


dt 


y = r COS  (p  — n , 


dp 

dt 


— r sin 


<f 


, dq> 
dt  ? 


Hierin  ist  rp  = (p  - j- wo  \p  sich  mit  der  Zeit  nicht  ändert; 
r sin = x,  r cosxp  = y sind  die  Coordinaten  von  p in  Bezug  auf 
das  im  Körper  feste  System  X'Y\  Daher  giebt  die  Gleichung  (79): 


ll 

dt 


[(^)  fdm  (q* + r* ~2°  (y cos^  ~ * sin^)) 

= 2 g dm  {y  cos  rp  — x sin  <p  — o) . 


(79') 


Nun  ist  aber: 


J y dm  = Mr/ , J x dm  = 0 , J r dm  = Jf(x*  + tf2) , 
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falls  i i die  Schwerpunktscoordinate,  x den  Trägheitsradius  des  Pendels 
in  Bezug  auf  die  zur  Cylinderaxe  parallele  durch  den  Schwerpunkt 
bezeichnet;  daher  erhalten  wir  nach  ausgeführter  Integration: 

M (x~  + i/*  + Q*  — 2 qi(  cos  rp)  j = C + 2 Mg  if  cos  ff 

oder,  falls  für  (p  = <P  die  Geschwindigkeit  dtp /dt  verschwindet,  auch 
J/(*2+  n2-  2 Qi]  cos <^)  2Mgi){00S(p  - cos <[>).  (80) 


Beschränken  wir  uns  auf  so  kleine  Amplituden,  dass  in  den 
Gliedern,  die  in  Bezug  auf  o erster  Ordnung  sind,  \cp'  neben  1 ver- 
nachlässigt werden  kann,  so  ist  links  cos rp  mit  1 zu  vertauschen. 
Wollen  wir  ferner  den  Schwerpunktsabstand  s von  der  in  der  Ruhe 
tiefsten  Stelle  des  Cvlinders  einführen,  so  haben  wir 

n = s + q 

zu  setzen  und  erhalten  so: 


M(x-+r)  föY=  M (£)’=  2Mg(s  + e)(cos<p  - cos <l>).  (80') 


Diese  Gleichung  stimmt  der  Form  nach  mit  der  für  ein  um  eine 
Linie  drehbares  Pendel  erhaltenen  (72')  überein,  nur  steht  hier  rechts 
(s  + o)  an  Stelle  von  5 dort.  Es  ergiebt  sich  daher  der  Satz: 

Ein  zusammengesetztes  Pendel,  welches  mit  einem  Kreis- 
cvlinder  vom  Radius  o als  Axe  auf  einer  horizontalen,  ebenen 

V S 7 

Unterlage  rollt,  besitzt  bei  Schwingungsamplituden  <£, 
welche  so  klein  sind,  dass  q(1> 2 neben  l vernachlässigt 
werden  kann,  dieselbe  Schwingungsdauer,  wie  ein  einfaches 
Pendel  von  der  Länge 


x*  + 5 . 

S + (j  ’ 


(80") 


hierin  ist  s der  Abstand  des  Schwerpunktes  des  Pendels  von 
der  ebenen  Unterlage  für  den  Fall  der  Ruhe. 

Ist  p neben  5 sehr  klein,  wie  dies  bei  den  Anwendungen  stets 
stattfindet,  so  ergiebt  sich  bei  Beschränkung  auf  die  erste  Ordnung: 


1 = i,  (1  - , (80") 

worin  /0  der  für  o = 0 stattfindende  Werth  von  l ist. 

Für  ein  einfaches  Pendel  ist  s = l(„  also  l = l0—  o;  es  bestätigt 
sich  damit  also  das  von  Th.  Young  gegebene  Resultat. 
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Da  die  Schwingungsweite  als  sehr  klein  vorausgesetzt  ist,  so  be- 
hält das  abgeleitete  Resultat  seine  Gültigkeit  auch  für  den  Fall,  dass 
der  Querschnitt  des  Cylinders  andere  als  kreisförmige  Form  besitzt; 
(>  bedeutet  dann  den  Krümmungsradius  an  der  Stelle,  welche  beim 
Ruhezustand  auf  der  Unterlage  aufliegt.  Eine  allgemeine  Unter- 
suchung dieses  Einflusses  auch  für  grössere  Amplituden  ist  von  Bessel 
angestellt  worden. 

Die  Einflüsse  der  Aufhängungsart  auf  die  Pendelschwingungen 
lassen  sich  aber  nicht  mit  Sicherheit  durch  blosse  theoretische  Be- 
trachtungen bestimmen  — o ist  z.  B.  nicht  messbar  — deshalb  hat 
Bessel  eine  Anordnung  des  Experiments  erfunden,  welche  die  Elimi- 
nation derselben  durch  die  Combination  verschiedener  Beobachtungen 
gestattet  und  zugleich  neben  anderen  den  Vortheil  bietet,  die  an  sich 
schwierige  Bestimmung  der  „Pendellänge“  (für  das  Fadenpendel  die 
Grösse  Ii  -f  L)  bis  zu  einem  gewissen  Grade  zu  umgehen. 

Er  operirte  mit  zwei  Fadenpendeln,  welche  dieselben  Aufhängungen 
und  Kugeln  benutzten,  aber  gesammte  Längen  besassen,  welche  sich 
um  einen  nur  sehr  wenig  von  einer  Toise  verschiedenen  und  daher 
sehr  genau  messbaren  Betrag  unterschieden.  Es  galt  für  die  Länge  l 
des  mit  einem  gegebenen  Fadenpendel  gleich  schwingenden  einfachen 
Pendels  die  Formel  (78  ),  die  bei  Einführung  der  Schwingungsdauer  T 
sich  schreibt: 


9 P- 

= / = L + R + -5- n 


Lin' 
6 m 


hierin  folgen  einander  die  Glieder  rechts  nach  ihrer  Grössenordnung. 
Auf  zwei  Beobachtungen  mit  verschiedenen  Längen  angewandt  er- 
giebt  sie: 


T — T-  9 / 1 


1 


L.  + R 


L,  in,'  — L.t  mt' 
6 in 


Aus  dem  höchsten  Gliede  ist,  wenn  die  Amplituden  bei  beiden 
Beobachtungen  entweder  gleich  oder  hinreichend  klein  sind,  der  Einfluss 
der  Aufhängung  beseitigt,  der  z.  B.  für  den  Fall  der  Benutzung 
einer  Schneide  hier  darin  besteht,  dass  die  in  Rechnung  zu  ziehenden 
L x und  L,  um  den  Krümmungsradius  der  Abstumpfung  von  den  ge- 
messenen verschieden  sind.  L,  — Lt  ist  zugleich  die  gesammte  ge- 
messene Längendifferenz,  wenn  die  Kugel  bei  beiden  Beobachtungen 
die  gleiche  Lage  behalten  hat,  also  nicht  gedreht  ist. 

Das  zweite  Glied  mit  R ist  völlig  verschwunden,  der  Kugelradius 
tritt  daher  erst  im  dritten  und  demgemäss  mit  geringerem  Einfluss 
auf,  in  ebendemselben  auch  die  absoluten  Längen  L , und  Lt,  die  also 
mit  geringerer  Sicherheit  bekannt  zu  sein  brauchen. 
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Da  die  Aufhängung  durch  Einklemmung  des  Pendelfadens  oder 
durch  Befestigung  an  einer  Schneide  nicht  die  Garantie  vollkommener 
Un Veränderlichkeit  bietet,  insofern  die  Einklemmung  bei  dem  langen 
und  dem  kurzen  Pendel  in  verschiedener  Weise,  z.  B.  mit  verschiedener 
Kraft,  geschehen  kann,  und  die  Schneide  der  Ab- 
nutzung ausgesetzt  ist,  liess  Bessel  den  Pendel- 
faden sich  von  einem  Kreise jlind er  von  geringem 
Radius  abwickeln. 

Ueber  die  gesammte  Anordnung  des 
Apparates  sei  nur  Folgendes  gesagt.  Auf  einer 
verticalen  eisernen  Schiene  AB  (Fig.  25)  be- 
fand sich,  etwa  um  ein  Drittel  der  ganzen 
Länge  vom  untern  Ende  entfernt,  ein  fester 
Ansatz  i mit  horizontaler  oberer  Fläche,  auf 
welche  die  Toise  kk  gestellt  werden  konnte;  der 
Druck  auf  i und  zugleich  die  Längenänderung, 
welche  die  Toise  in  Folge  der  Schwere  erleiden 
würde,  war  dadurch  aufgehoben,  dass  sie  in 
ihrer  Mitte  bei  n durch  eine  ihrem  Gewicht 
nahe  gleiche  Kraft  nach  oben  gezogen  wurde. 

Zwei  Gabeln  qq,  die  ebenfalls  auf  der 
eisernen  Schiene  AB  befestigt  waren,  nahmen 
die  Aufhängevorrichtung  der  Pendel  auf,  die 
mit  einem  Ansatz  das  eine  Mal  auf  der  obern 
Fläche  von  i , das  andere  Mal  auf  dem  obern 
Querschnitt  der  Toise  ruhte.  Dadurch  war  erreicht, 
dass  die  obern  Enden  der  Pendel  genau  um 
die  Länge  der  Toise  von  einander  entfernt 
angebracht  waren.  Die  Lage  des  tiefsten 
Punktes  der  Pendelkugel  wurde  mit  der  am 
untern  Ende  der  Schiene  angebrachten  Mikro- 
meterschraube r nebst  Fühlhebelvorrichtung 
bestimmt  und  dadurch  zugleich  gefunden,  um 
wrieviel  die  LängendifFerenz  des  kurzen  und  des 
langen  Pendels  von  einer  Toise  abweicht.  Die 
Wirkung  des  Druckes  des  Fühlhebels  auf  die 
Längenmessung  wurde  in  Rechnung  gezogen,  ebenso  die  Temperatur 
der  einzelnen  Theile. 

Um  alles  zu  dem  hier  besprochenen  Problem  Gehörige  zu  erledigen, 
wollen  wir  noch  erörtern,  in  welcher  Weise  die  Luft,  innerhalb  deren  die 
Bewegung  des  beobachteten  Pendels  der  Regel  nach  stattfindet,  auf 


Fig.  25. 


die  Beobachtungen  Einfluss  hat. 


Ihre  Wirkung  ist  eine  dreifache. 
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Erstens  übt,  wie  wir  im  nächsten  Theile  ableiten  werden,  eine  jede 
ruhende  schwere  Flüssigkeit  auf  einen  in  ihr  befindlichen  Körper  einen 
Auftrieb  aus,  d.  h.  eine  vertical  nach  oben  gerichtete  Kraft,  welche 
gleich  ist  dem  Gewicht  der  von  jenem  verdrängten  Flüssigkeitsmasse 
und  in  deren  Schwerpunkt,  im  Falle  einer  homogenen  Flüssigkeit 
also  im  Schwerpunkt  des  Körpervolumens,  an  greift. 

In  Folge  dieses  Auftriebes  wird  in  unserer  Ausgangsgleichung  (72) 
der  Werth  des  ausgeübten  Drehungsmomentes  geändert.  Ist  das 
Pendel  soweit  symmetrisch,  dass  der  Schwerpunkt  seines  Volumens  in 
dieselbe  Ebene  fällt,  welche  die  Axe  und  den  Schwerpunkt  seiner 
Masse  enthält,  und  ist  sein  Abstand  von  der  Axe  s,  die  verdrängte 
(homogene)  Flüssigkeitsmasse  M\  so  wird: 

N=  - {Ms  - M's)g  sin <p . (81) 


Hieraus  folgt  die  Länge  des  gleichschwingenden  einfachen  Pendels 
nunmehr : 


l = 


x*  + S* 

; _ ei 

i{  k 


(8V) 


Ist  das  Pendel  als  homogen  anzusehen,  wie  dies  bei  Fadenpendeln 
immer  erlaubt  ist,  so  ist  s = s',  und  MjM'  ist  gleich  dem  Verhältnis 
der  Dichtigkeiten  « V;  daraus  folgt: 


In  diesem  Falle  tritt  also  in  Formel  (72)  einfach  g{  1 —e"a)  an  die 
Stelle  von  g,  und  es  wird  daher  auch  die  corrigirte  Schwingungsdauer: 


der  hydrostatische  Einfluss  der  umgebenden  Luft  ist  also  leicht  in 
Rechnung  zu  ziehen. 

Zweitens  setzt  die  Luft  dem  bewegten  Pendel  einen  Widerstand 
entgegen,  den  man  bei  kleinen  Amplituden  der  Geschwindigkeit  pro- 
portional setzen  kann,  und  der  also  zu  dem  Moment  N ein  Glied  von 
der  Form  — Q dcp/dt  hinzugiebt.  Wir  haben  den  directen  Einfluss 
eines  solchen  auf  die  Schwingungsdauer  im  vorigen  Abschnitt  unter- 
sucht und  gefunden,  dass  er  zweiter  Ordnung  und  daher  zumeist  zu 
vernachlässigen  ist;  der  indirecte,  den  er  durch  Veränderung  der 
Amplituden  ausübt,  wird  durch  die  Beobachtung  der  letzteren  in  der 
oben  (p.  210)  angegebenen  Weise  berücksichtigt. 
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Drittens  bewirkt  die  vom  Pendel  in  Bewegung  gesetzte  und  mit- 
geführte Luft  eine  Vergrösserung  des  Trägheitsmomentes  der  bewegten 
Masse.  Eine  strenge  Theorie  dieses  Einflusses  bietet  namentlich  für 
den  practisch  wichtigen  Fall  eines  ziemlich  eng  begrenzten  Luft- 
volumens, innerhalb  dessen  die  Kugel  oscillirt,  grosse  Schwierigkeit; 
Bessel,  der  ihn  experimentell  nachgewiesen  hat,  benutzte  daher  zu 
seiner  Bestimmung  und  Elimination  das  angenäherte  Verfahren,  dem 
Trägheitsmoment  des  Pendels  ein  Glied  (ix*  als  C’orrection  zuzufügen, 
welches  von  der  Gestalt  des  Pendels  und  der  Dichte  des  umgebenden 
Mediums  abhängen  muss,  und  dasselbe  durch  Variation  der  Umstände 
der  Beobachtungen  zu  bestimmen. 

Aus  der  sonach  von  ihm  aufgestellten  Formel: 


folgt,  dass  das  Glied  mit  x"1  sich  ermitteln  lässt,  wenn  man  der  Pendel- 
kugel bei  gleicher  Grösse  verschiedene  Dichtigkeit  und  demgemäss  ver- 
schiedene Masse  M giebt. 

In  der  That  hat  Bessel  so  durch  Benutzung  zweier  Kugeln  aus 
Messing  und  Elfenbein  diesen  dritten  Einfluss  der  Luft  bestimmt  und 
eliminirt. 


Die  zweite  Anordnung,  die  man  getroffen  hat,  um  die  Schwierig- 
keiten, welche  die  directe  Bestimmung  von  Trägheitsmoment  und  Schwer- 
punktsabstand bringt,  zu  umgehen,  basirt  auf  einem  von  Huyghens 
gegebenen  Satz  über  die  gegenseitige  Lage  solcher  paralleler  Drehungs- 
axen,  um  welche  ein  starrer  Körper  unter  Wirkung  der  Schwere  gleiche 
Schwingungsdauer  besitzt. 

Die  Formel  (74'): 


in  welcher  l die  Länge  des  mit  dem  Körper  gleichschwingenden  ein- 
fachen Pendels  angiebt,  zeigt  zunächst,  dass  / und  somit  die  Schwin- 
gungsdauer dieselbe  ist  für  alle  parallelen  Axen,  welche  den  gleichen 
Abstand  s vom  Schwerpunkt  haben,  welche  also  einen  Kreiscy linder 
erfüllen,  auf  dessen  Axe  der  Schwerpunkt  liegt. 

Ferner  ergiebt  sie  aber  auch,  da  sie  in  Bezug  auf  s quadratisch  ist, 
dass  zu  jedem  Werthe  l oder  zu  jeder  gegebenen  Schwingungsdauer  T 
im  Allgemeinen  zwei  Werthe  von  s,  also  auch  zwei  Systeme  von 


(82) 


II.  Reversionspendel. 
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Drehungsaxen,  die  je  einen  Cvlinder  erfüllen,  gehören;  und  zwar  finden 
sich  diese  beiden  Werthe  s gegeben  durch: 


Beide  sind  also  reell  und  verschieden  nur  dann,  wenn  V > Ax' 
ist;  die  von  einem  gegebenen  Körper  geforderten  Schwingungsdauern 
dürfen  daher  einen  gewissen  kleinsten  Werth  T*mia=  2nxjg,  die  ent- 
sprechende einfache  Pendellange  die  Grösse  des  doppelten  Trägheits- 
radius lm in=2x  in  Bezug  auf  eine  parallele  Axe  durch  den  Schwer- 
punkt nicht  unterschreiten,  wenn  eine  reelle  Lösung  möglich  sein  soll. 

Ist  diese  Bedingung  aber  erfüllt,  so  geben  sich  zu  jedem  l zwei 
Werthe  von  $,  über  welche  nach  Formel  (83')  der  Satz  gilt: 

Schwingt  ein  Körper  um  zwei  parallele  Axen,  welche 
verschieden  weit  von  seinem  Schwerpunkt  abstehen,  gleich 
schnell,  so  ist  die  Summe  ihrer  Schwerpunktsabstände  gleich 
der  Länge  des  entsprechenden  einfachen  Pendels: 

si  + = L 

Zugleich  sieht  man,  dass  die  eine  dieser  beiden  Axen  immer 
innerhalb,  die  andere  ausserhalb  des  Abstandes  s = x liegt.  Unend- 
licher Schwingungsdauer 
entspricht  5 = 0 und 
s = oo.  Construirt  man 
in  einem  SL-Coordinaten- 
system  die  durch  (83) 
gegebene  Curve,  so  erhält 
man  eine  Hyperbel,  deren 
Centrum  der  Coordinaten- 
anfang  und  deren  Asymp- 
toten die  Gerade  s = l 
und  die  L- Axe  bilden; 
ergänzt  man  die  Figur 
durch  ihr  Spiegelbild  in 
Bezug  auf  die  L -Axe, 
so  sagt  der  Satz  aus,  dass 
jedes  Punktpaar  i und  c 
mit  gleichen  Ordinaten  ab  = de  = l einen  Abstand  ob  = l haben 
muss.  Die  Figur  26  giebt  zugleich  Aufklärung  über  die  Art,  wie  an 
verschiedenen  Stellen  l mit  einer  Aenderung  von  s variirt. 

Der  vorstehende  Satz  enthält  die  Theorie  des  durch  Bohnenberger 
und  später  unabhängig  von  ihm  durch  Kater  erfundenen  Reversions- 
pendels. Dasselbe  ist  ein  zusammengesetztes  Pendel,  an  welchem  zwei 
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parallele  Axen,  deren  Ebene  den  Schwerpunkt  zwischen  den  Axen  enthält, 
so  angebracht  sind,  dass  das  Pendel  um  beide  mit  gleicher  Periode  schwingt. 
Nach  dem  gefundenen  Satze  ist  dann  der  Abstand  beider  Axen  L unmittel- 
bar gleich  der  Länge  des  gleichschwingenden  einfachen  Pendels,  also: 

Die  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  und  des  Schwerpunkts- 
abstandes ist  hier  also  vollständig  vermieden. 

Yon  Fehlerquellen  ist  zunächst  die  Abweichung  der  Axenrichtungen 
vom  Parallelismus  zu  nennen,  die  man  durch  mit  den  Axensclmeiden 
in  Verbindung  gebrachte  Spiegelvorrichtungen  mit  grosser  Genauigkeit 
prüfen  und  demgemäss  berichtigen  kann;  ferner  die  Abweichung  des 
Schwerpunktes  aus  der  Ebene  der  Schneiden,  die  man  ebenfalls  leicht 
experimentell  constatiren  und  hinlänglich  beseitigen  kann,  da  sie  nur 
angenähert  erfüllt  zu  sein  braucht.  Ist  nämlich  die  Abweichung  gleich  A, 
so  ist  gemessen 

L = y + ]//./-  Ä% 


die  entsprechende  einfache  Pendellänge  ist  aber  / = /,+  /,;  es  genügt 
also  zur  Uebereinstimmung,  wenn  A5  neben  /,*  und  l;  zu  vernach- 
lässigen ist. 

Wichtiger  ist  hier  wieder  die  durch  directe  Beobachtung  nicht 
messbare  Abstumpfung  der  Axenschneiden;  ist  dieselbe  für  die  beiden 
Axen  durch  die  resp.  Krümmungsradien  o1  und  gt  gegeben,  so  ist 
für  beide  die  Länge  des  gleichschwingenden  einfachen  Pendels  nach  (80"') 
gegeben  durch: 


(84) 


Da  die  Schwingungsdauern  für  beide  Axen  gleich  sind,  so  ist 
/,  = /,=  /,  also  wenn  man  in  dem  sehr  kleinen  mit  o proportionalen 
Gliede  (xJ  + $,*)/«,  = (*’  + sf)ist  = L Setzt,  d.  h.  dort  den  Einfluss  der 
Krümmung  ignorirt: 


l (s,  — st)  = ($*  - s2~)  — L (o1  — o4), 
daher,  weil  st  + s,  die  direct  gemessene  Länge  L ist: 

l = L-  -1-j  («,  - <>,)•  (84') 

O i O o 

Diese  Formel  zeigt,  dass  der  Einfluss  der  Krümmung  der  Schneiden 
auf  die  Messung  verschwindet,  wenn  beide  Schneiden  gleiche  Krümmung 
besitzen,  also  g,  = o4  ist.  Dies  ist  zwar  von  vorn  herein  anzunehmen 
nicht  erlaubt;  man  kann  aber  nach  Bessel  auch  im  allgemeinen  Falle 
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sich  von  dem  mit  (o,  — gS)  proportionalen  Gliede  befreien,  wenn  man 
die  Schneiden  vertauscht  und  das  Pendel  von  Neuem  so  justirt,  dass 
es  um  beide  Schneiden  gleiche  Schwingungsdauer  besitzt.  Dann  ist 
nämlich 

i'=L'-7^7t  («,  — »,};  (84") 


im  zweiten,  kleinen  Gliede  kann  aber  L'  mit  L vertauscht  werden,  und 
es  entsteht  daher  durch  Addition  der  letzten  beiden  Formeln  die  von 


den  freie  Beziehung 

l + l — L -f-  L = g 


T2  + T'* 


71 


(84'") 


welche  die  Bestimmung  von  g gestattet. 

Was  das  Justiren  des  Reversionspendels  anbelangt,  so  ist  dasselbe 
in  vollständig  genauer  Weise  sehr  umständlich  und  mühsam.  Man 
kann  aber,  wenn  die  Justirung  soweit  ausgeführt  ist,  dass  die  um 
beide  Schneiden  beobachteten  und  auf  unendlich  kleine  Amplituden 
reducirten  Schwingungsdauem  nur  noch  eine  geringe  Differenz 
Tx  — > 0 zeigen,  aus  dieser  Differenz  selbst  die  Correction  berechnen, 

die  man  dem  gemessenen  Schneidenabstand  L hinzuzufügen  hat,  um 
die  Länge  l zu  erhalten,  welche  der  aus  7T*=(7,1*-f-  T*)  / 2 folgenden 
mittlern  Schwingungsdauer  T entspricht.  Seien 


L 


(85) 


die  den  beobachteten  Zeiten  Tx,  T„  entsprechenden  Längen.  Wir  denken 
uns  s,  um  A,,  st  um  A,  vergrössert;  dadurch  mag  /,  um  — A,  L um 
+ A so  geändert  werden,  dass  — A = + A = l wird.  d\  + A*  ist 

dann  offenbar  die  zu  L zu  fügende  Correction  J;  weiter  ist 


2 <)  7T  ( 7,  — l.t)  7t * 


die  Differenz  der  beobachteten  Schwingungsdauerquadrate  und 


l = 


U + L = a iltflil 

2 9 ' 2n" 


(85') 

(85") 


die  der  mittlern  Schwingungsdauer  entsprechende  einfache  Pendel 
länge.  Wir  erhalten  aus  (85) 

y*  4-  sx~  + 2 <J,  st  i ß y.  + s/  + 2cJ.ss  ^ ^ 

Sx  + dx  * st  + «)4 


und  unter  Vernachlässigung  der  zweiten  Ordnung 


A,  und  A,: 


also 


in  Bezug  auf 


(86) 
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In  dieser  Correction  kann  man  die  angenäherte  Relation: 

j — ~ + 8 * — *' + s* 
s,  — st 


benutzen,  um  x*  zu  eliminiren,  und  erhält  dann, 
den  Werth  L = s,  + st  und  die  Annäherung 
einführt: 


A = 


D 

S*  - St 


V - V 

V + Tr  ’ 


wenn  man  zugleich 
Ln'  = g(T,'  + T,')j  2 

(86) 


und  damit  die  an  L anzubringende  Correction  in  den  direct  gemessenen 
Grössen  L,  Tt,  und  den  am  Pendel  durch  eine  Hülfsbeobachtung 
leicht  ein  für  alle  mal  zu  bestimmenden  s,  und  st  gegeben. 

Es  erübrigt  noch,  von  dem  Einfluss  der  Luft  auf  das  Reversions- 
pendel zu  sprechen. 

Unter  Rücksicht  auf  die  hydrostatische  Wirkung  giebt  die  oben  ganz 
allgemein  gefundene  Formel  (81')  als  Bedingung  gleicher  Schwingungs- 
dauer um  beide  Schneiden: 

l _ _ *I  + 5,4  _ x4  + st*  ,QTX 

oder 

1 (s’  — li  = *'  + 1 (5*  ~ **')  = x + «.*.  (87') 

Man  sieht  sogleich,  dass,  wenn  «/  = s/  ist,  d.  h.  der  Schwerpunkt 
des  Volumens  in  die  Mitte  zwischen  beide  Schneiden  fallt,  die  Differenz 
beider  Formeln  ergiebt: 

l — s,  + «s; 


es  ist  dann  also  in  der  Luft  dieselbe  Beziehung  gültig,  wie  im  leeren 
Raume,  dass  nämlich  der  gemessene  Abstand  zwischen  beiden  Schneiden 
die  der  beobachteten  Schwingungsdauer  entsprechende  einfache  Pendel- 
länge für  das  Vacuum  ist. 

Der  Luftwiderstand,  d.  h.  die  Kraft,  welche  das  Pendel  in  seiner 
Bewegung  durch  die  Luft  erleidet,  ist  auf  die  Schwingungsdauer  direct 
nur  in  einem  Gliede  zweiter  Ordnung  von  Einfluss;  seine  indirecte 
Wirkung  wird  durch,  die  Beobachtung  der  Schwingungsamplituden 
berücksichtigt. 

Die  Vermehrung  des  Trägheitsmomentes  in  Folge  der  in  Be- 
wegung gesetzten  Luftmasse  giebt  in  den  letzten  Formeln  (87')  ein 
zu  x'  hinzutretendes  Glied  von  der  Form  fix'jM,  welches  für  die 
Schwingung  um  beide  Schneiden  den  gleichen  Werth  hat  und  deshalb 
aus  der  Differenz  der  beiden  Formeln  (87')  verschwindet,  wenn  das 
Pendel  symmetrische  Form  besitzt;  denn  dann  geschieht  die  Bewegung 
der  Luft  in  beiden  Fällen  in  gleicher  Weise. 

Voigt,  Eiern.  Mechauik. 
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Durch  die  von  Bessel  vorgeschlagene  symmetrische  Construction 
ist  man  also  des  Anbringens  irgend  einer  Correction  wegen  der  Wirkung 
der  Luft  vollständig  enthoben.  — 

Im  Vorstehenden  sind  die  Mittel  besprochen,  um  durch  Pendel- 
beobachtungen den  Werth  der  Schwerebeschleunigung  g an  der  Beob- 
achtungsstelle zu  bestimmen;  nach  welchen  Gesetzen  diese  Grösse  auf 
der  Erde  von  Ort  zu  Ort  variirt,  wird  im  letzten  Abschnitt  dieses 
Theiles  erörtert  werden. 


§ 23.  Rotation  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt. 

Die  Gleichungen  (34)  werden,  für  den  Fall,  dass  der  Coordinatenanfang 
des  im  Körper  festen  Systemes  mit  dem  des  absolut  festen  zusammen- 
fallt, also  x0  — y0  = z0  = 0 ist,  und  man  aus  den  Kraftcomponenten 
die  Reactionen  des  festgehaltenen  Punktes  X',  Y\  Z'  aussondert,  fol- 
gende Gestalt  annehmen: 

*»£(&*'-  W)  = x'  + 2 

(88) 

= + vH)  =2^.4  - *J»)  = L, 

j-t{KZ+  jit'H  + v=')  =2 <*»X-  *A)  = M, 

/»'='  + vZ ) =2(^7,,-  yhXh)  = N. 

Die  ersten  drei  Gleichungen  bestimmen  den  Druck  gegen  den 
festen  Punkt,  die  letzten  die  Bewegung  des  Körpers;  sie  allein  sind 
für  uns  von  Interesse. 

In  ihnen  hängen  die  durch  (35)  definirten  Trägheits-  und 
Deviationsmomente  H,  H , Z und  £',  H',  71  noch  von  der  Zeit  ab. 
Die  in  ihnen  linearen  Aggregate  (A'E  + y'Z'  +.v  H')  u.  s.  f.  sind,  wie 
die  Vergleichung  der  Formeln  (88)  mit  (102)  im  ersten  Theil  er- 
kennen lässt,  das  Doppelte  jener  in  den  Flächensätzen  auftretenden 
Integrale  über  alle  Massenelemente  des  Systemes,  ein  jedes  multiplicirt 
mit  seiner  Flächen geschwindigkeit  in  Bezug  auf  eine  Coordinatenebene, 
die  wir  kurz  das  Flächenmoment  um  die  X -,  Y-,  Z- Coordinaten- 
axe  genannt  haben. 

Das  VYZ-Coordinatensv stem  ist  hierbei  ganz  beliebig,  muss  aber 
im  Raume  fest  sein.  Wir  wollen  statt  dessen  ein  mit  dem  Körper 
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bewegtes  ABC  einführen,  und  zwar  mögen  seine  Axen  in  die  Haupt- 
trägheitsaxen  des  Körpers  durch  den  festen  Punkt  fallen.  Ihre  Lage 
sei,  wie  früher,  definirt  durch  die  Gleichungen: 

x = aa,  + ba 2 + cas, 
y = aß,  + bßt  -f-  cß ,, 

% = ay,+  by,  + cy ,. 

Die  Componenten  der  Drehungsgeschwindigkeiten  um  diese  Axen 
bezeichnen  wir,  wie  in  § 16  und  1 7,  mit  d , ß',  y'f  die  Drehungsmomente 
mit  F , G , //;  die  Hauptträgheitsmomente  seien  wiederum  A,  B,  I". 

Dann  erhält  man  durch  einfache  Anwendung  der  Formeln  (13'), 
(21)  und  (37)  aus  (88)  zunächst: 

— (A  a,d  + B atß'  + T ce,y)  = Fa,  + Gat  + Hat , 

~ (A  ß,u  + B ß,ß'  + r ß,y)  = Fß,  + Crß,  + Hß„  (88') 

j^(A  y,u  + B;'t,3'  + T /./')  = jy,  + G •/,  + Hy,; 

fasst  man  diese  Gleichungen  resp.  mit  den  Factoren  a„  ß„  y,; 
at,  ßt,  yy,  ß„  y9  zusammen,  so  resultirt  nach  einigen  Reductionen: 

B^  + (A-0/“'=  G>  (89) 

r^-  + (B-A )uß=H. 

Diese  Formeln  sind  ausserordentlich  viel  einfacher  als  die  früheren, 
weil  die  A,  B,  r sich  nicht  mit  der  Zeit  ändern.  Da  die  Ausdrücke 
auf  der  linken  Seite  die  doppelten  Differentialquotienten  nach  der  Zeit 
von  den  Flächenmomenten  des  starren  Körpers  um  die  im  Raume 
beweglichen  Hauptträgheitsaxen  durch  den  festen  Punkt  darstellen, 
so  sprechen  die  Gleichungen  den  folgenden  Satz  aus,  der  sich  als  eine 
directe  Folgerung  aus  den  auf  p.  126  abgeleiteten  Resultaten  darstellt: 

Für  einen  um  einen  festen  Punkt  drehbaren  starren 
Körper  sind  die  doppelten  Flächenmomente  um  die  Haupt- 
trägheitsaxen durch  den  festen  Punkt  gleich  den  um  die- 
selben Axen  wirkenden  Drehungsmomenten. 

Die  Gleichungen  (89)  lassen  sich  noch  anders  anschaulich  deuten, 
wenn  man  die  Componenten  und  Momente  der  Centrifugalkraft 
des  rotirenden  Körpers  in  Bezug  auf  die  Hauptträgheitsaxen  durch 
den  festen  Punkt  in  Betracht  zieht. 

Ist  (o  die  Rotationsgeschwindigkeit  um  eine  Axe,  für  welche 
a,  ß,  y die  Richtungswinkel  gegen  die  Hauptträgheitsaxen  Ay  B,  C sind, 
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so  wird  ein  Massenelement  dm  an  der  Stelle  a,  b,  c in  der  Ent- 
fernung r von  dieser  Axe  eine  Centrifugalkraft  co'r  dm  in  der  Richtung 
von  r ausüben;  dieselbe  ergiebt  die  Componenten: 

co* r cos  cp  dm,  co* r cos  xf.»  dm,  ca* r cos / d m 

parallel  den  Axen  A,  B,  C,  falls  cp,  xp,  x die  Winkel  von  r gegen  diese 
Axen  sind. 

Hieraus  folgt  für  die  Gesammtcomponenten  und  Momente  der 
Centrifugalkraft  das  System  von  Werthen: 

(A)  = co*f  r cos  cp  dm,  (F)  = co*  f r(b  cos  / — c COS  xp)  dm, 

(B)  = rsj r cos  xp  dm,  (G)  = co*  J r(c  cos  cp  — acos  x)dm,  (89') 

(C)  = co*f  r cos  y dm,  ( H ) = co*  J r (a  COS  xp  — b cos  cp)  dm. 

Nun  bestimmt  sich  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung 

r cos  cp  = a — (a  cos  a -f-  b cos  ß + c cos  y)  cos  cc , 

r cos  xp  — b — [a  cos  a -f-  b cos  ß + o cos  y)  cos  ß , 

r cos  / = c — (a  cos  a + b cos  ß + c cos  y)  cos  y , 

und  es  lassen  sich  daher  die  Componenten  und  Momente  der  Centri- 

fugalkraft durch  die  Constanten  des  Körpers  und  die  seiner  Rotation  leicht 
berechnen.  Insbesondere  nehmen  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Coordinatenaxen  die  Hauptträgheitsaxen  für  den  festen  Punkt  sind,  also 

f bc  dm  = J ca  dm  = f ab  dm  = 0 

ist,  die  Momente  sogleich  folgende  einfache  Form  an: 

( F ) = co*  cos  ß COS  y J ( c * — b*)dm, 

(G)  = co*  cos  y cos  a f ( a * — c*)  dm , 

(H) =  co*  cos  a cos  ß f (b*  — a*)dm. 

Nun  sind  aber 

o)  cos  a = cc,  co  cos ß = ß> , co  cos  y = y 

die  Componenten  der  Rotationsgeschwindigkeit  nach  den  Axen  A,  B,  C 
und  die  Integrale  drücken  sich  leicht  durch  die  Hauptträgheitsmomente 
A,  B,  T aus,  sodass  resultirt: 

(F)  = ß'y(B-r), 

(G)  = ;'V(r  - A),  (89") 

{H)  = a ß'  (A  - B). 

Hiernach  kann  man  die  Gleichungen  (89)  auch  schreiben: 

A¥T  = B-rfr  = ö + (°).  c%  = n+(H),  (89"') 

wodurch  der  Satz  erwiesen  ist: 


Digitized  by  Google 


§ 23.  Rotation  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt. 


229 


Die  Rotationen  um  die  Hauptträgheitsaxen  eines  um 
einen  festen  Punkt  rotirenden  Körpers  finden  in  jedem 
Augenblick  ebenso  statt,  als  wären  die  betreffenden  Axen 
einzeln  festgehalten  und  wirkte  ausser  dem  äussern  Moment 
um  sie  noch  dasjenige  der  Centrifugalkräfte  des  bewegten 
Körpers. 

Endlich  sprechen  wir  noch  eine  Bemerkung  aus,  welche  die  Be- 
trachtung der  Formeln  (89)  sogleich  als  richtig  erweist: 

Die  Bewegung  zweier  verschiedener  starrer  Körper  um 
je  einen  festen  Punkt  findet  in  völlig  gleicher  Weise  statt, 
wenn  beide  in  Bezug  auf  jene  Punkte  gleiche  Hauptträg- 
heitsmomente besitzen,  gleiche  Drehungsmomente  um  die 
entsprechenden  Hauptträgheitsaxen  erfahren  und  in  gleichen 
Anfangslagen  derselben  gleiche  Anfangsrotationsgeschwin- 
digkeiten mitgetheilt  erhalten  haben.  — 

Sind  zu  irgend  einer  Zeit  zwei  von  den  Rotationsgeschwindig- 
keiten ß\  y um  die  Hauptträgheitsaxen  gleich  Null,  so  nehmen 
für  diesen  Moment  die  Gleichungen  (89)  die  Gestalt  an: 


Wirken  keine  äussern  Kräfte,  so  behalten  also  die  Rotationscom- 
ponenten  ihre  Werthe  dauernd  bei;  die  Hauptträgheitsaxen  sind  in 
diesem  Falle  gemäss  dem  auf  p.  192  gegebenen  Satz  permanente 
Drehungsaxen  des  in  einem  Punkt  unterstützten  Körpers,  sie  hören 
aber  auf  es  zu  sein,  sowie  der  Körper  äussere  Einwirkungen  erfährt. 

Ist  zu  irgend  einer  Zeit  eine  dieser  Rotationscomponenten,  z.  B. 
gleich  Null,  so  lauten  die  Gleichungen  (89): 


Wirken  jetzt  abermals  keine  äussern  Kräfte,  so  behält  u und  ß' 
zunächst  seinen  Werth,  y aber  variirt,  und  zwar  wird  durch 


Sinn  und  Grösse  der  um  die  C-Axe  eintretenden  Winkelbeschleunigung 
festgestellt. 

Diese  Formeln  können  zur  Erklärung  einer  Erscheinung  dienen, 
die  man  an  gewissen  kreiselartigen  Apparaten  wahrnimmt. 

Unter  einem  Kreisel  versteht  man  einen  um  einen  Punkt  seiner 
Axe  drehbaren  Rotationskörper;  nach  Symmetrie  ist  die  Kreiselaxe  eine 
Hauptträgheitsaxe  — sie  sei  die  C-Axe  unseres  ABC-Systemes  — und 
jede  zu  ihr  normale  ist  eine  zweite  Hauptträgheitsaxe,  denn  es  ist  A = B. 
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Sei  nun  der  Kreisel  etwa  zwischen  zwei  Spitzen  derart  in  einem 
starren  Ring  befestigt,  dass  er  sich  gegen  denselben  nur  um  die  C-Axe 
drehen  kann,  so  können  wir  zu  jedem  Zeitmoment  die  ebenda  in  dem 
Kreisel  normal  zur  C-Axe  parallel  oder  senkrecht  zur  Ringebene 
liegenden  Richtungen  zur  A-  und  B- Axe  wählen  und  die  letzten  For- 
meln auf  diese  anwenden. 

Man  erkennt  dann  leicht  Folgendes.  Ist  eine  Rotation  um  die 
C-Axe  nicht  vorhanden,  also  yl  — 0,  so  wird  eine  mit  der  Hand 
hervorgebrachte  Drehung  des  Ringes  in  seiner  Ebene,  d.  h.  eine 
Drehung  des  Körpers  um  die  R-Axe,  welche  ß0'  von  Null  verschieden 
sein  lässt,  keinerlei  andere  Drehungen  hervorrufen,  denn  alle  Rotations- 
beschleunigungen bleiben  gleich  Null.  Hat  hingegen  von  Anfang  y0' 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth,  so  wird  eine  Drehung  des  Ringes 
in  seiner  Ebene  eine  Drehung  des  Kreisels  um  die  in  der  Ringebene 
liegende  A-Axe  hervorrufen,  welche  sich  vom  rotirenden  Körper,  der 
diese  Bewegung  nur  mit  dem  Ring  ausführen  kann,  auf  letzteren 
überträgt;  der  Ring  wird  daher  der  Drehung  in  seiner  Ebene  gleichsam 
widerstehen  und  seitwärts  auszuweichen  suchen. 

Um  die  Ausweichung  zu  verhindern,  muss  man  auf  den  Ring, 
ein  Moment  um  die  in  der  Ringebene  normal  zur  C-  liegende  A-Axe 
ausüben  von  der  Grösse: 


I.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Integration  der  Gleichungen  (89)  für 
einen  nach  Anfangslage  und  Anfangsgeschwindigkeit  gegebenen  Körper 
unter  der  Voraussetzung,  dass  äussere  Kräfte  auf  den  Körper 
nicht  wirken  und  er  um  einen  beliebigen  Punkt  rotirt,  oder 
dass  er  unter  der  Wirkung  der  Schwere  steht  und  in  seinem 
Schwerpunkt  unterstützt  ist. 

In  beiden  Fällen  werden  die  Drehungsmomente  F,  G,  H gleich 
Null  und  die  Gleichungen  (SO)  lauten: 


(90) 


wir  fügen  hinzu  das  sich  aus  (88')  ergebende  System: 


j-f  (A  ctxu  + B atß'  + T cety)  = 0 , 
£}^ßla'  + Bßtß'+rßiy')  = 0, 
Ji  (A  «'  + B ytß'  + r y,/)  = o . 


(90') 
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Aus  (90)  erhält  man  zwei  integrable  Combinationen  durch  die 
Factoren  «',  ß',  y und  A«',  Bß',  T / ; sie  liefern: 

A «'5  + B /?'•+  T /•  = A,  * (91') 

AV*  + B2/5's  + ry  * = 0*,  (91") 

während  die  Gleichungen  (90')  direct  integrabel  sind  und  führen  auf: 

A 4-  B atß'  -f-  T eety  = K, , 

Aßtd  + B ßtß'  + T ßtY  = K*,  (91'") 

A ;'i «'  + B y,ß'  + T yr/  = K3 . 

Hierin  sind  A,  0 und  die  K„  Integrationsconstanten.  A ist  notli- 
wendig  stets  positiv,  0 kann  positiv  oder  negativ  sein;  die  absolute 
Grösse  beider  ist  im  Allgemeinen  willkürlich;  aber  man  erkennt,  dass, 
weil  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (91')  und  (91")  lauter  positive 
Glieder  enthalten,  ihr  Verhältniss  innerhall)  gewisser  Grenzen  liegen 
muss.  Lässt  man  nämlich  die  «',  ß\  y beliebig  von  — oo  bis  + oo 
variiren,.  so  bleibt,  wenn  A -==  B ^ r ist,  immer 

(91) 

worin  sich  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  überall  entspricht. 

Die  K,,  sind  nicht  sämmtlich  unabhängig,  sondern,  da  durch 
Summation  der  Quadrate  der  Gleichungen  (91"')  folgt 

av*  + b*/?'s  + ry2  = IC  + K,*  + k,% 

so  verlangt  (91"),  dass 

K/  + Kt*  -f  IC  = 0*  (92) 

ist. 

Man  erkennt  sogleich,  dass  die  Gleichungen  (91")  und  (91"') 
die  Flächensätze  für  den  um  den  festen  Punkt  rotirenden  Körper 

aussprechen;  0 ist  das  doppelte  resultirende  Flächenmoment  und 

~ = cos  {v,  x) , . = cos  {v,  y) , ^ = cos  {v,  z)  (92') 

sind  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  v auf  der  invariabeln 

Ebene  grössten  Flächenmomentes  mit  der  A'-,  Y-  und  Z-Axe  ein- 
schliessen.  Rechnen  wir  hierin  und  später  0 positiv,  so  ist  die  Richtung 
der  Normalen  v so  definirt,  dass  um  sie  das  Flächenmoment  einen 
positiven  Werth  hat,  also  die  ganze  Rotation  in  positivem  Sinne 
stattfindet. 

Die  Formel  (91')  dagegen  spricht  den  Satz  von  der  Erhaltung 
der  lebendigen  Kraft  für  den  rotirenden  Körper  aus,  wie  aus  der 

Vergleichung  mit  (44")  sogleich  hervorgeht.  Die  Integrationsconstante  A 
ist  der  doppelte  Werth  dieser  constanten  lebendigen  Kraft  W selbst. 
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Verbindet  man  mit  (9T)  und  (91")  den  Werth  der  resultirenden 
Rotationsgeschwindigkeit  co  nach  der  Beziehung 


u 


+ ß'* +/'=€>', 
so  lässt  sich  a',  ß',  y durch  co  ausdrücken  und  schreiben: 


„ Q!-  A(B  + D + BIW 

u ~ (A  — B)  (A  — T) 

0,t  _ 0*  — A(T  + A)  + TA«* 
P (B-O(B-A) 

Q'-  A(A  + B)  + A B «* 
7 ” ( r - A)  ( r — B> 


(93) 


Setzt  man  dies  in  eine  der  Formeln  (90)  ein,  so  resultirt  eine 
Gleichung  zwischen  t und  co,  welche  integrirt  lautet: 

t + C=f- — — - -- (93) 

J ]/-(0?-A(B  + r)+Br/-5J[ei-A(r  + A)  + rAw2j[0---A(A  + B)  + ABo>t] 

Sie  führt,  nach  co  aufgelöst,  auf  elliptische  Functionen;  der 
dadurch  erhaltene  Werth,  in  (93)  eingesetzt,  bestimmt  cc,  ß',  /. 

Aus  diesen  folgen  dann  mit  Hülfe  der  Formeln  (91"')  die  c/.h,ßh,yh, 
welche  die  Lage  des  Körpers  zu  beliebiger  Zeit  bestimmen. 

Bis  jetzt  haben  wir  das  absolut  feste  Coordinatensystem  -Y,  Y , Z 
vollständig  willkürlich  gelassen;  die  weiteren  Betrachtungen  vereinfachen 
sich  aber,  wenn  wir  über  die  eine,  etwa  die  Z- Axe,  in  bestimmter 
Weise  verfügen. 

Durch  die  Anfangslage  und  Anfangsgeschwindigkeit  des  Körpers 
sind  die  drei  Constanten  K„  K,,  K3  und  demgemäss  auch  0 vollständig 
bestimmt,  denn  die  Gleichungen  (91"')  gelten  für  jeden  Moment,  also 
auch  für  den  Anfangszustand;  wir  können  also  für  jedes  specielle 
Problem  die  Lage  der  Normale  v der  invariabeln  Ebene  nach  (92') 
vollständig  berechnen. 

In  die  Richtung  von  v wollen  wir  die  Z,-  Axe  eines  neuen  Coor- 
dinatensystems  X0 , Y0f  Z0  hineingelegt  und  die  Formeln  (91"')  auf  dieses 
Coordinatensystem  transformirt  denken.  Sie  nehmen  dann  die  ursprüng- 
liche Form  wüeder  an,  nur  steht  in  den  ersten  beiden  Gleichungen 
an  Stelle  von  K,  und  K2  Null,  in  der  dritten  an  Stelle  von  K3  aber  0, 
denn  es  muss  cos  ( v , a*0)  = 0,  cos  (v,  y0)  = 0,  cos  (v,  z0)  = 1 werden.  Mit 
den  so  erhaltenen  Gleichungen  wollen  wir  weiter  rechnen,  aber  der 
Kürze  halber  die  Indices  0 nicht  in  ihnen  einführen. 

Fasst  man  sie  mit  den  Factoren  an  ß1}  y,  und  a2,  ßtry,  und 
a3,  ßt,  y3  zusammen,  so  erhält  man  die  Formeln: 

A a=eyl,  B ß’=Oyt,  ry'=Qya.  (94) 

Sie  bestimmen  ohne  neue  Integration  für  jeden  Moment  die 
Winkel  zwischen  den  drei  Hauptträgheitsaxen  A,  B,  C und  der  positiven 


Digitized  by  Google 


§ 23.  Rotation  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt.  233 


Normale  der  invariabeln  Ebene  Z.  Diese  drei  Winkel,  die  allerdings 
wegen  der  Relation 

7.1  + 7*  + /V  = 1 


nicht  unabhängig  von  einander  sind,  werden  durch  die  Werthe  der 
Anfangsgeschwindigkeiten  vollständig  gegeben  und  enthalten  nur 
die  durch  (91'),  (91")  und  (93')  eingeführten  Integrationsconstanten 
A,  0 und  C.  Ihre  Unabhängigkeit  von  der  Anfangslage  des  Körpers 
erklärt  sich  dadurch,  dass  sie  ja  nicht  gegen  eine  willkürliche,  sondern 
eine  durch  eben  jene  Geschwindigkeiten  erst  bestimmte  Richtung, 
nämlich  die  Normale  v,  gerechnet  werden. 

Um  noch  eines  der  ah , ßh,  welches  zur  vollständigen  Bestimmung 
der  Lage  des  Körpers  erforderlich  ist,  zu  bestimmen,  bedarf  es  noch 
einer  Integration.  Man  bestimmt  am  bequemsten  eines  der  Verhältnisse 
ahjßh,  welche  direct  geometrische  Bedeutung  haben. 

Bezeichnet  man  z.  B.  den  Winkel  zwischen  der  XZ- Ebene  und 
der  durch  die  Z-  und  die  C-Axe  gelegten  mit  y,  so  ist 


und  daher 


dß%  — ßt  da%  * 
»*  + ß,* 


(94') 


Unter  Rücksicht  auf  (13")  und  (5)  erhält  man  hieraus  leicht: 


dtp  _ y,«'  4-  ytß' 
d t y?  + y.,‘ 

und  in  Rücksicht  auf  (94) 

d%>  _ Ao'+B  ß '* 
dt  ~ A *«'•  + 


(94") 

(94'") 


Hierin  sind  u und  ß'  nach  (93)  und  (93')  bekannte  Functionen 
von  t;  für  (f  ergeben  sich  elliptische  Functionen  der  Zeit. 

Wir  beschränken  uns  weiter  auf  die  Entwickelung  derjenigen 
Gesetze  für  die  Rotation  um  einen  Punkt,  welche  mit  elementaren 
Hülfsmitteln  abzuleiten  sind;  dieselben  beziehen  sich  vornehmlich  auf 
die  Grösse  der  Rotationsgeschwindigkeit  und  die  Lage  der  augen- 
blicklichen Rotationsaxe  im  Körper  und  im  Raume. 

Da  der  Körper  uns  nur  durch  sein  Hauptträgheitsellipsoid  um 
den  festen  Punkt  gegeben  ist,  so  hat  die  Betrachtung  an  dieses 
anzuknüpfen. 

Seine  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  das  System  A,  B,  C: 

A B 6*+  rV=  1.  (95) 

Die  Richtung  der  augenblicklichen  Drehungsaxe  d gegen  die 
Hauptträgheitsaxen  ist  gegeben  durch 

t Qt  Miß9 

cos  (d.  a)  = — i cos  ( d , b)  — — t cos  (d,  c)  — — • 

7 0)  7 W 7 0) 
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Ein  Radiusvector  r ihr  parallel  durch  den  festen  Punkt  gelegt 
schneidet  das  Trägheitsei lipsoid  (95)  in  einem  Punkt 


rd 

h = r_£_, 

— — j 

c — — 

ü) 

O) 

0) 

(95') 


den  man  den  Pol  der  Drehung  nennt;  die  Länge  r heisst  der 
Radius  des  Poles.  Setzt  man  die  Werthe  (95')  in  (95)  ein,  so 
resultirt: 


A«'?  -f  Bß'*  + Vy 


(95") 


Vergleicht  man  dies  mit  unserem  ersten  Integral  (91'),  so  folgt 
der  Satz: 

of  = r A;  (96) 


die  Rotationsgeschwindigkeit  ro  ist  in  jedem  Augenblick 
dem  Radius  des  Poles  im  Trägheitsellipsoid  proportional. 
Zugleich  werden  die  Gleichungen  (95')  zu 


9 

<x 


(96') 


geben  wir  der  ]/A  das  positive  Vorzeichen,  so  ist  dadurch  dem  Pol 
der  Drehung  die  specielle  Bedeutung  gegeben,  dass  er  die  Seite  der 
Drehungsaxe  bezeichnet,  um  welche  die  Rotation  in  positivem  Sinne 
stattfindet. 

Führen  wir  die  Coordinaten  a,  b,  c des  Poles  in  das  zweite 
Integral  (91")  ein,  so  ergiebt  sich 

AV+  B*5’  + rv=  (97) 


mithin  die  Gleichung  eines  zweiten  Ellipsoides,  auf  welchem  der  Pol 
verharren  muss.  Es  folgt  daraus  der  Satz: 

Der  Pol  der  Drehung  wandert  auf  der  Schnittcurve  der 
beiden  concentrischen  und  gleichliegenden  Ellipsoide  (95) 
und  (97),  bewegt  sich  also  in  einer  geschlossenen  Curve. 

Dass  sich  die  beiden  Ellipsoide  stets  schneiden  müssen,  ist  einmal 
aus  physikalischen  Gründen  klar,  folgt  aber  auch  aus  der  Ungleichung 
(91).  Denn  die  Halbaxen  des  Ellipsoides  (95)  sind  resp. 


die  von  (97)  resp. 


und  da  nach  (91)  gilt: 


l _i_  ^ i_ 

)7a’  Vb?  Vf ’’ 

0 0 o 

A]/A  ’ B]/Ä  r)/A? 
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jenachdem  ist,  so  ergiebt  sich,  dass,  wenn  die  grösste  Axe 

des  einen  Ellipsoides  kleiner  ist  als  die  grösste  des  andern,  umgekehrt 
die  kleinste  für  das  erstere  grösser  ist  als  die  kleinste  für  das  letztere. 

Die  beiden  Ellipsoide  schneiden  sich  stets  in  zwei  gleichen  Curven, 
die  symmetrisch  zum  Mittelpunkt  liegen.  Dies  zeigt,  dass  mit  den- 
selben Werthen  der  Integrationsconstanten  zwei  zwar  wesentlich  gleiche, 
aber  nach  Lage  des  rotirenden  Körpers  gegen  die  positive  Normale 
der  invariabeln  Ebene  entgegengesetzte  Bewegungen  vereinbar  sind. 

Ein  besonderes  Interesse  bieten  einige  specielle  Fälle. 

Gilt  für  die  Hauptträgheitsmomente  die  Ungleichung  A > B > T, 
so  ist  die  C-Axe  für  beide  Ellipsoide  die  grösste,  die  B-  die  mittlere, 
die  A-  die  kleinste.  Bestimmt  sich  dann  durch  den  Anfangszustand 
das  Verhältniss  0*/A  = A,  so  haben  beide  Ellipsoide  gleiche  A-Axen, 
das  Trägheitsellipsoid  (95)  liegt  jetzt  vollständig  innerhalb  des  andern 
(97)  und  beide  berühren  sich  im  Ende  ihrer  gemeinsamen  A-Axe  in 
einem  sdgenannten  elliptischen  Punkt;  die  Polcurve  reducirt  sich 
auf  den  Endpunkt  der  A-Axe,  es  tritt  also  eine  permanente  Rotation 
um  diese  ein.  Weicht  07A  nur  sehr  wenig  von  dem  Werthe  A ab  — 
es  kann  nach  (91)  nur  kleiner,  nicht  aber  grösser  sein  — so  wird  die 
Polcurve  elliptische  Gestalt  haben  und  ihr  Mittelpunkt  auf  der  A-Axe 
liegen.  Die  Rotationsaxe  wandert  also  dauernd  in  sehr  kleinem  Winkel- 
abstand um  die  A-Axe  herum. 

Ganz  ähnliches  gilt,  wenn  0*/A  = T ist.  Hier  umschliesst  das 
erste  Ellipsoid  (95)  vollständig  das  zweite  (97)  und  berührt  es  im  End- 
punkt der  C-Axe;  es  tritt  also  permanente  Rotation  um  die  C-Axe 
ein.  Ist  0*/ A nur  wenig  grösser  als  T,  so  wandert  die  Rotationsaxe 
in  einem  engen  elliptischen  Kegel  um  die  C-Axe. 

Anders,  wenn  07 A den  mittlem  Werth  B besitzt;  dann  hat  das 
Trägheitsellipsoid  parallel  der  A -Axe  eine  kleinere,  parallel  der  B - die 
gleiche,  parallel  der  C-  eine  grössere  Axe,  als  das  Ellipsoid  (97),  liegt  also 
zum  Theil  ausserhalb,  zum  Theil  innerhalb  desselben.  Hieraus  ergeben 
sich  für  beide  Ellipsoide  Berührungen  in  den  Enden  der  B-Axe  und 
ausserdem  zwei  Schnittcurven,  welche  sich  in  jenen  Punkten  schneiden 
— die  Berührung  i&t  eine  hyperbolische.  Da  nach  den  früheren 
Betrachtungen  jede  Haupt trägheitsaxe  eine  permanente  Rotationsaxe 
ist,  hat  man  dies  so  zu  verstehen,  dass  der  Pol  zwar  auf  diesen  Schnitt- 
curven wandert,  seine  Geschwindigkeit  in  jenem  Berührungspunkt 
aber  verschwindet. 

Ist  07'A  wenig  kleiner  oder  grösser  als  B,  so  ergiebt  sich  eine 
Schnittcurve  hyperbolischer  Gestalt  ; bei  einer  kleinen  Veränderung  der 
Anfangsbedingungen  verharrt  demnach  der  Pol  nicht  in  unmittelbarer 
Nähe  der  B- Axe,  sondern  wandert  über  das  ganze  Ellipsoid  hin. 


236 


Mechanik  starrer  Körper. 


In  diesem  Sinne  kann  man  die  Rotation  um  die  grösste 
und  kleinste  Trägheitsaxe  durch  den  festen  Punkt  stabil, 
um  die  mittlere  aber  labil  nennen. 

Legt  man  an  das  Trägheitsellipsoid  (95)  in  dem  augenblicklichen 
Ort  des  Poles  eine  Tangentenebene  und  bezeichnet  deren  laufende 
Coordinaten  mit  a,  b',  c,  so  lautet  ihre  Gleichung: 


A ad  + B bb'  -f  Tcc  = 1 . 


(97') 


Hieraus  folgte  dass  der  normale  Abstand  n dieser  Ebene  von  dem 
festen  Punkte  oder  dem  Centrum  des  Trägheitsellipsoides  gegeben  ist 
durch 


1 = AV  + rv 

n- 

oder  nach  (97)  durch 

l _ 0* 
n2  ~ A ’ 

es  gilt  daher  ferner: 

Die  durch  den  Pol  an  das  Trägheitsellipsoid  gelegte 
Tangentenebene  hat  von  dem  festen  Punkte  den  unveränder- 
lichen Abstand 


(97”) 


Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Normale  n mit  den  Axen 
A,  B,  C einschliesst,  sind  nach  (97'): 

cos  (n,  a)  = A an,  cos  ( n , b)  ■—  B bnt  cos  ( n , c)  = f an , 


oder  nach  Einsetzen  von  a,  b,  c aus  (96')  und  n aus  (97") 

cos  {n,  a)  = , cos  (w,  6)  = — , cos  (n,  c)  = * (98) 


Die  Winkel  von  n mit  den  absolut  festen  Axen  X , F,  Z be- 
stimmen sich,  indem  man  diese  Formeln  mit  den  Factoren  a2,  u2\ 
ßn  ßt,  ßt\  7i,  7*1  7*  zusammenfasst  zu: 


cos  (n,  x) 
cos  (w,  y) 


cos  (n,  x)  = - 


Aao,  4-  B ß'a2  + T y'  a, 
0 ’ 

a «7?,  + b /?'/?,  + ry& 
0 ’ 

A a'y,  + B ys  4-  T y'y, 


(98') 


0 


Vergleicht  man  diese  Werthe  mit  den  Beziehungen  (91"')  und  (92  ), 
so  erkennt  man  den  Satz: 

Die  im  Pol  an  das  Trägheitsellipsoid  gelegte  Tangenten- 
ebene ist  parallel  mit  der  dem  rotirenden  Körper  zugehörigen 
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invariabeln  Ebene  grössten  Flächenmomentes  und  behält 
daher,  ebenso  wie  ihre  Normale,  ihre  Lage  im  Raume 
unverändert  bei. 

Da  der  Pol  ein  Punkt  der  augenblicklichen  Rotationsaxe  ist,  so 
hat  er  keine  Geschwindigkeit;  demgemäss  hat  auch  die  Stelle  des 
Trägheitsellipsoides,  welche  auf  der  invariabeln  Ebene  aufhegt,  keine 
Geschwindigkeit.  Daher  gilt  weiter: 

Das  Trägheitsellipsoid  rollt,  während  es  sich  um  sein 
Centrum  dreht,  ohne  zu  gleiten  auf  der  festen  Ebene. 

Dies  ist  entsprechend  dem  auf  p.  235  Gesagten  jederzeit  auf  zwei 
Weisen  möglich,  welche  auf  der  festen  Ebene  die  gleiche  Curve,  aber 
auf  dem  Trägheitsellipsoid  zwei  symmetrisch  zum  Centrum  gelegene 
Polcurven  liefern. 

Für  die  Componente  con  der  Rotationsgeschwindigkeit  um  die 
Normale  n zur  invariabeln  Ebene  gilt  ein  einfacher  Satz,  den  man  er- 
hält, wenn  man  die  Gleichungen  (98)  mit  den  Rotationscomponenten 
a , ß'j  y um  die  Hauptträglieitsaxen  multiplicirt  und  zusammen  addirt. 
Es  folgt: 

Aa'!  + B/9'*  + IV* 

= 0 

oder  nach  (91'): 


die  Componente  der  Rotationsgeschwindigkeit  nach  der  Nor- 
malen auf  der  festen  Ebene  ist  constant. 

Besonders  einfach  werden  die  Verhältnisse  in  dem  Falle,  wo  zwei 
der  drei  Hauptträgheitsmomente  des  Körpers  um  den  festen  Punkt 
einander  gleich  sind,  jener  etwa  ein  Rotationskörper  ist,  der  um  einen 
Punkt  seiner  Axe  rotirt. 

Sei  A = B,  dann  werden  die  Gleichungen  (90): 

A^  = (?Y(A-r),  A ^ = y«  (r - A),  r^  = 0.  (99) 


Hieraus  folgt,  dass  / constant  ist,  d.  h.  die  Rotation  um  die 
ausgezeichnete  Axe  C mit  constanter  Geschwindigkeit  geschieht, 
Setzen  wir  jetzt  und  später,  falls  y constant  ist,  y — p , ausserdem 
(f  — A)/A  = e,  so  wird: 


<U_ 

dt 


und  daraus  folgt  : 


- ß'pe, 


d£ 

dt 


+ a’pe, 


a — q cos pe  {t  — t0),  ß'  = q sin;;e  (#  — t0),  y = p , (99') 

wobei,  wie  p , auch  q und  t0  Constante  sind. 
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Demgemäss  ergiebt  sich  die  gesammte  Rotationsgeschwindigkeit: 


cj-  = u 2 + ß'2  + /*  = f + q *, 


(99") 


also  ebenfalls  constant. 

Nennt  man  den  Winkel,  den  die  Rotations-  mit  der  C-Axe  ein- 
schliesst,  S,  und  denjenigen,  der  zwischen  der  AC- Ebene  und  der  die 
C - und  die  Rotationsaxe  enthaltenden  Ebene  liegt,  i//,  so  ist: 

f ryt  f 

— — sin  Ö cos  w,  — = sin  S sin  Z.  — cos  S. 

(0  1 0)  r (t) 


Hieraus  folgt: 


tg  \f)  = tgi>€  {t  - *0),  tg^'  = 

*2  _ \u  _ y(r-A) 

</£  ' ^ A 


(99'") 


Für  einen  Körper  mit  zwei  gleichen  Hauptträgheits- 
momenten ist  sowohl  die  Rotationsgeschwindigkeit  y um  die 
ausgezeichnete  Axe  als  die  resultirende  Rotationsgeschwin- 
digkeit (o  constant,  und  die  vom  Pol  auf  dem  Hauptträgheits- 
ellipsoid,  wie  auf  der  festen  Ebene  beschriebene  Curve  ist 
ein  Kreis,  der  vom  Pol  mit  der  constanten  Winkelgeschwin- 
digkeit M,  = /(r—  A)/A  durchlaufen  wird. 

Der  Winkel  & zwischen  der  ausgezeichneten  C-Axe  und  der  Nor- 
malen n der  invariabeln  Ebene,  die  wir  zur  Z-Axe  gewählt  haben, 
ist  nach  dem  Vorstehenden  von  unveränderlicher  Grösse,  sein  Cosinus 
den  wir  hier  und  später,  im  Falle  er  constant  ist,  mit  k bezeichnen 
wollen,  findet  sich  aus  (94): 

(10°) 


Der  Winkel  (p  zwischen  der  XZ-  Ebene  und  der  durch  die  Z- 
und  C-Axe  gelegten  ist  nach  (94'")  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen gegeben  durch: 

* = £=4-  (100) 

O ist  hiernach  also  die  eonstante  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
die  C-  um  die  Z-Axe  rotirt. 

Hierin  lässt  sich  die  Integrationsconstante  0 entweder  nach  (91") 
durch  die  constanten  Geschwindigkeiten  p und  q um  die  Haupt-  und 
eine  Nebenaxe  nach  der  Formel 

ö’=  ay+  ry,  (ioo") 

oder  anschaulicher  nach  (100)  durch  die  eonstante  Geschwindigkeit  p 
um  die  Hauptaxe  und  den  constanten  Cosinus  k des  Winkels  zwischen 
dieser  und  der  Z-Axe  bestimmen,  sodass  man  erhält: 

0 = 7i  = U-  (10(r> 
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Die  Geschwindigkeit  O,  mit  welcher  die  ausgezeichnete 
Hauptträgheitsaxe  C um  die  Normale  Z der  invariabeln 
Ebene  rotirt,  ist  indirect  proportional  dem  Cosinus  k des 
Winkels  zwischen  beiden  und  direct  proportional  der  Rota- 
tionsgeschwindigkeit des  Körpers  um  die  C-Axe. 

Endlich  fügen  wir  noch  den  nach  den  frühem  Formeln  sogleich 
einzusehenden  Satz  hinzu: 

Sind  alle  drei  Hauptträgheitsmomente  gleich,  so  sind 
auch  alle  drei  Rotationsgeschwindigkeiten  a\  ß',  / constant; 
die  Drehung  geschieht  hier  also  mit  constanter  Geschwindig- 
keit um  eine  im  Raume  und  im  Körper  feste  Axe.  — 

II.  Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  dass  der  um  einen  festen 
Punkt  drehbare  Körper  einer  Kraft  K unterworfen  ist,  die  eine  im 
Raume  unveränderliche  Richtung  hat  und  in  einem  im  Körper  festen 
Punkte  angreift,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  System  der 
Hauptträgheitsaxen  an  blf  c,  sein  mögen;  im  Falle  die  Schwere  wirkt, 
ist  K das  Gewicht  des  Körpers  und  sind  an  b1}  cx  die  Coordinaten 
seines  Schwerpunktes. 

Legen  wir  die  Z- Axe  der  Kraft  K parallel,  so  lauten  unsere 
Gleichungen  (89): 

A^  + (r-B  )ß’r'  = K{b,r.-e,r,), 

Bi-£  + {n-r)r'«  = K(c,r,-a,r.),  (ioi) 

+ (B  - k)a  ß'  = K(a,y,—  b,y,); 
zugleich  folgt  aus  (88'): 

B utß'  -f  V ct,/)  = + K{a1ß1  + btßt  + cyßt), 

~ (A  ßxu  + B ß2ß'  + T ß,  y)  = — K{alu1  + + c,ors),  (101') 

ji  (A  */,«'  + B ytß'  + T yty)  = 0. 


Hultiplicirt  man  die  Gleichungen  (101)  mit  den  Factoren  a,  ß',  /, 
addirt  und  berücksichtigt,  dass  nach  (13"): 

77/  - 7t?  = 7x,  7*“  - 77/  = 7t,  7x?  - 7**'  = 7t  (101") 

ist,  so  erhält  man  eine  direct  integrable  Formel,  welche  liefert: 

A«'1  + B/T  + Vy'  = 2 K{alYl  + b>yt+  clY%)  + A;  (102) 

diese  Gleichung  ist  die  der  lebendigen  Kraft,  A die  Integrations- 
constante. 
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Ein  zweites  Integral  giebt  die  letzte  Formel  (101');  dasselbe  ist 

Ar,«  + B^+ry,/=K  (102') 

und  stellt  nach  (91"')  den  Fläckensatz  in  Bezug  auf  die  Ebene  normal 
zur  Kraft  K dar.  Da  wir  über  die  positive  Richtung  der  Z-Axe  bereits 
verfügt  haben,  so  sind  positive  und  negative  Wert-he  von  K zuzulassen. 

Ein  drittes  Integral  ist  bisher  nur  für  den  speciellen  Fall  ge- 
funden, dass  der  Angriffspunkt  der  Kraft  K auf  einer  Hauptträgheits- 
axe,  z.  B.  der  C-Axe,  liegt  und  die  Trägheitsmomente  um  die  A - und 
B - und  daher  um  alle  zur  C-Axe  normalen  Axen  gleiche  Wertlie 
haben.  Die  erste  Bedingung  verlangt,  dass 

a,  = bt  = 0, 

die  zweite,  dass 

A = B 


ist.  In  Folge  dieser  Beziehungen  wird  die  letzte  Gleichung  (101)  direct 
integrabel  und  liefert  durch 


(102") 


worin  p eine  Constante  bezeichnet,  das  Resultat,  dass  in  diesem  Falle 
die  Rotationsgeschwindigkeit  um  die  C-Axe  constant  ist. 

Die  ersten  beiden  Gleichungen  (101)  nehmen  zugleich  die  Form  an: 


»'Tt  + V - *)Pß'  = -Kc,y„ 

A^-(r-A)i>«'=  + Kc,r„ 


(102'") 


die  Integrale  (102)  und  (102')  werden  zu: 

A(c*'2  + ß'*)  +ry  = 2Kclyi  -f-  A, 

A (;'.«'  + T'tß')  + T yap  = K.  ' 

Die  Durchführung  des  Problems  giebt  für  die  Grössen  ah , ßh,  yhf 
welche  die  Lage  des  Körpers  gegen  das  absolut  feste  System  A',  Y \ Z 
in  jedem  Augenblick  bestimmen,  elliptische  Functionen  der  Zeit. 

Mit  elementaren  Hülfsmitteln  ist  hier  nur  wenig  Aufklärung  über 
den  stattfindenden  Vorgang  zu  erhalten. 

Die  Gesetze  für  die  bekannten  Kegelbewegungen,  welche  die  Axen 
von  Kreiseln  oder  Gyroscopen  unter  der  Wirkung  der  Schwere  aus- 
führen, findet  man,  wenn  man  die  Annahme  in  die  vorstehenden 
Gleichungen  einführt,  dass  der  Winkel  zwischen  der  C-  oder  Kreisel- 
axe und  der  Z- Axe,  welche  parallel  der  Richtung  der  Kraft  durch 
den  festen  Punkt  gelegt  ist,  constant  bleibt. 

Dies  geschieht,  indem  man 


y9  = k , also 


(103) 
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setzt,  wo  k wiederum  eine  Constante  bezeichnet.  Die  letzte  Gleichung 
(101")  und  die  Gleichung  (94")  werden  dann  zu 


Yiß'  — Yt<x'  = 0,  yxd  + ytß?  = {y*  + y*) 


dq> 

77 


und  aus  ihnen 


dq> 

+/  

/l  dt1 


+ 


dq> 

dt 


(103') 


Hierin  ist  dcpjdt  die  Winkelgeschwindigkeit  0,  mit  welcher  die 
C-  die  Z-  Axe  umkreist. 

Bildet  man 

und  beachtet,  dass 

r 7 + y:  = i - k% 

also  constant  ist  und  auch  unter  den  gemachten  Voraus- 

setzungen nach  der  ersten  Formel  (102"")  einen  constanten  Werth  q* 
hat,  so  erkennt  man,  dass  auch  0 unveränderlich  ist.  Man  erhält  für 
dasselbe  zunächst  den  Werth 


* = (103"> 

der  indess,  da  q die  Rotationsgeschwindigkeit  um  eine  Nebenaxe  ist, 
wenig  Interesse  hat. 

Setzt  man  die  Werthe  von  d und  ß'  in  eine  der  beiden  ersten 
Gleichungen  (101),  so  erhält  man  in  Rücksicht  darauf,  dass  A = B, 
ax  = b,  = 0 und  dcpjdt  constant  ist: 


AjV  d>  + (f  — A )py9  O = — 


oder,  da  nach  (100")  und  (103') 


ist,  auch 


yl  = YtP  - kß'  = yt  (p  - k<S>) 
y,{rp4>  - AkW+KcJ  = 0. 


Hieraus  folgt,  da  y9  nicht  dauernd  gleich  Null  sein  kann,  die 
Gleichung 


A/,-02  _ fp  O = Ket,  (104) 


aus  welcher  sich  bei  demselben  p und  k zwei  Werthe  für  0 ergeben, 
nämlich: 


^ _ rp  ± ]/4A  Kkci  + r*p 4 
^ — 2~A k 


(104') 


Diese  Werthe  sind  stets  reell,  wenn  kc t positiv  ist,  d.  h.  die  Pro- 
jection  der  Entfernung  cx  zwischen  dem  festen  Punkt  und  dem  Angriffs- 
punkt der  Kraft  auf  die  Richtung  der  Kraft  K positiv  ist;  im  andern 
Falle  können  sie  bei  hinreichend  kleinem  p complex  werden,  d.  h.  bei 
kleiner  Rotationsgeschwindigkeit  p kann  unter  der  Wirkung  der  ge- 
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gebenen  Kraft  K , z.  B.  der  Schwere,  die  verlangte  Kegelbewegung 
nicht  zu  Stande  kommen.  Nimmt  man  p so  gross  an,  dass  man  die 
Wurzelgrösse  entwickeln  kann,  so  erhält  man  die  beiden  angenäherten 


Werth  e: 


0 = !>  + 
A k ^ 


Ke, 

r v 


und 


(104") 


Der  erste  Werth  unterscheidet  sich  um  so  weniger  von  dem  ohne 
Wirkung  der  äussern  Kraft  stattfindenden  (100"'),  je  grösser  die  Rota- 
tionsgeschwindigkeit p um  die  C-Axe  ist;  er  giebt  daher  eigentlich 
keine  in  Folge  von  K auftretende  neue  Erscheinung. 

Anders  der  zweite  Werth,  der  mit  wachsender  Rotationsgeschwin- 
digkeit p abnimmt  und  bei  unendlicher  verschwindet;  dieser  stellt 
offenbar  die  Kegelbewegung  dar,  welche  bei  Kreiseln  regelmässig  zu 
beobachten  ist. 

Es  bleibt  zu  erklären,  wie  es' möglich  ist,  dass  für  cj>  hier  bei 
Einwirkung  einer  Kraft  zwei  Werthe,  oben  ohne  solche  nur  einer 
gefunden  ist. 

Denken  wir,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  die  Z-Axe  positiv 
nach  unten  gerechnet  und  den  Körper  um  die  C-Axe,  welche  den 
Winkel  & mit  der  Z-Axe  einschliesst,  mit  der  Geschwindigkeit  p in 
Rotation  gesetzt,  ohne  dass  eine  äussere  Kraft  K wirkt,  so  kann  man 
dem  Körper  auf  zwei  Weisen  die  Neigung  & ungeändert  erhalten:  ein- 
mal, indem  man  ihm  keine  andere  Bewegung  als  die  Rotation  p mit- 
theilt, in  welchem  Falle  die  C-Axe  als  permanente  Drehungsaxe  im 
Raume  ruht  — sodann,  indem  man  ihm  noch  eine  Rotationsgeschwin- 
digkeit q um  eine  Nebenaxe  ertheilt  von  der  aus  (100)  und  (100") 
folgenden  Grösse  r.  , M 


vermöge  deren  nun  die  C-Axe  in  constanter  Neigung  um  die  Z-Axe 
kreist. 

Diese  beiden  Fälle  sind  möglich,  aber  nur  der  zweite  ist  oben  in 
Formel  (100'")  ausgedrückt,  weil  für  jene  die  Z-Axe  ausdrücklich  als 
Normale  der  invariabeln  Ebene  vorausgesetzt  war.  Im  ersten  Falle 
ist  aber  die  im  Raume  feste  C-Axe  selbst  diese  Normale. 

Aus  diesen  beiden  Bewegungen  leiten  sich  nun  offenbar,  bei  Ein- 
wirkung der  Kraft  K,  die  in  (104")  enthaltenen  beiden  ab;  ein  Wider- 
spruch ist  daher  nicht  vorhanden.  — 

III.  Wir  wollen  uns  schliesslich  noch  mit  der  Rotation  eines 
Körpers  um  seinen  festen  Schwerpunkt  beschäftigen  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  er  eine  Anziehung  von  einem  Massenpunkt  m1  erfahrt, 
welcher  in  grosser  Entfernung  in  einem  Kreis  um  ihn  herumwandert; 
dies  Problem  steht,  wie  wir  sehen  werden,  in  Zusammenhang  mit 
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der  Theorie  der  Einwirkungen  von  Sonne  und  Mond  auf  die  Erde, 
welche  die  sogenannte  Präcession  und  Nutation  hervorbringen. 

Sei  der  feste  Schwerpunkt  des  Körpers  wieder  der  Nullpunkt  des 
ATZ-Systemes  und  wandere  der  anziehende  Massen punkt  gleichförmig 
im  eonstanten  Abstand  e0  von  ihm  in  der  ATP-Ebene. 

Schliesst  die  Richtung  von  e0  mit  den  Hauptträgheitsaxen  Winkel 
ein,  deren  Cosinus  resp.  a,  ß,  y sind,  so  wird  in  einem  spätem  Ab- 
schnitt gezeigt  werden,  dass  das  Attractionscentrum  auf  den  Körper 
Drehungsmomente  F,  G , H um  die  Hauptträgheitsaxen  ausübt  von 
der  Grösse: 

j-,  Sntif ~ 3 mxf  fK  rs 

^=-rr-(r-B  )ßy,  O = *— r-  (A  — V)ya, 

3 „,f  ° (105) 

B-A)«/?. 

Hierin  drücken  wir  a,  ß,  y durch  die  Winkel  aus,  welche  die  A-,  B -,  C- 
mit  den  X-,  Y-,  Z-Axen,  und  welche  e0  mit  der  X - und  Y-  Axe  ein- 
schliesst;  nennen  wir  cp  den  Winkel  zwischen  den  Richtungen  von  e0 
und  X,  so  wird: 

a — ux  cos  <p  + ß , sin  < p , 

ß = at  cos  (p  + ßt  sin  cp,  (105') 

/ = a3  cos  cp  -j-  ßt  sin  cp . 

Da  der  Punkt  mx  gleichförmig  rotirt,  so  ist  cp  eine  lineäre  Function 
der  Zeit. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  die  Rotationsgeschwindigkeit  des 
Punktes  ml  gross  ist  gegen  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die 
Drehungsaxe  innerhalb  des  Körpers  bewegt,  und  zwar  in  einem  Maasse, 
dass  man  an  Stelle  der  wechselnden  Werthe  der  Momente  F,  G,  H 
ihre  Mittel  werthe  für  die  Dauer  eines  Umlaufes  einführen  kann  — oder, 
anders  ausgedrückt,  dass  man  sich  die  Masse  m,  des  Attractions- 
centrums  auf  einen  Kreis  vom  Radius  e0  gleichmiissig  vertheilt 
denken  darf. 

Dann  haben  wir  in  (105)  an  Stelle  von  ßy,  yu , aß  resp.  zu 
setzen: 

27t 

-2~  fßrd<p  = \ (*.«•  + ßtß»)  = - y r*r>, 

o 

21t 

-2 ~ fr*  d(p  = y (*»«>  + ß*ß>)  = - y y*Y»  (105") 

0 

27t 

Ynf  aßd(f>  = {(«>«>+  ßyß*)  = - Y 

0 

16  * 
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Kürzt  man  noch  3m,/*/2e0*  in  f ab,  so  erhält  man  die  Momente 
F,  G,  H in  der  folgenden  Gestalt: 

F = - f'{V  - B)  yty„  G = — f (A  - T)  ytylf 

H=  — /"  (B  — A)  yxyt  1 } 

und  die  Bewegungsgleichungen  (89)  werden  zu: 

A7T  + (r-B)/?Y= 

B^  + (A-r)/V=  -r(A-r)/.y„  (106) 

r^  + (B  — A)  aß1  = 


Es  ist  leicht,  drei  erste  Integrale  dieser  Gleichungen  zu  bilden. 
Fasst  man  sie  mit  den  Factoren  cS,  ß',  y zusammen  und  berück- 
sichtigt, dass 


yi  = 7u'  - r>ß\  r*  = - rr/,  y*  = y>ß'-  r,«' 


ist,  so  resultirt: 


A«'*  + üß' 1 + T /•  = A + f (A y*  + B?v  + !>,•).  (106') 

Die  Factoren  Ar/,  B/?',  f / geben  aus  demselben  Grunde: 


AV*  -f  B2/?'2  -f-  P/*  = 0*  — f (Bf;v  + TA  /**  + AB  ?y);  (106") 


endlich  die  Factoren  y„  yt,  y%: 

A y,  er'  + B y./S'  + T = K. 


(106"') 


Hierin  sind  A,  0,  K Integrationsconstanten. 

Die  Fonnel  (106')  giebt  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft, 
(106")  und  (106'")  sind  Flächensätze. 

Wir  wollen  weiter  nur  den  speciellen  Fall  behandeln,  dass  der 
Körper  in  Bezug  auf  seinen  Schwerpunkt  zwei  gleiche  Hauptträgheits- 
momente A = B besitzt  und  mit  seiner  ausgezeichneten  Trägheitsaxe  C 
einen  Kreiskegel  um  die  Z-  als  Axe  beschreibt;  wir  fragen,  wie  sich 
dessen  Oeffnung  durch  die  ertheilten  Geschwindigkeiten  bestimmt. 

Die  erste  gemachte  Annahme  lässt  laut  der  dritten  Gleichung  (106) 

7 = P, 

d.  h.  constant  werden,  die  zweite  giebt  auch  y%  einen  constanten  Werth: 


Hierdurch  gehen  die  beiden  ersten  Gleichungen  (106)  über  in: 


A % + (r  — A )p(T  = - n r - A)  ky„ 
A % - C - = +r(r-A)4y„ 


(107) 
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stimmen  also  mit  (102"')  überein,  nur  dass  an  Stelle  von  Kcx  dort 
hier  — f'k  (r  — A)  steht. 

In  Folge  dessen  sind  die  dort  erhaltenen  Resultate  bis  auf  den 
Werth  der  Constanten  auch  hier  gültig. 

Nimmt  man  die  Rotationsgeschwindigkeit  p des  Körpers  um  die 
C-Axe  und  den  Winkel  zwischen  der  C-  und  der  Z-Axe,  also  k,  als 
gegeben  an,  so  kann  man  nach  (104”)  durch  zwei  Werthe  der  Winkel- 
geschwindigkeit O,  mit  welcher  die  C - um  die  Z-Axe  kreist,  den 
Bedingungen  des  Problemes  genügen,  nämlich  durch: 


A k 


3 m,  fk  (r  — A) 
2 e*Vp 


und  02= 


3 »i,  fk  (r  — A) 

2 6(?  r p 


(107') 


Der  erstere  entspricht  dem  Falle,  dass  der  rotirende  Körper  auch 
ohne  Einwirkung  der  äussern  Kraft  bei  dem  gegebenen  Anfangszustand 
mit  seiner  C- Axe  eine  Kegelbewegung  um  die  Z-Axe  beschrieben 
hätte,  der  zweite  dem,  dass  unter  diesen  Umständen  seine  C’-Axe 
geruht  hätte. 

Man  kann  die  letztere  Formel  an  wenden  auf  die  Lagenänderung 
der  Erdaxe  in  Folge  der  Einwirkung  der  Anziehung  von  Sonne  und 
Mond,  auf  die  sogenannte  Prä  cessio  n und  Nutation.  Die  Erdaxe 
rotirt  um  die  Normale  auf  der  Ekliptik,  während  sie  mit  ihr  den  nahe 
constanten  Winkel  von  23°  27'  einschliesst,  und  vollendet  einen  Um- 
lauf in  ca.  25800  Jahren.  Wie  wir  später  sehen  werden,  kann  für 
die  Betrachtung  der  Rotation  eines  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt 
letzterer  als  feststehend  angenommen  werden;  wir  können  uns  also  für 
die  Behandlung  der  Präcession  den  Erdmittelpunkt  ruhend  und  Sonne 
und  Mond  ihn  umkreisend  denken.  Deren  Umlaufszeiten  würden  dann 
gegenüber  der  Umlaufszeit  der  Erdaxe  als  verschwindend  klein  anzu- 
sehen sein,  wie  bei  der  vorstehenden  Rechnung  vorausgesetzt  ist. 

Die  Beobachtung  zeigt,  dass  bei  der  Erde  die  zweite  Wurzel  02 
Gültigkeit  hat,  die  Erdaxe  ohne  äussere  Einwirkung  also  im  Raume 
ruhen  würde.  Betrachtet  man  die  Erde  als  ein  Rotationsellipsoid  von 
den  Halbaxen  a und  c und  der  Masse  m,  so  ist  nach  (42'); 

A m («*  -f  <r)  r 2 m a* 


und  es  wird,  wenn  man  die  Wirkung  von  Sonne  und  Mond  zu- 
sammenaddirt: 

(K  _ 3 fkja'-c*)  , mf\  < 

* 4ct*p  V«os_t*«o7 

Den  Werth  der  Constante  f des  Newton ’schen  Gesetzes  werden 
wir  weiter  unten  zu 

/• = 
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bestimmen,  worin  r den  mittlem  Erdradius,  die  von  dem  Einfluss 
der  Centrifugalkraft  befreite  Beschleunigung  durch  die  Schwere  be- 
zeichnet; (<z2  — c2)/«*  = g2  ist  das  Quadrat  der  numerischen  Excentrieität 
des  Erdmeridians. 

Führt  man  noch  die  Umlaufszeit  der  Erde  um  ihre  Axe  r = 2;r/p 
und  die  der  Erdaxe  T=2nf<$)t  ein,  so  erhält  man  auch: 

1 _ 3 g0kr  ..  fm± . M!  1 mf  fr  V 1_\  > 

T 16  ;r  \e„ ) e0  in  [e0'J  e0 ) 

Soll  T sich  in  Jahren  finden,  so  ist 

* . • 

t = -i-  und  g,  = 9,83 . (86400)’.  (365)’ 

oOO 

zu  setzen;  ferner  ist: 

k = 0,9174,  r = 6367  km, 

und  für  den  Mond: 

^ = 0,0125,  e0  = 384  000  km.  ^ = 60, 

m 7 7 r 7 

für  die  Sonne: 

^ = 324  400,  e/  = 149  000  000  km,  ^ = 23300. 

m 7 7 r 

Rechnet  man  mit  diesen  Zahlen  T aus,  so  erhält  man  den  Werth 
24600  Jahre,  der  mit  der  aus  der  Beobachtung  berechneten  Zahl  von 
25800  Jahren  soweit  stimmt,  als  es  bei  den  gemachten  Vernach- 
lässigungen zu  erwarten  ist. 


§ 24.  Bewegung  eines  freien  starren  Körpers  unter  der  Wirkung 
äusserer  Kräfte;  ebene  Bewegungen. 

Ist  kein  Punkt  des  bewegten  starren  Körpers  festgehalten  und 
dadurch  als  Anfangspunkt  des  im  Körper  festen  C o o rd  i n aten  System  es 
empfohlen,  so  wird  man  in  den  allgemeinen  Gleichungen  (34)  diesen 
Anfangspunkt  passend  in  den  Schwerpunkt  des  Körpers  legen,  also 

x0  = y0  = f -*'0 = 
setzen.  Jene  Formeln  werden  hierdurch: 


di  ^ v 


m 


dt 


= 2* 


m 


d : 


m A - X (|-  + + £>)  + | (|r  + V + £»)) 

-f*  — + ,uZ  + f H}  = ^ (y.Z.  — äj, 4.), 


(108) 
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m -jj  (iT£  — £1  — p (I*  4-  v*  4- £*)  4-  v 4-  w 4-  Cv )) 

+ ~ (*'  Z + fx'  H + v'  =')  = 2 (**■ Xh  - 4), 

m Jt  ~ ^ v ~ v'  ^ + 1)1  + ^ + £ + vf*  + £«0) 


(108) 


4*  (Ä  H 4-  ^ — 4*  v Z)  — ^ ( Xi,  I h — i)h  Xh) . 


Setzt  man  in  den  letzten  drei  Gleichungen  rechts 

%h  = £ 4*  i/i)  Uh  = V 4*  7Jhy  ~h  — £ 4“  £h, 
wo  nun  ijh,  £h  die  relativen  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Schwer- 
punkt sind,  so  wird: 


(t/h  4 — %h\  h)  — ( i}h  zt,  — Lh  i 7.)  + v 2 4 t ^ ^ >> 


— Ij0-\-  1)1 


/ dt'  „ dr;\ 


(108') 


falls  L0  die  Summe  der  Drehungsmomente  um  eine  zur  A-Axe  parallele 
durch  den  Schwerpunkt  bezeichnet;  ebenso  wird: 


2 (*»*»  - Zk)  = U,  + m - | ~) , 

2 (*»  n - *X)  = *r.  + *»  (i  $ - v jl)  ■ 


(108") 


Bezeichnet  man  auch  die  Trägheits-  und  Deviationsmomente  um 
zu  den  X,  Y,  Z - parallele  Axen  durch  den  Schwerpunkt  mit  dem 
untern  Index 0,  so  gilt: 


E=Zo +m{n'+?),  H = H« +?«(£* 4- f*),  2 =Zo+m(?  4-*/*), 
E'  = Eo'-myt,  H'=  H0'-m£f,  Z' =Zo  —m  gij. 


(108'") 


Benutzt  man  alle  diese  Beziehungen,  so  verwandelt  sich  das 
System  (108)  in: 


in 


d_i 

dt 


d:' 


1 


^•(r= +^z.'  + »'H.')  = i„ 

~ (>:  z;  + fi'  h»  + * =/)  = 34,  (io9) 


~():H:+fi,z:+vzt)  = K- 

Die  Drehungsgeschwindigkeiten  1'7  fi,  v beziehen  sich,  wie  früher, 
auf  die  durch  den  Anfangspunkt  des  im  Körper  festen  Coordinaten- 
systemes  (hier  also  durch  den  Schwerpunkt)  gehenden  Parallelen  zu 
den  ArPZ-Axen,  daher  auf  dieselben  Kichtungen  wie  die  L„,  M„,  Ar0, 

— -oj  Ho>  Zo>  — o j Ho  t 2>  ♦ 
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Vergleicht  man  diese  Formeln  mit  den  für  einen  Massenpunkt 
Und  den  für  einen  um  einen  festen  Punkt  rotirenden  Körper  geltenden, 
so  erhält  man  den  Satz,  der  nur  eine  andere  Fassung  der  in  § 15  für 
die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  und  für  die  Flächenmomente 
gefundenen  Resultate  ist: 

Ein  freier  starrer  Körper  rotirt  um  seinen  Schwerpunkt 
ebenso  als  wäre  derselbe  festgehalten  und  wirkten  nur  die 
Drehungsmomente  der  äussern  Kräfte  um  Axen,  die  durch 
diesen  Punkt  gehen,  während  gleichzeitig  der  Schwerpunkt 
so  fortschreitet,  als  wäre  in  ihm  die  ganze  Masse  concentrirt 
und  griffen  in  ihm  alle  Kräfte  mit  der  gegebenen  Stärke  an. 

Die  Formeln  (109)  gestatten  uns  nun  auch,  die  Voraussetzungen 
genauer  zu  erkennen,  welche  zu  erfüllen  sind,  damit  ein  Körper  als 
materieller  Punkt  angesehen  werden  kann,  das  heisst,  damit  seine 
Bewegung  oder,  wie  wir  nunmehr  präciser  sagen,  diejenige  seines 
Schwerpunktes  von  seiner  Gestalt  und  Zusammensetzung  unabhängig  ist. 

In  den  drei  ersten  Gleichungen  (109)  kommt  Gestalt  und  Zu- 
sammensetzung des  Körpers  nur  in  den  auf  den  rechten  Seiten  stehen- 
den Ausdrücken  vor,  denn  die  Kräfte,  welche  ein  Element  des  Körpers 
erfährt,  sind  im  Allgemeinen  als  Functionen  des  Ortes  und  der  Ge- 
schwindigkeit eben  jenes  Elementes  zugelassen  und  geben  daher  andere 
Componentensummen,  wenn  ihre  Angriffspunkte  geänderte  Coordinaten 
und  Geschwindigkeitscomponenten  erhalten. 

Bezeichnen  wir  für  die  Kraft  Xh , Yh,  Z)t  die  relativen  Coordinaten 
des  Angriffspunktes  gegen  den  Schwerpunkt  mit  |*,  i;h,  seine  rela- 
tiven Geschwindigkeitscomponenten  mit  fh',  rjh',  so  kann  man  setzen, 
da  die  Functionen  Xh,  Z„,  Yh  stets  als  stetig  anzusehen  sind: 


Hierin  bedeutet  {Xh)0  den  Werth  von  Xh,  der  resultirt,  wenn  man 
an  Stelle  der  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  des  wirklichen  An- 
griffspunktes von  Kh  diejenigen  des  Schwerpunktes  einsetzt. 

2-V„,  2 2^  sind  von  der  Gestalt  und  Zusammen- 

setzung des  Körpers  unabhängig,  wenn  dessen  Dimensionen 
so  klein  sind,  dass  es  innerhalb  der  geforderten  Annäherung 
gestattet  ist,  die  Reihen  mit  dem  ersten  Glied  abzubrechen, 
und  dieses  selbst  jene  Grössen  nicht  enthält 

Ersteres  setzt  im  Allgemeinen  voraus,  dass  schon  die  in  |h,  ijh,  Ch 
und  rjh',  lineären  Glieder  vernachlässigt  werden  müssen;  nur 
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in  dem  speciellen  Falle,  dass  die  Kräfte  den  Massen  proportional  sind, 
verschwinden  die  linearen  Glieder  wegen 

2 = 2 m>'Vh = 2 = 0 


von  selbst  und  sind  erst  die  Glieder  zweiter  Ordnung  zu  vernach- 
lässigen. 

Indess  ist  diese  eine  Bedingung  nicht  unter  allen  Umständen  ge- 
nügend, sondern  versagt  in  den  allerdings  in  der  Praxis  seltenen  Fällen, 
dass  die  Kraft,  welche  ein  Punkt  des  Körpers  erfahrt,  von  der  Gestalt  und 
Zusammensetzung  des  ganzen  Körpers  abhängig  ist;  hier  kann  auch 
bei  verschwindenden  Dimensionen  der  Einfluss  dieser  Umstände  be- 
stehen bleiben,  sodass  es  unmöglich  ist,  den  Körper  in  dem  ausge- 
sprochenen Sinne  als  einen  materiellen  Punkt  anzusehen.  Wir  werden 
noch  in  diesem  Abschnitt  einige  Beispiele  behandeln,  in  welchen  dies 
stattfindet.  — 

Da  das  Problem  der  Rotation  eines  Körpers  um  einen  festen 
Punkt  nur  in  gewissen  speciellen  Fällen  der  Analyse  zugänglich  ist, 
so  gilt  das  Gleiche  nach  dem  obigen  Satz  auch  für  seine  durch  die 
Gleichungen  (109)  gegebene  „freie  Bewegung“,  welche  so  allgemein 
aufgefasst  werden  kann,  dass  sie  alle  Fälle  umfasst,  in  denen  kein  Punkt 
vollständig  festgehalten  ist. 

Anders  liegt  der  Fall,  wenn  wir  uns  auf  die  ebenen  Bewegungen 
des  Körpers  beschränken,  d.  h.  auf  diejenigen,  bei  welchen  alle  Punkte 
des  Körpers  ebene  Bahnen  beschreiben. 

Solche  können  in  Wirklichkeit  auf  verschiedene  Weise  hervor- 
gebracht werden,  am  einfachsten  dadurch,  dass  man  dem  Körper  eine 
Anfängsrotation  um  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Haupt  träg- 
heitsaxe  und  eine  Translationsgeschwindigkeit  normal  zu  derselben  er- 
theilt,  und  weiter  nur  Kräfte  wirken  lässt,  die  in  der  zur  Drehungs- 
axe  normalen  Ebene  durch  den  Schwerpunkt  liegen. 

Da  für  die  Bewegung  dann  nur  dieser  Querschnitt  und  das  Träg- 
heitsmoment um  diese  Drehungsaxe  maassgebend  ist,  so  kann  man  als 
Repräsentanten  der  ganzen  Gattung  von  Erscheinungen  die  Bewegung 
einer  ebenen  Scheibe  in  ihrer  Ebene  betrachten,  die  wir  zur  XY-  Ebene 
wählen. 

Die  für  diese  Probleme  gültigen  Gleichungen  erhält  man  aus  (109), 
indem  man  die  ZhJ  £*,  ferner  auch  ='  und  H'  gleich  Null  setzt;  daraus 
folgt  dann  £ = 0,  Lit=  J/0  = 0 und  daher  A0'  = fi0'  = 0,  und  es  bleibt 
allein  übrig: 


m 


d? 

dt 


-2* 


d tj 

mTt= ^ 


d_ 

dt 


(vZ,)  = i\.  .1109') 
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Hierin  vertauschen  wir 


l'  mit 


d$ 
dt  ’ 


7]  mit 


dt; 

~dt' 


v mit 


ersetzen  das  constante  Z0  durch  M und  haben  dann  die  Schluss- 
formeln : 


m 


d's 

dt* 


=2A'».  m 


d"q> 

dt* 


= N0. 


(110) 


Verschwendet  das  äussere  Moment  Ar0,  wie  z.  B.  wenn  die  Resul- 
tante aller  äussern  Kräfte  durch  den  Schwerpunkt  geht,  so  wird  die 
Rotationsgeschwindigkeit  constant.  So  z.  B.  wenn  eine  schwere  verticale 
Scheibe  um  eine  horizontale  Axe  durch  ihren  Schwerpunkt  reibungs- 
frei drehbar  in  einer  leichten  Gabel  befestigt  ist,  die  ihrerseits  als 
eine  Pendelstange  auf  einer  ebenfalls  horizontalen  Schneide  aufliegt. 
Dies  Pendel  schwingt  dann  wie  ein  einfaches  von  einer  Länge  gleich 
dem  Abstand  der  Drehungsaxe  von  der  Schneide  und  die  Rotation 
der  Scheibe  ist  ohne  Einfluss  auf  diese  Oscillation. 

Einige  interessante  Anwendungen  der  Gleichungen  (110)  sind  im 
Folgenden  besprochen;  sie  setzen  zunächst  Kreisscheiben  von  in  con- 
centrischen  Ringen  constanten  Dichtigkeiten  voraus , ihre  Resultate 
sind  aber  nach  dein  Vorstehenden  unmittelbar  auf  Kugeln  oder  Rota- 
tionsellipsoide von  analogem  Verhalten  zu  übertragen. 


1.  Rollen  einer  schweren  Kreisscheibe  auf  einer  vollkommen 

reibenden  Bahn. 


Vollkommen  reibend  nennen  wir  eine  Bahn  dann,  wenn  jegliches 
Gleiten  auf  ihr  unmöglich  ist,  ein  Körper  auf  ihr  sich  also  nur  durch 


Y 


kels  '/  des  Curvenelementes  mit 
der  — Y- Axe  auf  der  Strecke  ds 


Rollen  fortbewegen  kann ; von  einer 
rollenden  Reibung  werde  zunächst 
abgesehen. 

Habe  die  Scheibe  den  Radius/? 
und  sei  y = f{r)  die  Curve,  auf 
der  sie  rollt,  dann  bewegt  sich  der 
Schwerpunkt  auf  der  zu  jener 
Curve  parallelen  im  Abstand  R. 
Während  der  Berührungspunkt 
x den  Weg  ds  zurücklegt,  wandert 
der  Schwerpunkt  durch  den  Weg 

da  — ds  — Rd /,  (111) 

falls  d / den  Zuwachs  des  Win- 
der  Ar-Axe  oder  der  Normalen  mit 
bezeichnet. 
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Damit  ein  vollkommenes  Rollen  stattfinde,  ist  nöthig,  dass 

ds  = R (dcp  -}-  d/)  (11T) 

ist;  dabei  ist  der  Drehungswinkel  cp  wie  in  der  Figur  27  gezeichnet,  also 
in  negativem  Sinne  gezählt,  und  es  muss  das  Drehungsmoment  in 
demselben  Sinne  gerechnet  werden.  Die  Summe  beider  Gleichungen 
giebt: 

d(7=Rd(p.  (111") 

Die  Kräfte,  welche  die  Scheibe  erfährt,  sind  die  Schwere  0'=mg, 
die  parallel  der  — F-Axe  im  Schwerpunkt  angreift,  der  Reactions- 
druck  N der  festen  Bahn,  der  in  der  Berührungsstelle  normal  zur 
Bahn  wirkt,  also  gleichfalls  durch  den  Schwerpunkt  geht,  endlich  die 
Reibungskraft  q,  die  mit  unbekannter  Grösse  in  der  Berührungsstelle 
parallel  der  Bahn  wirkt  und  die  ivir  parallel  mit  5 positiv  rechnen. 

Wir  machen  uns  von  allem  Anfang  von  dem  Reactionsdruck  N 
frei,  indem  wir  aus  den  beiden  ersten  Bewegungsgleichungen  diejenige 
bilden,  welche  die  Beschleunigung  des  Schwerpunkts  längs  des  Bahn- 
elementes da  bestimmt;  sie  lautet: 

m^^-Osinx  + if.  (112) 


Ein  Drehungsmoment  liefert  nur  die  Reibung;  dasselbe  wirkt  bei 
unsern  Annahmen  über  q und  cp  der  Drehung  entgegen;  wir  haben  also: 

M (112') 

Eliminirt  man  hieraus  die  unbekannte  Reibung  (>,  so  erhält  man 
in  Rücksicht  auf  (111"): 


— Gsin^. 


(113) 


Der  Mittelpunkt  der  Kreisscheibe  bewegt  sich  ebenso  wie  ein 
Massenpunkt  von  der  Masse  (w  + M/7^),  der  an  die  feste  Bahn  er  ge- 
bunden ist.  Führt  man  den  Trägheitsradius  x ein,  so  giebt  dies  auch: 


(R*  + >r\  n - /iio'\ 

m \ 12*  ) dl*  ~ ~ ösln*'  (113) 

Man  bemerkt,  dass  hier  ein  Fall  vorliegt,  bei  welchem  der 
Körper,  auch  wenn  man  seine  Dimensionen  beliebig  klein  wählt,  sich 
niemals  wie  ein  Massenpunkt  verhält,  in  dem  die  ganze  Masse  m 
vereinigt  ist,  nämlich  nie  eine  von  seiner  Gestalt  und  Zusammen- 
setzung unabhängige  Bewegung  annimmt,  denn  das  Verhältniss  x'fR- 
ist  von  dem  absoluten  Werth  der  Dimensionen  vollständig  unabhängig, 
z.  B.  für  den  Fall  einer  homogenen  Kreisscheibe  gleich  1/2,  für  den 
einer  Kugel  gleich  2/5. 
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Ist  die  Bahn  eine  schiefe  Ebene,  so  ist  / constant  gleich  a und 
da  identisch  mit  ds\  es  folgt  demgemäss: 


d's 

JF 


— gR- 

x*+Äs 


sin  u . 


Diese  Formel  enthält  die  Theorie  der  Fallversuche  Galilei’s  auf 
der  schiefen  Ebene,  vorausgesetzt,  dass  jene  vollkommen  reibend 
war,  falls  man  darin  für  #*  den  Werth  2R'tj5  setzt,  der  einer  Kugel 
entspricht.  Die  Beschleunigung  durch  die  Schwere  ist  also  bei  der 
rollenden  Kugel  zwar  constant,  aber  nur  der  5/7  te  Theil  von  der  bei 
einem  ohne  Reibung  gleitenden  Punkt  wirkenden. 

Ist  die  Bahn  eine  verticale  Kreislinie  vom  Radius  (L  + R),  so  ist 
ds  = (L  + R)d/,  also  nach  (111): 

Rd(p  = Ld%, 

daher  auch  nach  (113): 

(M  + mR')jZ=  - -j~  sin/. 


Man  erkennt,  dass  man  eine  Pendelbewegung  erhält  mit  der  Dauer 


T = 


71 


(M  + mR*) 


GR * 


= 71 


+ R') 
R> 


für  die  einfache  Schwingung. 

Die  Grösse  der  Inanspruchnahme  der  gleitenden  Reibung  bestimmt 
sich  aus  (112)  und  (113): 


G M sin  x G*'  sin  y . 
" = M +mR*  = ’ 


(113") 


sie  ist  also  von  der  Gestalt  und  Massenvertheilung  des  betrachteten 
Körpers  abhängig,  auch  wenn  derselbe  unendlich  klein  ist,  und  hier- 
durch erklärt  sich,  dass  die  resultirende  Bewegung  sich  ebenso  verhält. 


2.  Bewegung  einer  schweren  Kreisscheibe  auf  horizontaler 
Ebene  unter  der  Wirkung  der  rollenden  und  gleitenden 

Reibung. 

Wesentlich  an  der  Fassung  des  Problemes  ist  wiederum,  dass  die 
Drehungsaxe  horizontal  und  sich  selbst  parallel  bleibt;  wenn  dies  erfüllt 
ist,  gilt  die  erhaltene  Lösung  auch  für  die  Bewegung  einer  Kugel 
oder  eines  Rotationsellipsoides. 

Von  der  gleitenden  Reibung  haben  wir  bereits  im  ersten  Theil 
gehandelt  und  gesehen,  dass  dieselbe  eine  Kraft  ist,  welche  in  der 
Berührungsstelle  der  Bahn  angreift,  der  factischen  oder  nur  erstrebten 
Bewegung  des  Körpers  relativ  zur  Bahn  entgegenwirkt  und  eine  Stärke 
besitzt,  gegeben  durch  den  Normaldruck  des  Körpers  gegen  die  Bahn, 
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multiplicirt  mit  einem  Factor  v,  der  zwischen  den  Grenzwerthen  ± n 
jeden  beliebigen  Werth,  je  nach  dem  Grad  der  Inanspruchnahme, 
annehmen  kann,  n ist  der  der  Natur  der  sich  berührenden  Körper 
individuelle  Reibungscoöfficient. 

Die  rollende  Reibung  ist  aufzufassen  als  eine  Kraft,  die  dem 
Rollen  eines  Körpers  entgegen  wirkt,  also  zunächst  ein  seiner  Rotation 
entgegenwirkendes  Moment  um  eine  Axe  durch  den  Berührungspunkt 
ausübt,  das  man  ebenfalls  gleich  dem  Product  aus  dem  Normal- 
druck N des  Körpers  gegen  die  Bahn  in  einen  Factor  n setzen  kann, 
welcher  zwischen  den  der  Natur  der  sich  berührenden  Körper  indivi- 
duellen Grenzwerthen  ±_p  je  nach  der  Inanspruchnahme  jeden  Werth 
annehmen  kann. 

Da  die  gleitende  Reibung  an  dem  Hebelarm  R angreifend  ein 
Moment  um  den  Schwerpunkt  ausübt,  so  haben  wir  die  folgenden 
beiden  Bewegungsgleichungen : 

m%±=-Nv,  M^  = N(Rv-n).  (114) 


Hierbei  ist  cp  in  dem  Sinne  positiv  gerechnet,  dass  es  mit  | 
wächst,  falls  der  Körper  rollt  ohne  zu  gleiten;  | rechnen  wir  positiv 
in  der  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit.  Wenn  der  Körper  in 
positiver  Richtung  gleitet,  so  ist  v = -f  n,  wenn  in  negativer,  so 
v — — n;  bei  reinem  Rollen  treten  die  zwischen  diesen  Grenzen  liegen- 
den Werthe  ein.  Wenn  der  Körper  in  positivem  Sinne  rollt,  ist 
7t=  wenn  im  negativen,  ist  n=  bei  reinem  Gleiten  treten 
die  zwischen  diesen  Grenzen  liegenden  Werthe  auf. 

Wir  setzen  nun  N = mg , M = mx!  und  haben: 


-9», 


x * 


(Tg> 
d t* 


= g(Rv  — 7i). 


(114') 


Die  erste  Integration  giebt: 

v = ^ = v0  — gvt,  = x*~t  = x'(o0  + gt(Rv  — rc),  (115J 


falls  v0  die  anfängliche  immer  positive  Linear-,  w0  die  anfängliche 
positive  oder  negative  Rotationsgeschwindigkeit  bezeichnet.  Rechnet 
man  | und  cp  von  den  zur  Zeit  t = 0 stattfindenden  Werthen  an,  so 
giebt  die  zweite  Integration  das  Resultat: 

g = Vot—gVLf  x'y  — x'(0ot  4-  gf—  [Rv  — n).  (115') 


Für  die  Discussion  nehmen  wir  specielle  Fälle. 

a)  Sei  zur  Zeit  t = 0 die  Rotationsgeschwindigkeit  coa 
positiv,  aber  kleiner  als  v0/R,  sodass  also  an  der  Berührungsstelle 
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die  Bewegung  des  Körpers  in  positiver  Richtung  stattfindet.  Dann 
gilt  zunächst: 

® = = R<a  = R^  = Rma+Rgt(^- Ö;  (116) 


die  gleitende  und  rollende  Reibung  wirkt  im  negativen  Sinne  mit 
voller  Kraft. 

Für  den  Fortgang  ist  wesentlich,  ob  im  Laufe  der  Bewegung 
dg/dt  = v gleich  oder  kleiner  als  Rdcpjdt  = Roy , d.  h. 


werden  kann, 
nur  statt,  wenn 


(v0  — gnt)  ^ -f 

Dies  findet  unter  der  gemachten  Annahme  v0  > a)0  R 
n (j k 4 -+•  R*)  > Rp 


ist;  aber  da  die  rollende  Reibung  in  Wirklichkeit  viel  kleiner  ist,  als 
die  gleitende,  so  kann  man  diese  Beziehung  als  stets  erfüllt  ansehen. 

Die  Gleichungen  (116)  gelten  also  bis  zu  dem  Augenblick  tlt  wo 
v = R(o  = i\  wird,  der  gegeben  ist  durch: 


j ( gO  R 0,o)  * . 

1 “ g[n(*2  + R*)  - Rp)' 


(116') 


zu  diesem  Zeitpunkt  findet  also  ein  Rollen  ohne  Gleiten  statt.  Die 
gleichzeitigen  Werthe  vx  und  cox  sind  gegeben  durch: 


_ z?,,  _ R[v*{nR-p)  + n**wÄ% 
l"  n (x8  + R2)  — Rp  ’ 


(116") 


es  ist  bemerkenswert!^  dass  für  verschwindende  rollende  Reibung  ( p — 0) 
dieser  Ausdruck 

„ _ _ R(Rv0  + *'<»o) 

1 “ E 1 ~ x2  + R* 


frei  von  der  gleitenden  Reibung  ist. 

Da  die  Reibung  als  eine  Widerstandskraft  nur  Geschwindigkeits- 
differenzen der  reibenden  Körper  aufhebt,  aber  nicht  solche  hervorruft, 
so  kann  das  Gleiten,  nachdem  es  einmal  aufgehört  hat,  nicht  wieder 
beginnen,  es  muss  also  nun  dauernd  v — Reo  bleiben  und  die  gleitende 
Reibung  einen  zwischen  ± n liegenden  Werth  v besitzen,  während  die 
rollende  Reibung  mit  voller  Stärke  wirkt,  da  ja  das  Rollen  noch  an- 
dauert. Wir  haben  also  in  der  von  t = tx  beginnenden  zweiten  Periode 
die  Beziehungen: 

v = vx  — gv(t  - tx)  = Reo  = R(ox  + , (117) 


aus  denen  sich  sowohl  v = Reo  als  v , d.  h.  die  Inanspruchnahme  der 
Reibung,  ergiebt.  Denn  aus 

— vx 2 = R ( Rv  — p) 


folgt 


v = 


Rp  • 
R*  + x2 
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und  demgemäss  wird: 

v = Reo 


gRp(t-tt)m 
£2  + x2  ’ 


(117') 


die  Geschwindigkeit  nimmt  gleichförmig  bis  zu  Null  ab  und  erreicht 
diesen  Werth  zur  Zeit  ft,  die  gegeben  ist  durch: 

v,  (R2  + *’) 


gRp 


(117") 


Der  ganze  Vorgang  stellt  sich  anschaulich  dar  in  einem  Coordi- 
natensystem,  das  die  zur  Zeit  t gehörigen  Werthe  von  v und  Reo  ent- 
hält (Figur  28). 

In  der  ersten  Periode,  wo  0 < t < tx  ist,  nimmt  v gleichförmig 
ab,  Reo  gleichförmig  zu,  und  zwar  wird,  da  x1  erheblich  kleiner  als  R2 
(für  die  Kugel  gleich  J R *,  für 
denCylinder  gleich  ^/?4)undj» 
ebenfalls  sehr  klein  neben  Rn 
ist,  die  Schwerpunktsgeschwin- 
digkeit v langsamer  abnehmen, 
als  die  Rotationsgeschwindig- 
keit Reo  eines  Randpunktes 
zunimmt.  Zur  Zeit  t — t , ist 
Reo  = v und  es  nehmen  von 
da  ab  beide  gleichmässig,  aber 
viel  langsamer,  als  zuvor  v, 
mit  der  Zeit  ab. 

Ein  specieller  einfacher  Fall  liegt  vor,  wenn  anfangs  gar  keine 
Rotation  stattfindet,  eo0  also  gleich  Null  ist,  wie  dies  stattfindet,  wenn 
die  Bewegung  durch  einen  horizontalen  centrischen  Stoss  hervor- 
gebracht ist.  Dann  gilt  einfacher: 

v0R(nR  — p) 

(118) 


Fig.  28. 


u = 


g[nU2  + iV)  - Rp]’ 


vx  = Rcox  = 


n(x2  + Ä4)  — Rp  ’ 


U-tx  = 


g,(Ä3  + x2) 
gRp 


und  falls  noch  die  rollende  Reibung  verschwindet: 


g0x2 

gn(*2  + R*)' 


vx  = Reo,  — 


v0R2 

x4  + Ä4  ’ 


tt  — 00. 


Für  eine  nicht  rollende,  sondern  nur  gleitende  Masse  würde  die 
Geschwindigkeit  v nach  einer  Zeit  t'  = v0/gn  verschwinden;  die  Ver- 
gleichung dieses  Resultates  mit  dem  Vorstehenden  giebt  einige  ein- 
fache Sätze  über  den  Einfluss  der  Rotation. 

b)  Sei  zur  Zeit  t = 0 die  Rotationsgeschwindigkeit  &>0 
positiv,  aber  grösser  als  v0/R,  dann  findet  die  Verschiebung  der 
Elemente  des  Körpers  an  der  Berühungsstelle  nach  der  negativen  Seite 
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hin  statt;  v muss  also  gleich  — n werden,  während  n gleich  + p 
bleibt,  da  die  Rotationsrichtung  positiv  ist 
Wir  haben  also: 


Reo  = = R(o,-Rgt{Rn  ,+  p)  i (119) 

O f X 


demgemäss  wird  hier  die  Rotationsgeschwindigkeit  durch  die  Reibung 
verkleinert,  die  Schwerpunktsgeschwindigkeit  vergrössert,  und  zwar 
erstere  in  höherem  Grade  als  letztere.  Zu  einer  Zeit 


(119') 


(119") 


g[nix°  + R-)  + Rp\ 

ist  v = Reo  und  besitzt  den  Werth : 

r>_  Ä[»o(ÄM  + P)  + Mx*oi0] 

1 “ 1 “ n(x!  + Rr)  + Rp 

Hier  wechselt  plötzlich  v Vorzeichen  und  Werth , es  wird 
v = Rpj (R*  4-  x')  und  bleibt  des  Weiteren: 

gRp{t  - t,) 


v = Ro)  = i\ 


R-  + 


(120) 


wie  in  dem  vorigen  Falle.  Figur  29  verdeutlicht  den  Verlauf. 

Als  interessanter  Spe- 
cialfall bietet  sich  der,  dass 
zur  Zeit  t — 0 nur  eine  Ro- 
tationsgeschwindigkeit co 0 
vorhanden,  also  t’o  = 0 ist. 


Es  gilt  dann: 


R Oi0  X2 


vl  = Rcoi  = 


g[n{* 4 + Ä4)  + Rp) 
Rn  u)nx ~ 


w(x*  -f  R 4)  + Rp 
vl  (R  * 4*  x2) 


(120') 


gRp 


c)  Sei  zur  Zeit  t = 0 die  Rotationsgeschwindigkeit  negativ 
gleich  — w0,  wo  nun  w0>0  ist,  so  gelten  die  Hauptgleichungen 
aus  a),  nur  ist  w0  mit  — p mit  — p zu  vertauschen;  also  wird: 


d g 

v = Tt  = V'-gnt, 


Reo  = R~-  = - Rm„  + Rgt(^-t—-  (121) 


Ha  v und  Reo  anfangs  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  so 
muss,  bevor  sie  einander  gleich  werden,  entweder  das  eine  oder  das 
andere  durch  Null  hindurchgehen  und  sein  Vorzeichen  wechseln. 


v wird  gleich  Null  für 


t'  — —i 
ng 


(121') 
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(o  wird  gleich  Null  für 


t"  = 


«n** 


,D  (121") 

g(Kn  4 - p)  v ' 

Sei  zunächst  t"  < erreiche  also  oi  zuerst  den  Werth  Null,  so 
kehrt  im  Zeitpunkt  t"  mit  der  Rotation  auch  p sein  Vorzeichen  um, 
und  es  gilt  von  da  ah: 

t(Rn  — p) 


v = v0  — gnt , Rio  — g{t  — t”)R 


(122) 


Von  der  Zeit  tx  ah,  für  welche  v — Rro  ist,  tritt  dasselbe  Phänomen 
ein,  das  unter  a)  discutirt  ist  (Figur  30). 

Interessanter  ist  der  Fall,  dass  t'  < <"  ist,  also  v eher  ver- 
schwindet, als  io.  Hier  kehrt  sich  mit  der  Richtung  der  Schwerpunkts- 
geschwindigkeit die  Rich- 
tung der  gleitenden  Reihung 
nicht  um,  denn  sie  hängt 
nur  ab  von  der  Bewegungs- 
richtung der  Theile  des 
Körpers  an  der  Berührungs- 
stelle und  diese  ist  positiv, 
so  lange  v > Rro  ist.  Es 
gelten  also  die  Formeln  ( 1 2 1 ) 
unverändert,  bis  v= Rio  ist; 
dies  findet  statt  zur  Zeit: 

*'  (>0  + Rot o) 


t,= 


(123) 


R[v0(nR  4 - p)  - «x^o! 


— t 


£[»(**  + 22*) + £pj 
während  v den  Werth  hat 

Vi  = R(°l  = n(x'J  4-  Rf)  4-  Rp 

der  nach  der  gemachten  Annahme  t'  < t"  negativ  ist. 

Von  der  Zeit  tx  ah 
findet  die  Bewegung  nach 
dem  Gesetz  statt: 

v — Reo 

= r , gRp(t-tx)  (123”) 

1 _r  R*  4-  x2  ’ 

nämlich  mit  negativer  bis 
zu  Null  abnehmender  Ge- 
schwindigkeit. 

Der  Vorgang  ist  in 
Figur  31  hinsichtlich  des 

Gesetzes  der  Geschwindig-  Fig.  bi. 


(123') 


Voigt,  Eiern.  Mechanik. 
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keiten  dargestellt.  Von  t = 0 bis  t — t'  geht  der  Körper  vorwärts 
mit  rückwärts  gerichteter  Rotation,  sowohl  gleitend  als  rollend.  Linear- 
nnd  Rotationsgeschwindigkeit  nehmen  dabei  ihrem  absoluten  Werth 
nach  ab. 

Zur  Zeit  t — t'  ist  die  Lineargeschwindigkeit  v vernichtet,  und 
die  negative,  noch  andauernde  Rotation  bewirkt  eine  gleichförmig 
beschleunigte  Fortschreitung  in  negativer  Richtung,  d.  h.  rückwärts, 
zusammengesetzt  aus  Gleiten  und  Rollen;  um  die  Zeit  tx  hat  die  Linear- 
geschwindigkeit v \ dem  absoluten  Wertlie  nach  ihr  Maximum  erreicht 
und  nimmt  nun  bei  einfachem  Rollen  gleichförmig  wieder  ab  bis  zu  Null. 

Wird  v und  Rc*  gleichzeitig  gleich  Null,  so  bleibt  zur  Zeit  tx  der 
Körper  stehen;  die  Bedingung  dafür  ist 

nx'fü0  = v0(nR  + p) ; 

dieselbe  wird  für  verschwindende  rollende  Reibung  ( p = 0)  von  der 
gleitenden  Reibung  ebenfalls  unabhängig  und  giebt  x'm0  = Rv0. 

§25.  Anziehung  und  Potential  räumlich  vertheilter  Massen  nach 
dem  Newton’schen  Gesetz;  Abhängigkeit  der  Schwerkraft  vom  Ort; 

Bestimmung  der  mittleren  Dichte  der  Erde. 

Das  Newton’sche  Gesetz  für  die  gegenseitige  Anziehung  zweier 
Massenpunkte  m und  ml  in  der  Entfernung  e ergiebt  die  Grösse  der 
wirkenden  Kraft 

X = fmm' 

e2 

und  ihre  Richtung  zusammenfallend  mit  der  Richtung  von  e\  das 
Gesetz  bleibt  ungeändert-,  wenn  die  Massenpunkte  ersetzt  werden  durch 
räumliche  mit  Masse  erfüllte  Volumenelemente  dm  und  dmlf  die  klein 
gegen  ihre  Entfernung  sind. 

Gehört  dm  einem  endlichen  Körper  an,  so  ist  die  Resultirende 
aus  den  von  allen  seinen  Elementen  auf  mx  ausgeübten  Kräften  nach 
§ 5 zu  berechnen,  indem  man  die  parallelen  Componenten  aller  Ele- 
mentarwirkungen nach  den  Coordinatenaxen  summirt  und  die  so  er- 
haltenen Gesammtcomponenten  X,  Y,  Z nach  dem  Parallelogramm  zu- 
sammensetzt gemäss  dem  Schema: 

X = 2 K '* cos (&, «)»  Y = 2 cos y)y  Z = '2>Kh cos (Z>,  *), 

K-  = X 4 + V2  + Z4. 

Für  den  Fall  eines  continuirlichen  Körpers  treten  an  Stelle  der 
Summen  Integrale  über  alle  Volumenelemente. 

Besitzt  das  Element  dm  die  Coordinaten  xf  y , z,  die  Masse  mx  die 
Coordinaten  xt,  yn  xt,  so  wird  nach  dem  Gesagten  gelten: 
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Y = fm,f  dm, 

Z = 


Berücksichtigt  man,  dass 

e°=  (x  — x>y  + ( y — y1)-'+  {%  — *,)* 

dass  also 


de  (#  — rc,)  de  _ (y  — y ,)  de 

dxx  e dyx  e 


(124) 


(*•  - x.) 

) 

e 


so  erkennt  man,  dass  man  die  Werthe  Ar,  Y,  Z auch  schreiben  kann: 

V1- 

X = + fmx  I Q 


d — 

Y=+fm,  I ‘dm, 


V «y. 


(124') 


d- 


z = + f*J 


- dm. 


Hier  kann  man,  wenn  es  sich  um  die  Attraction  von  Punkten 
ausserhalb  des  Körpers  handelt,  also  e niemals  unendlich  klein  wird, 
das  Differentialzeichen  unbedenklich  vor  das  Integral  ziehen  — im 
andern  Palle  bedarf  es  dafür  eines  besondern  Beweises  — und  erhält  so: 


X = 


(125) 


gleich  den  negativen  partiellen  Differentialquotienten  eines  Potentiales 

4> fmj  ^ , (125') 

das  nach  p.  97  die  »Summe  aller  Elementarpotentiale  ist,  welche  die 
einzelnen  Massenelemente  dm  auf  mx  ausüben. 

I.  Die  Ausrechnung  entweder  der  Integrale  für  X,  Y,  Z oder  des 
einen  Integrales  für  0 bei  gegebener  Gestalt  und  Massenvertheilung 
des  anziehenden  Körpers  ist  nur  in  wenigen  Fällen  mit  Strenge 
durchführbar.  Ehe  wir  einige  solche  Fälle  behandeln,  geben  wir  eine 
Reihenentwickelung  für  jene  Grössen,  welche  nur  voraussetzt,  dass 
die  Dimensionen  des  Körpers  klein  sind  gegen  seine  Ent- 
fernung von  dem  angezogenen  Massenpunkt. 

Legen  wir  den  Coordinatenanfang  in’s  Innere  des  Körpers,  so  sind 
die  Coordinaten  x,  y,  x von  derselben  Grössenordnung  wie  seine  Dimen- 

17* 
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sionen,  also  klein  gegen  e,  und  wir  können  demgemäss  in  dem  Werthe 
für  die  Grösse  1 je  nach  dem  Mac  Laurin’schen  Lehrsatz  entwickeln. 

Dabei  beachten  wir  zur  Vereinfachung  der  Rechnung,  dass  x , y,  z 
in  lje  nur  in  den  Verbindungen  x — xn  y — yn  z — zt  Vorkommen, 
und  dass  deshalb  z.  B. 


e„ 
dxt 

ist,  falls  mit  dem  Index  0 bezeichnet  wird,  dass  in  der  betreffenden 
Function  x = y = z = 0 zu  setzen  ist. 


Demgemäss  wird: 


<l>  = 


ai 

e„ 


al 


al 

e0 


— x ä y ä s ä—- 

d x,  o yl  o zt 


..  d*  - ,ä*~ 

. ^ __fo  , y _fo  , *• 

2 dx * ~r  2 dy*  2 dx, 


d * - 


(126) 


d*- 

en 


+ zx 


e„ 


d * 


\ 


+ X1J 


+ 


d m . 


dyxdzt  'dzydx,  Jdx1dyl  ' j 

Benutzen  wir  die  frühem  Bezeichnungen  £,  rh  £ für  die  Schwer- 
punbtscoordinaten,  5,  H,  Z und  E',  H',  ZI  für  die  Trägheits-  und 
Deviationsmomente  des  Körpers  um  die  Coordinatenaxen,  so  giebt  dies: 

/ d-  d- 
~ *Jxx  — ~ * 


<I> 


fml  \ m i 


\e» 


oy , 


d xu 


d*- 


d*  - d * - 

+ t(H+2-2)k5  + T + + T^  + H-2)^ 


(126') 


dyt  dz 


- H' 


d*i 

£o_ 

dx,  dx, 


-z 


d*  - 


Dieser  Ausdruck  wird  vereinfacht,  wenn  man  den  Coordinaten- 
anfangspunkt  in  den  Schwerpunkt,  die  Axen  in  die  zu  ihm  gehörigen 
Hauptträgheitsaxen  legt,  also 

! = 7y  = £ = 0,  E'  = H'  = Z = 0,  E = A,  H = B,  Z = T 
setzt,  unter  A,  B,  f die  Hauptträgheitsmomente  für  den  Schwerpunkt 


verstanden. 

Benutzt 

man  noch  weiter. 

dass 

aus  e*  = xx~  -j- yx  -f- 

*,*  folgt 

d*1 

d *’  * 

** 

O — 
*0 

3av  1 

0 — 

e 0 

3 yr 

l 

«o  3 x,e  1 

( i ctn'f\ 

dx*  ~ 

e„5  e0* 

dV  ~ 

0 1 

dz*  e*  e*  7 

(1-6  ) 

so  findet  man 

a<I 

«■I 

d2~ 

dx*  ^ 

4- 

dyr^ 

e„  _ 
dz * 

: 0 

(126"') 
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und  erhält  dadurch  endlich: 


2 dx* 


2 dyr 


(127) 


Da  A,  B,  T in  Bezug  auf  die  Dimensionen  des  Körpers  von 
zweiter  Ordnung  sind,  so  ergiebt  diese  Formel  den  Satz: 

Das  Potential  der  Wirkung  eines  endlichen  Körpers  m auf 
einen  äussern  Massenpunkt  mt  wird,  wenn  man  das  Quadrat 
des  Verhältnisses  aus  den  Dimensionen  des  Körpers  und  der 
Entfernung  seines  Schwerpunktes  von  mt  neben  Eins  ver- 
nachlässigt, gegeben  durch  — /‘wm,/e0;  ist  also  dasselbe,  als 
wäre  die  ganze  Masse  des  Körpers  in  seinem  Schwerpunkt 
vereinigt. 

Die  hierbei  ignorirten  Glieder  zweiter  Ordnung  enthalten  die 
Hauptträgheitsmomente  des  Körpers  um  seinen  Schwerpunkt  als  Factoren 
und  zerstören  sich  nach  (126"'),  wenn  diese  gleich  sind,  sodass  das  obige 
Resultat  für  Körper,  deren  Hauptträgheitsellipsoid  um  den  Schwerpunkt 
eine  Kugel  ist,  z.  B.  für  alle  regulären  Polyöder,  bis  auf  Glieder 
dritter  Ordnung  exclusive,  und  wenn  dieselben  überdies  in  Bezug  auf  die 
Haupt-trägheitsaxen  symmetrisch  sind,  gar  bis  auf  solche  vierter  Ordnung 
exclusive  gilt,  da  für  solche  alle  die  Factoren  der  Glieder  dritter  Ord- 
nung, welche  die  Form  f x'ydm.f  x'dm...  haben,  verschwinden. 

Dieselben  Sätze,  wie  für  das  Potential  0,  gelten  auch  für  die 
Kraftcomponenten  X , Y,  Z . 

Behält  man  die  Glieder  zweiter  Ordnung  bei,  so  erhält 
man  einen  zweiten  Grad  der  Annäherung,  den  wir  jetzt  näher 
betrachten  wollen. 

Führt  man  die  Cosinus  «,  ß,  y der  Winkel  ein,  welche  e0  mit 
den  Hauptträgheitsaxen  einschliesst,  setzt  also  ce  = xje0,  ß = yje0, 
y = zlje o,  so  erhält  man  nach  (126"): 

<l>=  - fm . (|  - A-,[A(3«’-1)  + B (3ß'  — l)  + IW-1)]).  (127') 

In  Rücksicht  auf  den  Werth,  welchen  das  Trägheitsmoment  M 
um  die  Richtung  von  e0  nach  Formel  (37")  besitzt,  schreibt  sich 
dies  auch: 

<*>  = ~ [m  + ™(A  + B + T — 3M)J  , (127") 

oder  unter  Benutzung  der  Trägheitsradien: 


1 + 37 -A**'+ 


Dies  ergiebt,  da  M resp.  x mit  der  Richtung  von 
sogleich  den  Satz: 


(127"') 
e0  variirt, 
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Die  Potentialflächen  <P  = Const.  der  Wirkung  eines  Kör- 
pers m auf  einen  fernen  Massenpunkt  m,  in  zweiter  Annähe- 
rung sind  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Hauptträgheitsaxen 
des  Körpers  durch  seinen  Schwerpunkt.  Sie  schneiden  auf 
einem  Radiusvector  um  so  kürzere  Strecken  ab,  je  grösser 
das  auf  diesen  Radius  bezogene  Trägheitsmoment  des  Kör- 
pers m ist;  der  Unterschied  ist  um  so  geringer,  je  weiter  vom 
Schwerpunkt  ab  die  Potentialfläche  liegt  und  verschwindet 
im  Unendlichen.  Daraus  folgt,  dass  die  Attraction  des  Kör- 
pers auf  ferne  Punkte  ihre  grössten  resp.  kleinsten  Werthe 
parallel  der  Axe  seines  kleinsten  resp.  grössten  Trägheits- 
momentes um  seinen  Schwerpunkt  besitzt 

Die  Richtung  der  wirkenden  Kraft  weicht  in  dem  ent- 
gegengesetzten Sinne  von  der  Verbindungslinie  des  ange- 
zogenen Punktes  mit  dem  Schwerpunkt  des  Körpers  ab,  als 
die  Normale  auf  dem  Trägheitsellipsoid  des  Körpers  um  den 
Schwerpunkt  vom  Radiusvector.  — 

II.  Das  Newton’sche  Attractionsgesetz  ist  zunächst  nur  für 
Massenpunkte  oder  gegen  ihre  Entfernungen  unendlich 
kleine  massenerfüllte  Volumina  aufgestellt;  es  ist  die  Frage,  in 
wie  weit  es  einen  endlichen  Werth  behält,  wenn  man  die  angezogene 
Masse  der  anziehenden  unendlich  nahe  rücken  lässt.  Dieser  Punkt  ist 
deshalb  von  Wichtigkeit,  weil  man  annimmt,  dass  unendlich  grosse 
Kräfte  in  der  Natur  nicht  Vorkommen,  und  im  Allgemeinen  Kraft- 
gesetze ausschliesst,  welche,  auf  wirklich  mögliche  Verhältnisse  ange- 
wandt, zu  unendlichen  Werthen  führen. 

Wir  betrachten  demgemäss  einen  endlichen  mit  beliebiger,  aber 
endlicher  Dichte  erfüllten  Körper  und  einen  ihn  berührenden  Massen- 
punkt mx.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  die  von  ersterem  auf  letzteren 
nach  dem  Newton’schen  Gesetz  ausgeübte  Kraft  immer  endlich  ist 
Hierzu  zerlegen  wir  den  Körper  in  Raumelemente  dk,  indem  wir  von 
dem  Massenpunkt  m,  aus  unendlich  feine  Kegel  von  beliebigem  Quer- 
schnitt durch  ihn  hindurch  legen  und  diese  durch  unendlich  viele 
um  m1  construirte  Kugelflächen  zerschneiden. 

Möge  einer  dieser  Kegel  aus  einer  Kugel  vom  Radius  Eins  das 
Flächenelement  dfo  herausschneiden,  das  man  seine  Kegelöffnung 
nennt,  so  ist  ein  Raumelement  im  Abstand  r von  ml  gegeben  durch 

dk  = r'drodr , 

falls  dr  den  Abstand  der  construirten  Kugelflächen  an  der  betrachteten 
Stelle  bezeichnet.  Man  kann  hiernach  schreiben: 
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X = r,njf  s cos  (r,  x ) da>  dr, 

Y = fm,JJ'  e cos  (r,  y ) dco  dr , (128) 


z = fmJj  e cos  (r,  %)  dro  dr. 

Ist  die  Dichtigkeit  8 constant,  so  lässt  sich  die  Integration  nach  r 
ausführen  und  giebt,  da  sie  von  r = 0 bis  zu  einem  grössten  Werth 
r — r zu  erstrecken  ist: 

X — 8 f mA  J r cos  (r,  x)d(o, 


Y = 8 fml  J r cos  (r,  y)dco , (128') 

Z = 8fmif  r cos(r,  x)  dco. 


Beide  Werthsysteme  zeigen,  dass,  wenn  die  wirkende  Masse  end- 
liche Ausdehnung  und  Dichte  hat,  die  Kraftcomponenten  auf  einen 
Massenpunkt  niemals  unendlich  werden  können,  denn  die  zu  integrirende 
Function  zeigt  sich  als  stets  endlich;  die  Componenten  werden  sogar 
unendlich  klein,  wenn  statt  der  endlichen  Masse  ml  des  Massenpunktes 
ein  unendlich  kleines  Massenelement  dm1  angezogen  wird. 

Hieran  ändert  sich  nichts,  wenn  man  den  anziehenden  Körper  den 
angezogenen  Punkt  vollständig  umschliessen  lässt,  und  man  kann  daher 
den  Satz  aussprechen: 

Körper  von  endlichen  Dimensionen  und  endlichen  Dich- 
tigkeiten üben  nach  dem  Newton’schen  Gesetz  auf  Massen- 
punkte von  endlicher  Masse,  mögen  dieselben  ausserhalb,  auf 
der  Oberfläche  oder  innerhalb  der  Masse  liegen,  jederzeit 
Kraftcomponenten  von  endlicher  Grösse  aus. 

Dieser  Satz  lässt  sich  ungeändert  auf  das  Potential  über- 
tragen, da  dasselbe  die  Entfernung  e der  auf  einander  wir- 
kenden Massenelemente  in  einer  noch  niedrigeren  Potenz  im 
Nenner  enthält,  als  die  Kraft. 

Demgemäss  kann  man  auch  zur  Bestimmung  der  Anziehung  end- 
licher Körper  von  endlicher  Dichte  unbedenklich  stets  den  vereinfachen- 
den Weg  über  das  Potential  einschlagen,  denn  da  in  dem  Integral 


<i>  = - 

die  zu  integrirende  Function  sich  auf  eine  Form  bringen  lässt,  welche 
endlich  bleibt,  auch  wenn  m,  im  Innern  des  Körpers  liegt,  so  kann 
man  auch  für  innere  Punkte  die  oben  für  äussere  gezogene  Folge- 
rung anwenden  und  setzen: 


X = fm, 


-£—• dm 
ox1 


d<l‘ 

dar, 


(128") 
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Wir  wenden  uns  nun  zur  Bestimmung  des  Potentiales  einer  homo- 
genen, unendlich  dünnen  Hohlkugel  oder  Kugelschicht  auf  einen  im 
äussern  und  einen  im  innern  Raume  liegenden  Massenpunkt  mx. 

Sei  ()  der  Radius  der  Kugelschicht,  & ihre  constante  Dicke,  e ihre 
constante  Dichtigkeit,  i\  der  Abstand  des  angezogenen  Massenpunktes 
vom  Kugelcentrum. 

Wir  zerlegen  die  Kugelschicht  nach  dem  p.  158  angewandten 
Verfahren  in  Volumenelemente,  deren  Grösse 


dk  = o"  & sin  (f  d(f ; difj 


ist,  und  erhalten,  da  die  Entfernung  e von  dk  nach  mx  gegeben  ist  durch 

er  — </  + rx  — 2 orx  cos  (f , 

den  Werth: 


d yj 
0 0 


f . 1,111  ^ (129) 

J I $»'  + “ 2$»r,  cos  <p 


0 = — fmx 


/ 


dm 


= — fmt  (>*  fk  s 


/ 


Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Wurzelgrösse,  als  den  Werth 
der  Entfernung  e darstellend,  stets  positiv  zu  nehmen  ist. 

Wir  erhalten  durch  Integration: 


•i  = .i 


2» />»,_»_»«  | jy  + rt  _ 2 «r,  cos  y] 

— e+VÖ"  - V(i>  - «•,)•). 


*/  = 0 


(129') 


Bei  Ausführung  der  Wurzelzeichen  sind  die  Fälle  zu  unter- 
scheiden, dass  der  Punkt  m,  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Kugelfläche 
liegt,  also  o~£rx  ist 

Für  äussere  Punkte  ist 


rx  > p,  also 


fmx  4 7t(fOe 


fmxm, 

> 

rx 


(129") 


wenn  m,  die  Masse  der  homogenen  Kugelschicht  ist 
Für  innere  Punkte  ist 


r,  < n,  also  0),  = — fmx  4 7t  o (129'") 

demnach  unabhängig  vom  Orte  des  angezogenen  Punktes  ml. 

Es  gilt  hiernach  der  Satz: 

Das  Potential  einer  homogenen  unendlich  dünnen  Kugel- 
schicht oder  einer  materiellen  Kugelfläche  auf  äussere  Punkte 
ist  dasselbe,  als  wäre  ihre  ganze  Masse  in  ihrem  Mittelpunkt 
vereinigt,  das  auf  innere  Punkte  ist  constant. 

Die  negativen  Kraftcomponenten  bestimmen  sich  aus  dem  Potential 
durch  Differentiation  nach  den  Coordinaten  des  angezogenen  Punktes  m,, 
die  negative  resultirende  Kraft  nach  p.  92  durch  Differentiation  nach 
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der  Normalen  n auf  der  Fläche  constanten  Potentiales,  welche  durch 
m1  hindurchgeht 

In  unserem  Falle  sind  die  Potentialflächen  mit  der  gegebenen 
concentrische  Kugeln,  ihre  Normale  fallt  also  in  die  Richtung  von  r,; 
vertauschen  wir  einfach  n mit  rn  so  beziehen  wir  die  Kraft 
zugleich  auf  die  vom  Kugelmittelpunkt  hinweg  positiv 
gerechnete  Richtung. 

Demgemäss  erhalten  wir  die  Grösse  der  Kraft  für  äussere 
Punkte,  wo  r,  > q : 

v _ fm,  m, ' 


für  innere  Punkte,  wo  r,  < (>: 


(130) 


Kh=  0. 


Eine  homogene  unendlich  dünne  Kugelschicht  wirkt  auf 
einen  äussern  Punkt  ebenso,  als  wäre  ihre  Masse  in  ihrem 
Mittelpunkt  vereinigt,  auf  einen  innern  Punkt  wirkt  sie 
überhaupt  nicht. 

Hiernach  erledigt  sich  sogleich  auch  die  Wirkung  einer  in  con- 
centrischen  Schichten  homogenen  Kugelschaale  von  endlicher  Dicke, 
deren  Radien  wir  mit  R{  und  7?„  und  deren  Masse  wir  mit  M,  be- 
zeichnen; denn  wir  können  sie  in  Schichten  der  vorhin  betrachteten 
Art  von  der  Dicke  & — do  zerlegen  und  deren  Potentiale  und 
Attractionskräfte  einfach  summiren.  Es  ergiebt  sich  so: 

Ra 

0a=  — , <£„  = — fm,  4 7t  f endo ; (131) 

/ j e/ 

R. 

, < 

X=  - Kh=  0.  (131') 

M 

Vorstehender  Satz  gestattet  für  Punkte  im  äussern  und 
im  Hohlraum  unmittelbar  die  Uebertragung  auf  Kugel- 
schaalen  von  endlicher  Dicke,  welche  in  concentrischen 
Schichten  homogen  sind. 

Anders,  wenn  der  angezogene  Punkt  innerhalb  der  Masse 
selbst  liegt 

In  diesem  Falle  legt  man  durch  ihn  eine  zu  den  gegebenen  con- 
centrische Kugelfläche,  die  also  den  Radius  r,  besitzt;  für  die  inner- 
halb derselben  liegende  Masse  m,  ist  der  Punkt  mt  dann  ein  äusserer, 
sie  giebt  also  zu  dem  Potential  einen  Antheil  — fmxmt\rx\  für  die 
ausserhalb  liegende  Masse  ma  ist  vnt  ein  innerer  Punkt,  jene  giebt 
also  zu  dem  Potential  einen  Antheil: 


R 


— fmt  4 Ti  f eo  do. 
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Also  hat  das  Potential  einer  in  concentrischen  Schichten 
homogenen  Hohlkugel  für  einen  Punkt  innerhalb  der  Masse 
den  Werth: 


R 


0,  = — fml  {—■  + sody'j,  wobei  m(  = An J e(/do  (131") 

r,  n. 


ist;  die  auf  ihn  ausgeübte  Kraft  hat  die  Grösse: 

f mt  m( 


Äi=  - 


»V 


(131"') 


Besonders  einfach  werden  die  Resultate,  wenn  die  ganze  Kugel- 
schaale  von  gleicher  Dichtigkeit  ist.  Hier  ist,  falls  M,  ihre  Masse 
bezeichnet: 


0a  = - 


<l>.  = - ^32—  [3Ä.’  >v] , 


< f„=  /?.*), 


(132) 


K.=  - 


fml  Mf 


- 


fml  4 Tr« 


a;  = o. 


r,*  3 

Die  für  eine  homogene  Vollkugel  gültigen  Werthe  erhält  man 
daraus,  indem  man  R„  mit  R,  M,  mit  M vertauscht  und  i?,  = 0 setzt; 
sie  lauten: 


l fm,M 

' 1 

K fm^t 

rr 


0,  = _ fJühlm  (3  R-  _ r.2), 


Ki  = - ' 


(132') 


3 


Es  ist  von  Interesse,  dass  man  die  beiden  Sätze  für  homogene 
unendlich  dünne  Kugelschaalen  durch  eine  geometrische  Betrachtung 
erweisen  kann. 

Dass  alle  von  der  Schaale  auf  einen  Punkt  m1  in  ihrem  Hohlraum 
ausgeübten  Kräfte  sich  zerstören,  erkennt  man,  indem  man  in  der  oben 
besprochenen  Weise  die  Schaale  mittelst  unendlich  feiner  durch  den 

Punkt  ra,  hindurch  gelegter  Elementar- 
kegel in  Yolumcnelemente  zerlegt.  Je 
zwei  einander  entsprechende  Elemente 
dmn  und  dm,,  in  Figur  32  geben  dann 
gleiche  und  entgegengesetzte  Wirkungen. 

Denn  von  dma  aus  wird  parallel  der 
Axe  des  Kegels  wirken  die  Kraft 

’ fm.dmn  , Tr  f tn.  d m,, 

hm  = '■  ‘ , - 1 von  dm,,  aus  A,,,,  = 


r,r 


in  der  entgegengesetzten  Richtung. 

Nun  ist  aber  ersichtlich 

dma  — r*d(ü  Re  cos  ff, 
dmh  = rbd(o  Re  cos ff , 
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wo  dco,  die  dem  Kegel  entsprechende  Oeffnung,  für  beide  Oberflächen- 
elemente  der  Kugel  gleiche  Grösse  besitzt.  Sonach  ist 

K"(„)  = K^t) , 

und  ebenso  wie  die  Elemente  dma  und  dmb  heben  sich  alle  übrigen  in 
ihrer  Wirkung  auf  mx  paarweise  auf. 

Um  zu  zeigen,  dass  für  äussere  Punkte  die  Wirkung  der  Schaale 
zu  ersetzen  ist  durch  diejenige  ihrer  ganzen  im  Centrum  concentrirten 
Masse,  ziehen 
wir  von  mx  eine 
Tangente  an  die 
Kugeltiäche 
und  fällen  von 
der  Berüh- 
rungsstelle ein 
Loth  auf  die 
Axe  om,;  um 
den  Fusspunkt 
construiren  wir 
eine  Hiilfskugel  vom  Kadius  Eins. 

Als  Massenelement  dm  wählen  wir  die  Masse  einer  unendlich 
schmalen  Zone,  die  durch  zwei  Ebenen  normal  zur  Axe  omx  aus  der 
Kugelschicht  ausgeschnitten  wird.  Ist  die  Grösse  ihrer  Grundfläche  dF , 
so  wird  dm  = itedF,  und  die  Kraft  parallel  omx  ist 


K = fmx  cos  -ifj . 

Das  Integral  ist  über  alle  Zonen  dF  zu  nehmen. 

Die  Zone  projiciren  wir  auf  die  Hülfskugel  nach  deren  Centrum 
hin;  die  Grösse  der  Projection  wird  dann 

, dF  cos  (a,  R) 

dro  = F-1 — - • 

a- 

Nun  ist 

A opqC/)A  oqmx , 

also  < (a,  R)  = \fj,  und  a:R  = e:rx,  daher  wird 

, r?  dF  cos«/. 

dt0  ~ — w~ ; 

setzt  man  diesen  Werth  aber  in  den  Ausdruck  für  K,  so  erhält  man: 

/C  = fmx  fjgl  f dro , 

ri  V 

oder,  da  über  die  ganze  Kugel  zu  integriren  ist, 

r 4 n R*  x9t  fm,  M 
K = — = —-T-- 

7 1 9 t 
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III.  Von  den  oben  gefundenen  Werthen  der  Anziehung  einer  in 
concentrischen  Schichten  homogenen  Kugel  auf  einen  Massenpunkt 
kann  man  eine  Anwendung  machen,  um  die  Gesetze  abzuleiten,  nach 
denen  die  Schwerkraft  mit  der  Entfernung  des  Beobachtungsortes  vom 
Erdcentrum  variirt.  Denn  jeder  Körper,  mit  dem  wir  experimentiren, 
ist  gegenüber  der  Grösse  des  Erdradius  verschwindend  klein  und  dem- 
gemäss als  materieller  Punkt  zu  behandeln.  Wir  betrachten  hierbei 
die  Erde  als  eine  Kugel  der  beschriebenen  Art  und  sehen  von  ihrer 
Rotation  und  der  dadurch  hervorgerufenen  Centrifugalkraft  ab. 

Dann  gilt  für  Stellen  ausserhalb  der  Erde  nach  (132'),  dass  die 
Beschleunigung  nach  dem  Erdcentrum  hin 


ist,  demnach  ebenso  mit  der  Entfernung  variirt,  als  wäre  die  ganze  Masse 
der  Erde  in  ihrem  Mittelpunkt  vereinigt.  Ist  rt  — R -}-  h,  wo  also  h 
die  Höhe  über  der  Erdoberfläche  bezeichnet,  und  ist  h so  klein  gegen  i?, 
dass  man  {hjRf  neben  Eins  vernachlässigen  kann,  so  ergiebt  sich: 


(133') 


falls  g°  — fM/R 2 die  Grösse  von  g an  der  Erdoberfläche  selbst  — 
d.  h.  im  Meeresniveau  — bezeichnet. 

Im  Innern  der  Erde  gilt  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
nach  (131"): 


.m-i  inf  r t } 

S‘=f^  = T,'  J e?  ,l(’’ 


(134) 


worin  m(  die  Masse  innerhall)  der  Kugel  vom  Radius  r,  bezeichnet 
Setzt  man  hierin  r,  = R — k,  wo  also  k die  Tiefe  unter  Meeresniveau 
bedeutet,  entwickelt  nach  Potenzen  von  k und  beschränkt  sich  auf  das 
erste  Glied,  so  erhält  man: 


<Ji  = 


(134') 


hierin  bezeichnet  M die  ganze  Erdmasse,  €0  ihre  Dichtigkeit  an  der 
Oberfläche.  Unter  Benutzung  des  Wrerthes  g<,=  fM/R‘‘  lautet  diese 
Gleichung: 


(134") 


Sie  zeigt,  dass  beim  Eindringen  in  die  Erde  die  Schwerkraft 
anfangs  zu-  oder  abnimmt,  jenachdem 


2 nt0R* 
M 


1 


(135) 
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ist.  Führt  man  eine  mittlere  Dichte  e,„  der  Erde  durch  die  Beziehung 


M = 


(135') 


ein,  so  lautet  die  obige  Bedingung 

(135") 

und  diese  sagt: 

Jenachdem  bei  einer  in  concentrischen  Schichten  homo- 
genen Kugel  die  Dichtigkeit  der  Oberflächenschicht  kleiner 
oder  grösser  ist,  als  zwei  Drittel  der  mittlern  Dichtigkeit 
der  ganzen  Kugel,  nimmt  die  Anziehung  innerhalb  der  Ober- 
flächenschicht von  aussen  nach  innen  zu  oder  ab. 

Bei  einer  homogenen  Kugel  findet  das  Letztere  statt,  denn  hier 
ist  60  = £m,  in  Folge  dessen  nimmt  auch  die  Anziehung  mit  wachsender 
Tiefe  unter  der  Oberfläche  ab;  bei  der  Erde  gilt  das  Umgekehrte,  also 
muss  hier  im  Mittel  sa  < J «m  sein. 

Die  Beobachtung  der  Zunahme  der  Schwerkraft  beim  Eindringen 
in  die  Erde  kann  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses  sii/em  benutzt 
werden.  Nennt  man  den  Werth  von  g , welcher  der  Tiefe  k ent- 
spricht, g,  so  gilt  nach  den  Formeln  (134")  und  (135'): 


oder 


tzl.  = 2 k ( 1 _ 

g°  R \ 2 

ifi  = 1 _ 9'  - f . R_ . 

2em  f 2 k 


(136) 

(136') 


Der  practischen  Anwendung  stellt  sich  die  Schwierigkeit  entgegen, 
dass  die  Tiefen,  in  welche  man  in  die  Erde  eindringen  kann,  nicht 
so  bedeutend  sind,  dass  man  ihnen  gegenüber  die  Unregelmässigkeiten 
der  Gestalt  der  Erdoberfläche  vernachlässigen  könnte,  und  dass  gerade 
die  Oberflächenschicht  der  Erde  durch  die  Differenz  der  Dichte  von 
Land  und  Meer  weit  entfernt  ist,  der  bei  der  mathematischen  Behand- 
lung gemachten  Voraussetzung  einer  constanten  Dichte  zu  entsprechen. 

Es  kann  demgemäss  die  Benutzung  der  obigen  Formel  nur  zu 
ganz  rohen  Annäherungen  führen. 

Airy  hat  in  Harton  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere  an 
der  Erdoberfläche  und  auf  dem  Grunde  eines  383  m tiefen  Schachtes 
beobachtet  und  {g  — g°)  jg°  = 0,000  052  gefunden.  Nimmt  man  hinzu, 
dass  R — 6 367  000  m ist,  so  erhält  man  für  3«0/2«m  den  Werth  0,567. 
Um  hieraus  sm  zu  berechnen,  muss  man  den  Werth  von  e0  kennen; 
Airy  nahm  an,  dass  man  hierfür  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Ober- 
flächenschicht der  Erde  in  der  Nähe  des  Beobachtungsortes  einsetzen 
dürfe,  die  er  auf  2,5  schätzte.  Wendet  man  diesen  Werth  an,  so 
erhält  man  em  = 6,62  — eine  Zahl,  welche  gegenüber  den  nach  später 
zu  besprechenden  andern  Methoden  erhaltenen  sehr  gross  erscheint. 
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Indessen  ist  die  Berechtigung  dieser  Airy’schen  Annahme  mehr 
als  zweifelhaft,  da  oben  (p.  266)  erwiesen  ist,  dass  Volumenelemente, 
die  durch  denselben  von  einem  innem  Punkt  aus  nach  beiden  Seiten 
hin  construirten  Elementarkegel  aus  verschiedenen  Stellen  derselben 
homogenen  Kugelschicht  ausgeschnitten  werden,  auf  den  innern  Punkt 
gleiche  Wirkung  üben,  nicht  etwa  das  nähere  eine  grössere.  Will 
man  also  überhaupt  für  die  Oberflächenschicht  der  Erde  eine  constante 
mittlere  Dichte  einführen,  so  wird  dieselbe  schon  wegen  der  grossen 
vom  Meere  eingenommenen  Bereiche  erheblich  kleiner  als  2,5  zu 
wählen  sein.  Nimmt  man  z.  B.  e0=  2,0,  so  findet  sich  £m=  5,3;  in 
jedem  Falle  aber  erhält  man  einen  Werth,  der  darauf  hinweist,  dass 
im  Erdinnern  Stoffe  von  grösserer  Dichte  erheblich  häufiger  Vorkommen, 
als  an  der  Erdoberfläche. 

Verbinden  wir  die  soeben  erhaltenen  Resultate  (133')  und  (134  ') 
für  die  Aenderung  der  Beschleunigung  der  Schwere  beim  Fortschreiten 
längs  des  Radius  nach  aussen  und  innen,  nämlich  die  Formeln 


mit  der  früher  p.  53  erhaltenen,  welche  die  in  Folge  der  Centrifugal- 
kraft  an  der  Erdoberfläche  stattfindende  Aenderung  mit  der  geogra- 
phischen Breite  i/>  giebt,  nämlich  mit 


so  erhalten  wir  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Schwere  auf  einer  kugel- 
förmigen und  in  concentrischen  Schichten  homogenen,  rotirenden  Erde 
mit  dem  Ort  variiren  würde,  x stellt  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Erdrotation  dar,  g0  die  Beschleunigung  durch  die  Schwere  im  Meeres- 
niveau am  Pol,  wo  die  Centrifugalkraft  nicht  wirkt. 

Es  ist  dabei  vorausgesetzt,  dass  in  allen  drei  vorstehenden  For- 
meln das  in  der  Klammer  neben  Eins  stehende  Glied  so  klein  ist, 
dass  sein  Quadrat  vernachlässigt  werden  kann,  also  die  wegen  der 
Höhen-  und  Breitenänderung  angebrachten  Correctionen  sich  einfach 
addiren. 

In  derselben  Annäherung  kann  man  die  letzte  Formel  auch 
schreiben: 


worin  g die  Beschleunigung  der  Schwere  unter  dem  Aequator  be- 
zeichnet. 

Da  die  Erde  die  im  Vorstehenden  über  Gestalt  und  Massen  ver- 
theilung  gemachten  Annahmen  nicht  streng  erfüllt,  so  sind  die  aus 


Äx5  sin2  tp 
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jenen  folgenden  Formeln  auch  nur  Annäherungen;  begreiflicher  Weise 
zeigt  sich  besonders  die  letztere  durch  die  Beobachtung  nur  unvoll- 
kommen bestätigt,  da  der  Einfluss  der  geographischen  Breite  den  der 
Höhe  in  der  Praxis  bedeutend  überwiegt.  Der  Coefticient  von  sin*i/>, 
nämlich 

RS  _ 4 n'R 
9o  ~ 9oT'  9 

worin  die  Umdrehungszeit  T 86164  Secunden  beträgt,  da  die  absolute 
Drehung  und  nicht  die  gegen  die  Sonne  maassgebend  ist,  bestimmt 
sich  zu  etwa  1/283  = 0,00353.  Die  Beobachtungen  lassen  sich  an- 
genäliert  wiedergeben  durch  die  Formel: 

/ = 9,781  (1  + 0,00512  sin»; 


die  Vergleichung  mit  dem  nach  der  Formel  berechneten  Resultat  zeigt, 
dass  der  von  uns  vernachlässigte  Einfluss  der  ellipsoidischen  Gestalt 
der  Erde  auf  das  Gesetz  von  g°  ein  sehr  bedeutender  ist.  — 

IV.  Wir  kehren  nunmehr  zu  der  allgemeineren  Betrachtung  der 
Anziehung  nach  dem  Newton’schen  Gesetz  zurück. 

Ist  der  von  m angezogenene  Massenpunkt  m,  ein  mit  Masse  er- 
fülltes Raumelement  eines  zweiten  endlichen  Körpers,  so  sind  die 
Componenten  der  Kraft,  welche  dieser  Körper  von  dem  ersteren  erfährt, 

„ l 


{X)  = fl(lmx\chnje-, 


d — 

(Y)  = f I dm,  I dm-^-  i 
iz)  = fj  dm,J 


(137) 


ihre  Drehungsmomente  um  Parallele  zu  den  Coordinatenaxen  durch  die 
Stelle  x,*,  y,°}  x,° 

Ä l 


d~- 

e 


(L)  = f I dm , / dm ( {y,  - y,°) 


i 


ö — ’ 

(J/)  = f I dm,  I dm  \ (%,  — x,°)  — [x,  — x,°) 

„ l 


dx. 


(137') 


d — 

{N)  = f I dm,  I dm  \ {x,  - x,°)  - (y,  - y,0)  ~ 

Diese  Grössen  lassen  sich  einfach  ausdrücken  durch  eine  Function 
(</>),  die  wir  aus  dem  Potential  </>  der  Wirkung  des  Körpers  m auf 
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*(<*>) 


das  Element  dm,  in  derselben  Weise  bilden,  wie  die  Componenten- 
summen  (X),...  aus  den  Einzelcomponenten  A,  . nämlich  durch 
Integration  über  dm,\  wir  nennen  sie  das  Potential  der  Wechsel- 
wirkung zwischen  m und  mlt  und  detiniren  sie  durch  die  Gleichung: 

(0)  = — f J dm-—-'  (138) 

Bildet  man  die  allgemeinste  Variation  dieser  Function,  welche 
durch  eine  Bewegung  des  starren  Körpers  m hervorgebracht  wird,  so 
lautet  diese,  da  nur  e variabel  ist: 


<W=  - fl  dm , I dm\j^8x,+ -~8y,+ j^-S; 


(138') 


Sx„  8y„  Sz,  sind  hierbei  die  allgemeinsten  Werthe  der  Verschieb ungs- 
componenten  für  das  Massenelement  dm„  die  bei  einem  starren  Körper 
möglich  sind.  Wir  haben  in  § 16  verschiedene  Weisen  besprochen, 
diese  Verschiebungen  durch  sechs  von  einander  unabhängige  Be- 
wegungen auszudrücken,  und  wollen  nunmehr  die  in  (9)  gegebenen 
Werthe  benutzen,  welche  lauten 

Sx,  = Sx?  + {z,  — %*)  Sy,  — (y,  — y,°)  Sv,, 

Sy,  = Sy,°  + (x,  — x ,°)  Sv,  — (z,  — z,°)  SX„  (138") 

Sz,  = 8z:  + (Vl  - y :)  SK  - (x,  - x,°)  Sy, 

und  Sx„  Sy„  S z,  darstellen  durch  die  Verschiebungen  Sx,°,  Sy ,°,  Sz ,°  eines 

in  dem  Körper  willkürlich  angenommenen  Punktes  x ,u,  y,°,  z,°  parallel 
zu  den  Coordinatenaxen  und  durch  die  Drehungen  Sy,,  Sv,  um 
Parallele  zu  den  Coordinatenaxen  durch  x,°,  y,n,  z,\ 

Setzt  inan  diese  Werthe  ein,  so  wird  S(<1>)  die  Form  annehmen: 
d((P)  ~ o 6(<P)  v „ 0(0»)*  o d(fp)  d(<P)  v d((P)  v 

worin  die  partiellen  Differentialquotienten  andeuten,  dass  nur  je  eine 
der  sechs  unabhängigen  Variationen  Sx,°,  dyx°,  Sz S?.,,  Sy,,  Sv,  statt- 
linden  d gedacht  ist;  es  gilt  nämlich: 

l 
e 

r/vj 


«i 

e 


a-L 

e 


Sx,°  f J dm,J  d?n  .j—  + Sy,°  f J dm,j  dm^~  + S ~i°  f J dm,  J dm 


d-  d-] 

+ SX,f\  dm,  I dm  ( (y,  — - (*i- 

öl  öl1 

+ /*  / rfw,  I rfw  1 (*i  — ~,°)  — (x,  — »i°) 


(139) 


öa, 

1 


+ <)' v,  f J dm,  J dm  ^(a,  — a,°)  — {y,  — y,0) 


öa, 

ap 

öa, 
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Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  den  Gleichungen  für  ( X ),  ... 
und  (L),...,  so  erkennt  man,  dass  die  Beziehungen  gelten: 


(*)- 

am 

dx?  ’ 

(!')  = ' 

d(<P) 

dyy 

(Z)  = 

am 

ö*,° 

(L)  = 

am 

5/1, 

m = - 

ö(*) 
6*  * 

W) 

dvx 

Aus  dem  Potential  der  Wechselwirkung  zweier  Körper 
erhält  man  die  Componentensummen,  die  der  eine  von  ihnen 
erfährt,  durch  die  negativen  partiellen  Differentialquotienten 
nach  den  Coordinaten  eines  beliebig  in  ihm  fest  angenom- 
menen Punktes,  die  Drehungsmomente  um  Parallele  zu  den 
Coordinatenaxen  durch  diesen  Punkt  durch  die  negativen 
partiellen  Differentialquotienten  nach  den  Drehungswinkeln 
um  diese  Axen. 

Diese  Differentiationen  sind  zunächst  nur  geometrisch  zu  verstehe:, 
als  die  Verhältnisse  der  Aenderungen  von  (</>)  bei  gewissen  Verschie- 
bungen und  Drehungen  zu  deren  Grössen.  Analytisch  darstellbar 
sind  sie  erst,  wenn  man  durch  geeignete  Umformungen  (</>)  als 
Function  der  Grösse  dargestellt  hat,  nach  der  differentiirt  werden  soll. 

Da  die  ganze  Betrachtung  ungeändert  bleibt,  wenn  statt  des 
Newton’schen  irgend  ein  anderes  Potential  angenommen  wird,  welches 
gestattet,  mit  den  Difierentialzeichen  vor  die  Integrale  zu  gehen,  so 
gilt  der  obige  Satz  für  ein  jedes  von  ihnen. 

Die  Componenten  und  Momente  sind  positiv,  wenn  (<f>)  bei  der 
Verschiebung  oder  Drehung  des  Körpers  abnimmt,  d.  h.  wirken  in 
diesem  Falle  im  Sinne  der  Verschiebungen  oder  Drehungen,  im  andern 
Falle  ihnen  entgegen.  Die  Componenten  und  Momente  verschwinden, 
wenn  (</>)  sich  bei  diesen  Bewegungen  nicht  ändert. 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

Ein  Körper,  der  unter  der  Wirkung  eines  Potentials  (<£) 
steht,  ist  im  Gleichgewicht  in  einer  Lage,  welche  (</>)  zu 
einem  Maximum  oder  Minimum  macht,  und  zwar  ist  das 
Gleichgewicht  ein  stabiles  im  Falle  des  Minimums,  ein 
labiles  im  Falle  des  Maximums. 

Wir  haben  bisher  den  Körper  ml  als  den  von  m angezogenen 
betrachtet  und  die  Componenten  und  Momente  bestimmt,  welche  er 
erleidet,  aber  die  vollkommene  Symmetrie,  welche  die  Function 

dm  dm , 
e 

in  Bezug  auf  die  beiden  Massen  zeigt,  ergiebt,  dass  wir  auch  umge- 
kehrt hätten  verfahren  können.  Wir  können  also  aus  (</>)  die  Com- 
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ponenten  und  Momente  ableiten,  die  beide  Theile  des  Systemes  er- 
fahren, resp.  ausüben.  Dies  erklärt  den  Kamen  „Potential  der 
Wechselwirkung  von  m und  m,“,  den  wir  der  Function  (<£)  er- 
theilt  haben. 

Die  Componenten  und  Momente,  die  m und  ml  in  Bezug  auf  die- 
selben Axen  erfahren,  sind  entgegengesetzt  gleich,  sodass  die  beiden  Kör- 
per, starr  mit  einander  verbunden,  im  Gleichgewicht  verharren  können. 

Y.  Das  Potential  (<£)  der  Wechselwirkung  zwischen  m und  ml 
entwickeln  wir  vollständig  zunächst  wieder  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  beiden  Massen  sich  in  einer  gegenseitigen  Entfernung  befinden, 
die  so  gross  gegen  ihre  Dimensionen  ist,  dass  wir  Glieder  von  der 
Ordnung  der  dritten  Potenz  ihres  Verhältnisses  neben  Eins  vernach- 
lässigen können.  Wir  sprechen  dies  kurz  aus  in  der  Annahme,  dass 
wir  uns  auf  die  zweite  Annäherung  beschränken  wollen. 

Wir  erhalten  dann,  wenn  wir  mit  f,  //,  £ und  f,,  ijn  £,  die  Co- 
ordinaten  der  Schwerpunkte  beider  Körper,  mit  g,  ?/,  £'  und  |/,  £/ 

die  relativen  Coordinaten  der  Elemente  dm  und  dm  gegen  diese 
Schwerpunkte  bezeichnen,  für  die  Entfernung  e zwischen  ihnen: 

=((!.  + !.')  - (I  + 1'))’  + ((»/.  + »/.')  - (»/  + »/'))’  n 4m 

+ ((?. + fo  - (s + m { 1 

für  die  Entfernung  E der  beiden  Schwerpunkte  hingegen: 

e1 = (i,  - er + (Vi  - vT + k.  - er-  (ho') 


Entwickeln  wir  im  Potential  (tf>)  die  Grösse  1 \e  nach  Potenzen 
von  ?/,  £'  und  f,',  >,/,  und  beachten  die  JRelationen,  welche  den 
Schwerpunkt  definiren,  nämlich: 

J dm  = J if  dm  = J £ dm  = 0, 

J tzidiri  = J iji'dm  = J £x'dm  = 0, 


so  erhalten  wir  innerhalb  der  festgesetzten  Annäherung 

l 


(0)  = - f / rfm,  / dmk;  + - 


1 


„ ö* 


d2  — 

E rj*  E 2? 

2 d;2  + 2~  d/?2  + 2 ds2 

0 -p  5 “p  5 “P 

+ 7/  ^ öVdt + ^ aTäs  + ^ 


+ 


^ ,2  ^ 


«» 


2 dir 


5*  _L  ö2  _L 

^ "*■  2 dt,2 

~ 1 


(141) 


d2  ^ d2  -i  d2  ~ 

+ 7/l  & öT^dti  + ^ * dtTdl  + d$Tö*; 
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Nun  ist  aber  nach  dem  Werthe  von  E 


,,  i 
8 E 


ferner 


dV 


Ö|* 


dt/  dt  ö »y,  dti 


*i+r' 

ö$*  ^ 


1 

Ä + 1 - o 

Ö iy*  + Öi*  ~ ’ 


daher  schreibt  sich  vorstehendes  Resultat  unter  Einführung  der  Träg- 
heits-  und  Deviationsmomente  um  die  Parallelen  zu  den  Coordinaten- 
axen  durch  die  resp.  Schwerpunkte  auch: 

l „„  l 


m=-f\ 


„ d*—  8* — 

mm1  E (wtjH  + mH,)  E (WjZ+wZ,)  E 


_,ö2 


E 


2 BV 


3** 


dtS 

1 \ (141') 

E 


Nun  ist  aber 


ö*  -= 


£ 3(1,-$)* 


öl,* 


£’s 


’ 


ös  — 

E 3(iy,—  iy)’  1 


ö2 — 

J5  8(5,  — 5)* 


öiy,2 


JE?* 


ö5,5 


i?s 


E 3 ’ 


22  ^ *j2  ^ 22  ^ 

^ _ 3(^i  — tj)  (£,  — t)  ° i?  _8(ui—  — i)  -£  _ 3 (€i  — {QOyi  — y) 

dVl  dt,  E s ’ ö£,  ö;,  JE*  ’ ö|t  öiy,  J?5  ’ 

oder,  wenn  man  die  Cosinus  a,  ß',  / der  Winkel  einführt,  welche  E — 
gleichviel  in  welcher  Richtung  positiv  gerechnet  — mit  den  Coordi- 
natenaxen  einschliesst, 


~ 1 

dj 

“öl,2  ~ 
at  1 
°E 


Sa *-  1 
E* 

3 ß'r’ 


ö* 


1 


E _ 

öiyi* 

et,  di, 


3 1 

3 /« 

= ~W’ 


at,* 

..  1 

Öl,  Öiy, 


3/ 2 - 1 
E3 

_ 3«'/9' 
tf3 


017,05, 

Wir  erhalten  demgemäss: 

’•»>--  r[-p 

^[(m1=+m=1)(3«,’-l)+(mlH  + mH,)(3/9'*-l)  + (m1Z+mZ,)(3}'',-l)  (141") 

• 2(m,H'  + mH,')  3/?'/  + 2(m,H'  + mH,')  3/a  + 2(m,Z'  + mZ,')  3«'/9']) , 

oder,  wenn  wir  nach  (36)  die  Trägheitsmomente  M und  M,  der  beiden 
Massen  m und  m1  um  die  Richtung  der  Verbindungslinie  E ihrer 
Schwerpunkte  einführen  und  die  Beziehung  (38”)  berücksichtigen, 
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(141"') 


— 3 (m,  M + »(M, 


worin  nun  A,  B,  r,  A,,  B,,  I“,  die  Hauptträgheitsmomente  der  beiden 
Körper  für  ihren  resp.  Schwerpunkt,  also  von  ihrer  gegenseitigen  Lage 
gänzlich  unabhängige  Constanten  bezeichnen. 

Die  Trägheitsmomente  M und  M,  lassen  sich  auch  durch  die 
Hauptträgheitsmomente  ausdrücken,  wenn  man  die  Cosinus  der  Winkel 
der  Hauptträgheitsaxen  gegen  die  Richtung  E unter  der  Bezeichnung 
a,  ß,  y und  a,,  ß„  yx  einführt.  Es  ist  dann  nämlich: 


Sonach  ist  jetzt  (</>)  ausgedrückt  durch  die  gegenseitige  Ent- 
fernung E der  Schwerpunkte  von  m und  wi,  und  durch  die  Winkel 
ihrer  Trägheitsaxen  gegen  die  Richtung  von  E. 

Dreht  man  die  Körper  um  die  Richtung  der  Verbindungslinie, 
so  ändert  sich  (<£)  nicht;  dies  giebt  den  Satz: 

Zwei  ferne  Körper,  welche  nach  dem  Newton’sclien  Gesetz 
auf  einander  wirken,  üben  in  zweiter  Annäherung  niemals 
ein  Drehungsmoment  um  die  Verbindungslinie  ihrer  Schwer- 
punkte auf  einander  aus. 

Sind  die  beiden  Körper  um  ihre  festgehaltenen  Schwerpunkte 
drehbar,  oder  einer  fest,  der  andere  drehbar,  so  werden  sie  nach  einer 
gegenseitigen  Lage  hinstreben,  welche  das  Potential  (<£)  zu  einem 
Minimum  macht,  d.  h.,  da  E constant  angenommen  ist,  nach  einer 
solchen,  die  «<,M  + m M,  zu  einem  Minimum  macht.  Daher  folgt,  der 
weitere  Satz: 

Ein  nach  dem  Newton’schen  Gesetz  von  einer  fernen 
Masse  angezogener  Körper,  der  um  seinen  Schwerpunkt 
drehbar  ist,  befindet  sich  im  stabilen  Gleichgewicht,  wenn 
die  Axe  des  kleinsten  Trägheitsmomentes  in  Bezug  auf 
seinen  Schwerpunkt  in  die  Verbindungslinie  der  beiden 
Schwerpunkte  fällt,  — im  labilen,  wenn  dasselbe  mit  der 
Axe  des  grössten  Trägheitsmomentes  stattfindet. 

Geht  der  anziehende  Körper  m in  einen  materiellen  Punkt  über, 
so  wird  für  ihn  A,  B,  T und  M verschwinden,  und  wir  erhalten  für 
diesen  Fall: 


eine  Formel,  die  mit  (1 27")  identisch  ist,  wie  ja  selbstverständlich, 
nachdem  wir  erkannt  haben,  dass  (</>)  das  Potential  der  Wechsel- 


M = A«1  + Bfi*  + I ~r, 

Ml-AI«1#+  B1/9l*+rly.#. 


(142) 
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Wirkung  zwischen  den  Körpern  m und  m,  darstellt.  Die  vorstehen- 
den Sätze  sind  auf  diesen  Fall  einfach  zu  übertragen.  — 

VI.  Die  strenge  Berechnung  des  Potentiales  der  Wechselwirkung 
zweier  Körper  ist  nur  in  wenigen  Fällen  durchführbar. 

Ist  der  eine  der  beiden  Körper,  z.  B.  m,  eine  in  concentrischen 
Schichten  homogene  Voll-  oder  Hohlkugel,  so  ist  das  auf  ihn  bezüg- 
liche Integral  in  dem  Werthe  des  Potentiales 

[<P)=  - ff  dm,f  ~ (143) 

nach  den  früheren  Rechnungen  sogleich  auszuführen,  denn  in  Bezug 
auf  diese  Entwickelung  ist  es  vollkommen  gleichgültig,  ob  das  Integral- 
zeichen vor  dem  angezogenen  Massenelement  dm,  steht  oder  nicht. 
Wir  erhalten  demgemäss,  wenn  m,  ganz  ausserhalb  m liegt: 


(0>)  = (143') 

worin  e , die  Entfernung  des  Elementes  dm,  von  dem  Mittelpunkt  der 
Kugel  oder  Kugelschaale  und  m deren  ganze  Masse  bezeichnet. 

Das  Potential  der  Wechselwirkung  einer  in  concen- 
trischen Schichten  homogenen  Kugel  oder  Kugelschaale 
und  eines  beliebigen  ausserhalb  gelegenen  Körpers  ist  das- 
selbe, als  wäre  die  ganze  Masse  der  ersteren  in  ihrem 
Mittelpunkt  vereinigt;  Gleiches  gilt  von  den  zwischen  bei- 
den wirkenden  Kräften. 

Betrachtet  man  also  die  Erde  als  eine  in  concentrischen  Schichten 
homogene  Kugel  und  abstrahirt  von  ihrer  Rotation,  so  kann  man  die 
auf  jeden  beliebigen  äussern  Körper  ausgeübte  Kraft  als  vom  Mittel- 
punkt ausgehend  ansehen. 

Ist  auch  die  Masse  m,  eine  solche  Kugel  oder  Kugelschaale,  so 
lässt  sich  auch  die  zweite  Integration  ausführen  und  ergiebt 


W--f 


mm, 

1 T 


7 


worin  E den  Abstand  der  Mittelpunkte  der  beiden  Kugeln  bezeichnet. 

Das  Potential  der  Wechselwirkung  zweier  in  concen- 
trischen Schichten  homogenen  Kugeln  oder  Kugelschaalen 
ist  dasselbe,  als  wäre  die  Masse  einer  jeden  in  ihrem  Mittel- 
punkt vereinigt;  Gleiches  gilt  für  die  zwischen  ihnen  wir- 
kenden Kräfte. 

Die  Messung  der  gegenseitigen  Anziehung  zweier  Metallkugeln 
hat  zuerst  Cavendish  (1798),  später  Reich  (1837  und  1849),  Baily 
(1842),  endlich  neuestens  Cornu  und  Baille  (1873)  benutzt,  um  die 
mittlere  Dichtigkeit  em  der  Erde  zu  bestimmen. 
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Dies  ist  deshalb  möglich,  weil  die  Constante  f des  Newton’schen 
Gesetzes  sich  durch  die  Beschleunigung  der  Schwere,  den  Radius  und 
die  Dichte  der  Erde  ausdrücken  lässt.  Die  Anziehung,  welche  die 
Erde  auf  eine  Masse  g an  ihrer  Oberfläche  ausübt,  ist  nämlich  gleich 
fMfijR *,  wenn  M die  Masse,  R den  Radius  der  Erde  bezeichnet,  die 
Beschleunigung  g,  die  sie  ihm  ertheilt,  daher  gleich  fMjR%  also  ist 


. R'!  3 g 

^ M AnRtm 


(144) 


Die  Anziehung  K zwischen  zwei  Kugeln  von  den  Massen  m und  mlf 
deren  Centra  sich  im  Abstand  E von  einander  befinden,  ist  demgemäss 
gegeben  durch 

° Tr  3 gmmx 

A “ 4 ntmREV 


woraus  folgt: 


em  = 


3 g 7/17)1, 
inKRE*  * 


(144') 


Um  die  Kraft  K zu  messen,  wurden  zwei  Bleikugeln  mittelst 
eines  leichten  horizontalen  Stabes  an  einem  oder  an  zwei  Drähten  so 
aufgehangen,  dass  das  ganze  System  um  eine  verticale  Axe  drehbar 
war.  Bei  einer  Ablenkung  um  einen  kleinen  Winkel  (p  aus  der  Ruhe- 
lage, welche  es,  sich  selbst  überlassen,  annahm,  wurde  in  der  Aufhängung 
ein  mit  (p  proportionales  Drehungsmoment  — Dxrp  erregt;  die  Con- 
stante Dx  desselben  liess  sich  nach  der  auf  p.  201  besprochenen 
Methode  durch  Schwingungsbeobachtungen  bestimmen. 

Wurden  nun  grosse  feste  Kugeln  in  der  Nähe  der  beweglichen 
geeignet  aufgestellt,  so  übten  sie  ihrerseits  ein  Drehungsmoment  N 
auf  den  beweglichen  Theil  aus,  und  die  Ruhelage,  die  derselbe  in 
Folge  dieser  Wirkung  annahm,  war  dadurch  bestimmt,  dass  die  beiden 
Momente  sich  aufheben  mussten,  also 

JV  = Dx(f 

war.  Die  Messung  des  Ablenkungswinkels  <p  gestattete  somit  bei  be- 
kanntem Dt  das  Moment  der  Attractionen  N zu  bestimmen,  und,  da  die 
Hebelarme  bekannt  waren,  an  welchen  sie  wirkten,  auch  die  Kräfte  selbst. 

Diese  Beobachtungen  haben  für  die  mittlere  Dichte  em  der  Erde 
Werthe  zwischen  5,4  und  5,8  ergeben,  sodass  man  5,6  als  eine  ziem- 
lich zuverlässige  Zahl  für  diese  Grösse  ansehen  kann.  Abgesehen  von 
dem  directen  Interesse,  welches  sie  besitzt,  ist  sie  von  Wichtigkeit,  da 
sie  uns  die  Grösse  der  Constanten  f des  Newton’schen  Gesetzes  zu 
bestimmen  gestattet,  Ihre  Dimension  ist  nach  (144) 

[/']  = PT'»»-4], 

ihr  Zahlwerth  bestimmt  sich  in  (cm,  g,  sec.) 

f=  0,000  000  065  7. 
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§ 26.  Unendlich  kleine  stetige  Verrückungen  in  einem  nichtstarren 

Körper;  Deformationen, 

Als  starre  Körper  haben  wir  im  vorigen  Theile  solche  bezeichnet, 
deren  Massenelemente  oder  Punkte  ihre  gegenseitige  Lage  während 
der  Bewegung  nicht  ändern  und  daher  nur  Verrückungen  von  den 
bestimmten  Eigenschaften  erleiden  konnten,  welche  wir  im  16.  Abschnitt 
entwickelt  haben. 

Unter  nichtstarren  Körpern  werden  wir  dementsprechend 
zunächst  allgemein  solche  verstehen,  deren  Massenelemente  Aenderungen 
ihrer  gegenseitigen  Lage  und  daher  Verrückungen  auch  anderer  Art, 
als  oben  behandelt,  gestatten;  aber  wir  wollen,  schon  um  einen 
Körper  von  einem  System  discreter  Massenpunkte  zu  unter- 
scheiden, die  vorstehende  Definition  dahin  einschränken,  dass  wir  den 
Verrückungen  die  Eigenschaft  beilegen,  sich  innerhalb  des  Körpers 
stetig  mit  dem  Ort  zu  ändern.  Dadurch  sind  dann  zugleich  alle 
die  Fälle  ausgeschlossen,  wo  in  Folge  der  Bewegung  im  Innern  des 
Körpers  Spalten  oder  Hohlräume  auftreten.  Drücken  wir  die  Ver- 
rückung eines  Punktes  p durch  die  Zuwachse  Sx,  Sy,  dz  seiner  Coor- 
dinaten  x,  y,  z aus,  so  enthält  unsere  Annahme  die  Festsetzung,  dass 
Sx,  Sy,  Sz  stetige  Functionen  von  x,  y,  z sind. 

Für  einen  Punkt  p , des  Körpers,  welcher  die  Coordinaten  xt  = x -f  |, 
yi  = y + V,  zt  = z + £ besitzt,  haben  die  Verschiebungen  andere  Werthe 
Sxx,  Sy ,,  Szn  die  wir  als  Functionen  von  x y + y,  z + £ nach 
Potenzen  von  y,  £ entwickelt  denken  können,  gemäss  der  Formel: 


v y , ^bfix  , dfix 

Sxt=  dx  + |-ä b Vsz- 

* ox  oy 


ydfix  i5  d*  fix 


u.  s.  f. 


Wir  bezeichnen  als  das  Bereich  B des  Punktes  p ein  um 
denselben  abgegrenztes  Volumen  von  solcher  Grösse,  dass 
in  ihm  innerhalb  der  festgesetzten  Genauigkeitsgrenze  die 
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Glieder  zweiter  Ordnung  dieser  Reihen  gegen  die  erster 
vernachlässigt  werden  können. 

Je  nach  den  Umständen  kann  das  Bereich  sehr  verschiedene 
Ausdehnung  haben.  Sind  die  zweiten  und  höheren  Differentialquotienten 
der  Sx,  Sy,  Sx  nach  den  Coordinaten  gleich  Null,  d.  h.  sind  Sx,  Sy,  dz 
lineare  Functionen  von  x,y,x,  so  kann  dem  Bereich  B eine  beliebige 
endliche  Grösse  gegeben  werden;  findet  dies  aber  nicht  statt,  so  ist 
dasselbe  unendlich  klein  von  bestimmter  Ordnung  zu  wählen.  Dem- 
gemäss werden  auch  die  weiterhin  zu  ziehenden  Folgerungen  je  nach 
Umständen  nur  für  ein  unendlich  kleines  oder  aber  für  ein  endliches 
Bereich  gelten. 

Die  nach  dem  Gesagten  für  das  Bereich  B des  Punktes  x,  y,  x 
geltenden  Beziehungen: 


Sx,  — Sx  -f- 
= Sy  + 


Sx,  = Sx  -f 


I 

I 

I 


o fix  d fix 

TZ  + 11  Ti 

6 dy  . d fiy 
~dx  + V Ty 
d fix  d fix 

TZ  + ,,TZ 


, v d fix 

i S “5 — 1 
5 OX 


+ £ 


d Hx 
dz 


(i) 


in  welchen  die  dSx/dx,  dSx/dy, . . . innerhalb  B constant  sind,  bilden 
die  Grundlage  für  die  Untersuchung  der  Bewegungen  in  einem  nicht- 
starren  Körper. 

Die  Werthe  der  Verrückungscomponenten  Sxn  Sy,,  Sx,  lassen 
sich  in  Theile  gleicher  Form  zerlegen,  welche  man  so  wählen  kann, 
dass  sie  resp.  drei  Verschiebungen  des  Bereiches  parallel  den 
Coordinatenaxen,  drei  Drehungen  um  dieselben  und  drei 
gleichförmige  Dehnungen  nach  drei  zu  einander  normalen 
Richtungen  von  bestimmter  Lage  darstellen. 

Was  die  ersten  beiden  Theile  anbetrifft , sp  sind  es  diejenigen 
Bewegungen,  welche  bei  starren  Körpern  allein  möglich  sind,  und 
wir  haben  in  § 16  gesehen,  dass  sie  sich  darstellen  durch  die  Werthe 
der  Coordinatenänderungen 

{Sx,),=  Sx0J  (Sy,),  = Sy 0,  {Sz,),=  Sz0  (2) 

für  die  Verschiebungen,  und 

(Sx,)t=£Sp  — ijSv,  (Sy,)t=gSv  — £<U,  (<?-,),=  v Sk  — f Sy,  (2') 

für  die  Drehungen;  in  letzteren  Formeln  sind  SX,  Sfi,  Sv  die 
Drehungswinkel  um  Parallele  zu  den  Coordinatenaxen  durch  den 
Punkt  p. 

Was  die  Dehnungen  oder  Dilatationen  anbetrifft,  so  sprechen  wir 
zunächst  folgende  Definition  aus: 
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Ein  Körper  heisst  parallel  einer  Coordinatenaxe  gleich- 
förmig ausgedehnt,  wenn  die  ihr  parallelen  Coordinaten 
aller  seiner  Punkte  um  denselben  Bruchtheil  ihrer  Länge 
vergrössert  sind. 

Sind  a,b,c  die  Coordinaten  eines  Punktes  des  Körpers  bezogen  auf 
ein  ABC-Coordinatensystem,  so  stellen  die  Zuwachse 

Sa  = ap, , Sb  = bot,  Sc  — cp,  (2") 


ein  System  von  Verschiebungen  dar,  welches  dem  Körper  parallel 
A,  B,  C resp.  die  Dilatationen  p,,  p,,  p,  ertheilt,  denn  die  Coordinaten 
a,  b,  c werden  dadurch  in  a(l  + p,),  6(1  -f-  p,),  c(l  + p,)  verwandelt. 
Negative  Werthe  der  pÄ  entsprechen  Verkürzungen  oder  Compressionen. 

Man  bemerkt,  wie  auch  bei  gleichzeitiger  Dehnung  parallel  allen 
drei  Coordinatenaxen  der  Coordinatenanfang  an  seiner  Stelle  bleibt 
und  Punkte  der  Coordinatenaxen  auf  diesen  Linien  verharren. 

Liegt  der  Anfangspunkt  des  Systemes  ABC  an  der  Stelle  x,  y,  z, 
deren  Bereich  wir  untersuchen,  und  gelten  demnach  zwischen  den  auf 
das  XYZ - und  ABC’-System  bezogenen  relativen  Coordinaten  der  Stelle 
xn  y„  zx  die  Beziehungen 


| = au,  + but  + cu3 , 

ij  = aß,  + bßt  -}-  cßt , (8) 

£ = ay,  + byt  4-  cy3, 

so  werden  die  Ausdehnungen  parallel  den  Axen  A,  B,  C Veränderungen 
der  Coordinaten  x,  = x + £,  y,  = y + y,  zx  = z + £ liefern,  welche,  da 
sie  x , y,  z und  die  uh,  ßh,  y„  nicht  berühren,  gegeben  sind  durch 

{Sx,)3  = au,o x 4-  bu,(K  4"  ou3o3, 

{3yt)t  = a ß,  p,  4-  b ßt  pt  + cß3  o3 , (3') 

{S zx)t  = a yt  ox+  bytp,+  c y3 o3 , 

oder  bei  Einführung  von  y,  £ durch 


(Szi),  = £ («,*(>»  4-  «**(>*  + + V {Uißxih  4-  «2/?*p*  4- 

4-  £{“C/x{h  + 4-  «»/.p»), 

= £ {UißxQi  + c*tß*(?*  4-  Mißtih)  + ri  iß*  Qi  4*  ß*  Q*  4-  ßt*  Q*) 

■p  b {ßi yi pi  4"  ß,y*(>t  4-  ßtytQi)  j 

(< 8z ,),  = I p,  4-  r*«*p*  4-  4-  4-  y,ß,o,  4-  ?,/?,(>,) 


Diese  Formeln  zeigen,  verglichen  mit  (2"),  dass  die  angenommene 
Dilatation  parallel  den  Axen  A,  B,  C nicht  zugleich  eine  Dilatation 
parallel  den  Axen  X,  Y,  Z darstellt,  denn  die  Sxn  Sy,,  Sz,  sind  nicht 
resp.  nur  je  mit  y,  £ proportional.  Demgemäss  nennt  man  die 
Richtungen  A,  B,  C die  den  gegebenen  Dehnungen  entsprechenden 
Hauptdilatationsaxen  und  p,,  p,,  p,  die  Hauptdilatationen. 
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Bildet  man  die  Summen  aus  den  drei  der  Verschiebung,  Drehung 
und  Ausdehnung  entsprechenden  Verrückungscomponenten  und  setzt  sie 
den  durch  (1)  gegebenen  gleich,  nach  dem  Schema 

Sx,  = (Sx,),  -f-  (d'#,)»  4-  (<)'#,),, 

SVi  = (^2/i)>  4-  (Syßi  + (Sy,),, 

Sx,  = (£*,),  + (£*,),  + {dz*)*, 

so  erhält  man,  da  diese  Formeln  für  alle  |,  £ gelten  müssen, 

folgende  Beziehungen: 

Sx  = Sx0 , Sy  = 8y0,  Sx  — Sz0 , 


dda* 
öx 
d«>y 
öy 
d <U 
ö* 


= + ß*  Q*  4“  ßi  Qi  > 

= + r.V.  + ?v  q, , 


dtty 
d* 
5 dx 
dy 
d <)x 
dx 
d <)x 
dx 
d <)x 
dy 

d,)y 

dx 


= ßiYiQi  + ß*Y*Q*  + ßiYiQi  — SX, 
= ßxYi  Qi  + ßiY*Q'.  + ßY/dh  + SX, 
= Y>  a> Q>  + Y*a*Qt  + Y*“iQ*  — Sy, 
= Yl“iQi  + Y*“*Q-.  4-  /'.«.(>.  + Sy, 
= Ct,ß,  Qi  4"  Utß*Q%  4“  C43ß3Qs  — Sv , 
— “ißiQi  + dißiQt  4-  VißiQi  4-  Sv. 


(4) 


Diese  Formeln  zeigen,  dass  das  Problem  der  Zerlegung 
der  allgemeinsten  Verrückung  für  das  Bereich  B in  Verschie- 
bung, Drehung  und  Ausdehnung  eindeutig  bestimmt  ist. 

Die  ersten  drei  Formeln  (4)  geben  nämlich  die  Verschiebungs- 
componenten  parallel  den  willkürlichen  Coordinatenaxen 


Sx0=Sx,  Sy0=  Sy , Sz0=  Sz  (4') 

gleich  den  Verschiebungen,  welche  die  Stelle  x,  y,  % selbst  erleidet; 
für  die  Drehungswinkel  folgt  aus  den  letzten  sechs  Gleichungen  nach 
Elimination  der  oh 


d fix 
dy 


Sy 


JL  (d,)x 

2 \ dx 


d <J*\ 
dx  j ’ 


Sv 


1 

2 


und  für  die  Grösse  der  Dilatationen  n„  ot,  o,  und  die  Lage  ihrer 
Richtungen  gelten  die  nach  Elimination  der  SX,  Sy,  Sv  erhaltenen 
Gleichungen : 
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böx 

bx 

böy 

by 

b(h 


JjT  = + a*Q*  + «,*(>,, 


— ß?Q\  4"  ßt  Qi  4"  ßj  Qj ; 


(4'") 


jzr^r'Qi  + r^Q.  + r^Qi, 

1 (dt hj  Ö<)*\  a . a . a 

~2  ^ ^ ~dy^J  ßiYiQ*~\~  ß*Y*Q*  + ßsY*Q* > 

1 (bdx  dfkc\ 

Y + ~Bx)  = + /'•«•?»> 

1 /ddo;  />  , Q . >3 

Y ("57  + ~bx)  = + *'P'Q'  + «•&('»> 

welche  mit  den  sechs  zwischen  den  <*„,  /9,4,  y*  bestehenden  Relationen 


4-  4-  «,*  = 1 , ßt  Ti  + ß,Y,  + ßtYt=  o , 

/?,*  4-  ßt  4-  ß»  = 1 , 4-  Y*at  + ytat  = Ü , 

r.’  4-  /**  4-  Y * = 1 j <*./?,  4-  a*ßt  + cttßx  = 0 

siimmtliche  zwölf  Grössen  «,,,  ah,  ßh,  yh  bestimmen.  — 

Nachdem  wir  im  Vorstehenden  den  Nachweis  erbracht  haben, 
dass  eine  unendlich  kleine  stetige  Verrückung  der  Punkte  eines  nicht- 
starren  Körpers  innerhalb  des  Bereiches  B eines  beliebigen  Punktes  p 
stets  und  nur  auf  eine  Art  in  eine  gewisse  Verschiebung,  eine  Drehung 
und  eine  gleichförmige  Ausdehnung  zerlegt  werden  kann,  wenden  wir 
uns,  da  wir  die  ersten  beiden  Theile  schon  früher  behandelt  haben, 
zur  Untersuchung  der  Eigenschaften  des  letzteren. 

Die  gleichförmige  Dehnung  des  Bereiches  B drückt  sich  in 
Bezug  auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  durch  die  Zuwachse 
(Aa;,),,  {d'yt)3,  (dz,),  der  Coordinaten  aus,  welche  sich  durch  die  Werthe 
der  gegebenen  Gesammtzu wachse  8x,  Sy,  Sz  dars teilen  lassen. 
Dazu  setzen  wir  die  Werthe  (4")  unter  Benutzung  der  Abkürzungen 


b t)x 

bt)y 

b dx 

bx 

= xx, 

by 

= y„ 

(5) 

d dlj 

böx 

b<)x 

. b tfx 

bdx  bt)y 

dz  ^ 

by  ~ 

y.=  % i 

v’  bx 

+ -ST- 

--  Zx=  X, 

by  bx 

*y  = yz 

in  die 

Gleichungen 

(3")  ein 

und  erhalten  so: 

(**),  = 

£%z  4- 

\VZy  + 

1 

2 b**'»  > 

(£y.).= 

}£y*  4- 

m 4- 

Y*y*  f 

(5') 

(**.),  = 

\ £ x*  4- 

bv%y  4- 

/ /V 

U.'V*  • 

Diese  Formeln  geben  die  gesuchten  Beziehungen  zwischen  den 
gesammten  Verrückungen  und  den  allein  von  der  Dilatation  her- 
rührenden Theilen. 

Wenn  wir  letztere  weiterhin  für  sich  betrachten,  so  beziehen  wir 
damit  das  Bereich  B auf  ein  Coordinatensystem,  welches  mit  dem 
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Bereich  diejenige  parallele  Verschiebung  und  diejenige  Drehung  erfährt, 
welche  durch  die  Antheile  (<?£,)>>  {d'yt\,  (dX)>  und  {d'xt)7,  {Syt)7,  {öz})7 
der  gesammten  Verrückung  gegeben  sind. 

Die  relativen  Coordinaten  g,  rh  £ des  Punktes  p,  gegen  p,  welcher 
letztere  ein  ganz  beliebiger  Punkt  von  B ist,  werden  in  Folge  der 
Dilatationsverrückungen  [dyt)t,  («Ls,)*  die  Werthe  £',  ff,  £' 

annehmen,  gegeben  durch: 

1=1(1+^)+  2 ‘rtxv  + 

v = Ü2/*  + v (1  + yf)  + }£y* , (5") 

r=  }i** + (i  + -.)  • 

Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  zunächst  leicht  die  geometrische 
Bedeutung  der  Grössen  xx.... 

Ein  Punkt  (r„  0,  0)  der  Z-Axe  besitzt  nach  der  Deformation  die 
Coordinaten: 


1/  —rt(l+  xx),  t],  = i\yx)  = % rtzx, 

ein  zweiter  (0,  r,,  0)  der  H-Axe  die  Coordinaten: 

£2  = = ?4(1  yfj)  £*  = 


ein  dritter  (0,  0,  rt ) der  Z-Axe  die  Coordinaten: 

~ = ==  **» (i  ”i~  • 


Die  Radienvectoren  nach  den  neuen  Lagen  haben  die  Längen 
rf,  rf,  r,',  welche  gegeben  sind  durch 

((1  + *,)’  + t W + i (*.)') . 

r,”  = r.*  (*  (x,)‘  + (1  +#,)*+  i-  (*,)’) , 

’-.'d  (*.)•+ iw+(i +*.)’). 

und  welche  sich  in  Rücksicht  auf  die  Kleinheit  von  xx ...  in  erster 
Annäherung  auch  schreiben  lassen: 

rf  = r,  (1  Hr  a*),  r,#  — r,  ( 1 + .?/„),  r,'  = r,  (1  + *,).  (6) 

Die  drei  Grössen  arx,  xt  geben  also  die  Dehnungen  der 
Längeneinheit  an,  wenn  dieselbe  im  Bereich  B parallel  der 
X-,  Y-  oder  Z-Axe  liegt. 

Die  Cosinus  der  Winkel  zwischen  den  Radienvectoren  rf,  r/,  r,'  sind 


cos  (r/,  r/) 


1 XyX,  + fr  (1  + yv)  yt  + Hl  + x.)  xv 
(l  + y„)(i  + *,) 


oder  wegen  der  Kleinheit  der  xx...  auch 


cos  «,  r,')  = cos  [rf,  r/)  = x*,  cos  (r/,  r,#)  = :r„.  (6') 

Bedenkt  man,  dass  je  zwei  der  Richtungen  rh  vor  der  Deformation 
den  Winkel  nj 2 mit  einander  einschlossen,  so  kann  man  cos(r,,',  rf) 
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mit  sin  [(r„,  rk)  — (rh\  rk')]  oder  auch  mit  (rh,  rk)  — {rh',  rk')  selbst  ver- 
tauschen und  erhält  durch 

(ri  ) ri  ) ~ ?/*>  1 ri  ) iriiri)  = %zf 

(»*,',  <)  - (rt,rj  = - xy 
das  folgende  Resultat  gegeben: 

Die  drei  Grössen  yx,  zx,  xy  sind  die  negativen  Werthe  der 
in  Folge  der  Deformation  stattfindenden  Aenderungen  der 
Winkel  zwischen  den  Richtungen,  welche  ursprünglich  in 
die  Coordinatenaxen  fielen. 

Daher  bezeichnen  wir  die  sechs  Grössen  xx,  ...  xy  kurz  als  die 
Deformationen  an  der  Stelle  x , y,  z oder  im  Bereich  B und  nennen 
specieller 

die  Axendehnungen, 

2/tj  %xj  %y 

die  Axenwinkeländerungen. 

Lösen  wir  die  Gleichungen  (5")  nach  f,  y,  g auf,  was  wegen  der 
Kleinheit  der  xz...  einfach  dadurch  geschieht,  dass  man  in  den  mit 
ihnen  multiplicirten  Gliedern  f,  y,  g mit  y,  g'  vertauscht,  so  erhält  man: 

I = + f'  (1  — X*)  ~ | n*v  - i £'«.» 
v = — i i' y*  + >/  (i  — \ £'y*,  (?) 

C = - bv'z*  + £'(1  ~ «.). 

Für  die  nächsten  Anwendungen  wollen  wir  diese  Gleichungen 
abkürzen  zu 

I = £>»  + + £'q,f 

y = ?Qt+  yp*+  S'qif  (?') 

£ = i'q,  4-  v'qi  + £'p», 

und  bemerken,  dass  in  ihnen  die  ph  stets  positiv  und  zwar  nahe  gleich 
Eins  sind. 

Erfüllt  ein  in  dem  Bereich  B gelegenes  System  von  Punkten  vor 
der  Verschiebung  irgend  eine  Oberfläche,  sodass  für  ihre  Coordinaten 

F(£,  v,  £)  = 0 

ist,  so  liegt  dasselbe  nach  der  Bewegung  auf  einer  andern  Fläche, 
deren  Gleichung  mittelst  der  Substitution  (7')  aus  F{g,  y,  g)  = 0 
hervorgeht. 

Hieraus  folgt  eine  Reibe  von  einfachen  Sätzen. 

Ebenen  und  Gerade  bleiben  innerhalb  B auch  nach  der 
Deformation  Ebenen  und  Gerade. 

Dies  folgt  daraus,  dass  eine  lineare  Gleichung  ihren  Grad  durch 
eine  lineare  Substitution  nicht  ändert. 
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Parallele  Ebenen  und  Gerade  bleiben  innerhalb  B auch 
nach  der  Deformation  einander  parallel. 

Zwei  parallele  Ebenen  sind  nämlich  gegeben  durch  die  Gleichungen 

«£  + ßv  + y£  = «£  + ßv  + 


und  die  Substitution  (6)  führt  dieselben  auf  die  gleiche  Form  zurück. 
Zwei  parallele  Gerade  sind  aber  gegeben  durch  die  Schnittcurven 
zweier  Paare  paralleler  Ebenen. 

Eine  Kugelfläche  innerhalb  B verwandelt  sich  in  ein 
dreiaxiges  Ellipsoid. 

In  der  That  wird  aus  der  Gleichung  einer  Kugel 

r + V'  +£*=  (8) 

durch  die  Substitution  (7')  die  Gleichung  eines  Ellipsoides: 


Ü Pi  + V Qi  + £ 7*)*  4 (I  Qi  + V P-i  + £ Qi)*  + (|  Qt  + V Qi  + £ p*Y  — (8') 


man  nennt  dasselbe  das  erste  Dilatationsellipsoid. 


e 


/ / 

— r cc , 


£ = rr 


Setzt  man 


worin  cc',  ß\  y die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  der  Radiusvector  r 
mit  den  Coordinatenaxen  einschliesst,  so  erhält  man 


(cc Pi -\-ß  qt  -f-  y 7,)*  -j-  (cc  qt-\- ß pt  + y Q$  4-  (cc  qt  + ß Qi  4-  y P%)*  — 


R% 

r> 


(8") 


was  wir  abkürzen  in 


A'  + B'+  C*=  ^ 


(8'") 


Um  die  Richtungen  der  Hauptaxen  zu  bestimmen,  haben  wir  die 
Bedingungen  des  Maximums  und  Minimums  von  r oder  TT/r'2  in 
Bezug  auf  cc ß',  y aufzustellen,  während  die  Beziehung  gilt,  dass 

«'• +/?*+/’=  1. 

Demgemäss  fügen  wir 

-pV’  + ?'  + /*- 1) 

zu  R'jr*  hinzu,  wobei  p'  einen  unbekannten  Factor  bezeichnet,  und 
differentiiren  das  Resultat,  als  wären  cc'f  ß ',  y unabhängig.  Wir  er- 
halten dadurch: 

PiA  + qtB  + qtC  — Qcc=  0, 

4*  P*B  + Qi  C — q’ ß — 0,  (9) 

q7A  -f-  QtB  +P»C—  oy  = 0. 


Diese  Gleichungen  werden  identisch  erfüllt  durch  die  Beziehungen : 
A + Qcd  = 0, 

B + Q?  =0,  p'  = + p’,  (9') 

C+p/=0; 
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denn  setzt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  für  A>  B,  C in  (9)  ein, 
so  reduciren  sich  die  Gleich ungen  (9)  auf  (9'). 

Diese  letzteren  Gleichungen  bestimmen  aber  die  Hauptaxen  des 
Ellipsoides 


Pia'-  + P,ßri  + PiY*  + 2 qtß'y  + 2 qty  d + 2 qtd  ß'  = 


R'- 


'2  ? 


(10) 


welches  das  zweite  Dilatationsellipsoid  genannt  wird. 

Das  erste  und  das  zweite  Dilatationsellipsoid  haben  also 
gleiche  Axenrichtungen. 

Das  System  (9')  hat  auch  noch  eine  andere  als  die  oben  aus- 
gesprochene Bedeutung. 

Fasst  man  nämlich  von  den  Gleichungen  (4"')  die  erste,  sechste, 
fünfte,  die  sechste,  zweite,  vierte  und  die  fünfte,  vierte,  dritte  mit  den 
Factoren  ah,  ßh,  yh  zusammen,  wobei  h = 1,  2,  3 sein  kann,  so  erhält 
man  unter  Rücksicht  auf  (5)  die  Beziehungen 


c*h{xx  — n,)  + \ßhxy  + \yhx,  — 0, 
Y 4”  ?*)  4"  2 YhUt  — o, 

^h^x  4”  Y ßh"'V  4”  Y ,l  ('*'*  P>i)  ~=  0, 

welche  mit 

4"  ßn  4*  Yh  = 1 


zusammen  die  Richtung  und  Grösse  der  Hauptdilatation  qu  bestimmen. 

Diese  Gleichungen  sind  aber  nach  der  Bedeutung  der  ph  und  qh 
in  (7')  mit  den  obigen  (9')  identisch  und  daraus  folgt: 

Die  Axen  der  beiden  Dilatationsellipsoide  fallen  in  die 
Hauptdilatationsaxen;  daher  bleiben  die  Punkte  dieser  Axen 
bei  der  Dilatation  auf  den  betreffenden  Richtungen. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Dilatationsellipsoide  erscheinen  auf 
die  Hauptaxen  bezogen,  wenn  durch  die  Wahl  der  Coordinaten  die 
Factoren  qh  der  Producte  ß'y,  yd  und  dß'  zum  Verschwinden  ge- 
bracht werden.  Die  Einführung  dieses  Coordinatensystemes  sei  durch 
die  Anbringung  des  Index  0 an  den  dadurch  geänderten  Grössen  an- 
gedeutet. Hieraus  folgt  wegen  der  Werthe  der  Grössen  qh  der  weitere 
Satz,  welcher  auch  direct  einzusehen  ist: 


Bezieht  man  die  Dilatationen  auf  das  System  der  Haupt- 
dilatationsaxen, so  sind  die  Winkeländerungen  y,°,  zx°  und  xu° 
gleich  Null.  Die  Gleichungen  der  beiden  Dilatationsellip- 
soide werden  demgemäss  resp.: 


I. 

II. 


c-(i_  Xxy  + ß (i  _ tJty  + /* (l  - x.y  = £ , 

«'*(1  - O + r (1  - jO  + /’(!  - *.“)  = * ; 


(11) 
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dafür  lässt  sich  auch  schreiben: 


* i i | : = 1 

r 2 (i  + xzy  ^ i?1  (i  + yvy  ^ r*  (i  + x,y  ’ 

?/*  j'* 

IL  Ä’  il  TxJ)  + B‘  (l‘+  y,°)  + R’  (1  + *,0  = 1 ‘ 


(11') 


Die  Hauptaxen  des  zweiten  Dilatationsellipsoides  sind 
also  den  Quadratwurzeln  aus  denjenigen  des  ersten  pro- 
portional. 

Da  xz,  yy , %,  als  neben  1 sehr  klein  vorausgesetzt  sind,  so  de- 
generiren  die  beiden  Dilatationsellipsoide  niemals  zu  Hyperboloiden. 

Es  erübrigt  noch  die  Untersuchung,  welche  Wege  die  einzelnen 
Punkte  der  Kugel  (9)  bei  der  Deformation  zurückgelegt  haben,  oder 
welche  Punkte  des  ersten  Dilatationsellipsoides  und  der  Kugel  einander 
entsprechen.  Bei  der  Beantwortung  dieser  Frage  gewinnt  die  Ein- 
führung des  zweiten  Dilatationsellipsoides  erst  ihre  rechte  Begründung. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Coordinaten-  in  die  Haupt- 
dilatationsaxen  gelegt  sind,  wird  das  System  (5")  zu: 


S'  = 1(1  + s*°)>  n =*/(*  + *0, 


£(1  + *.°), 


(12) 


oder  unter  Einführung  von  Polarcoordinaten  zu: 


ra  = rce(  1 + ^°),  r ß'  = rß{  1 + y,*), 


r'y'  = ry{  1 + «,°); 


(12') 


i 


daraus  folgt  für  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
der  Radiusvector  vor  und  nach  der  Deformation 
mit  den  Hauptdilatationsaxen  einschliesst,  die 
Beziehung: 

a':ß':  y = a (1  + xz°) : ß (1  + yy°) : y (1  -f  s,°).  (1 2") 
Dies  ist  dieselbe  Relation,  welche  die  ana- 
logen Cosinus  a,  ß\  y eines  Radiusvectors  nach 
einem  beliebigen  Punkt  q des  zweiten  Dilata- 
tionsellipsoides verbindet  mit  den  Cosinus  a,  ß,  y 
für  die  Normale  auf  der  durch  q an  dieses 
Ellipsoid  gelegten  Tangentenebene.  Hieraus 
folgt  die  Regel,  welche  Figur  34  verdeutlicht: 

Um  die  Stelle  zu  finden,  welche  ein 
Punkt  £0  der  in  dem  Bereich  B eon- 
struirten  Kugel 

r+ v +£*=£• 


Fig.  34.  nach  der  Deformation  des  Körpers 

einnimmt,  construire  man  die  zuge- 
hörigen beiden  Dilatationsellipsoide  I und  II,  lege  an 
das  zweite  eine  Tangentenebene,  welche  normal  steht  zu 
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dem  Radius  pqü  und  ziehe  durch  den  Berührungspunkt  q 
einen  Radiusvector  pq,  welcher  das  erste  Dilatationsellipsoid 
in  q j schneidet;  dann  ist  dieser  Schnittpunkt  der  ge- 
suchte Ort 

Diese  Construction  lässt  erkennen,  dass  das  ganze  System  Ver- 
schiebungen symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Hauptdilatationsaxen  liegt, 
und  dass,  wenn  die  Hauptdilatationen  verschieden  gross  sind,  nur  die 
Punkte  der  Hauptaxen  in  dem  Radiusvector  selbst  verschoben  werden. 

Wir  wenden  weiter  die  Formeln  (5")  noch  dazu  an,  die  Ver- 
grösserung  einer  im  Bereich  B liegenden  Strecke,  einer  Fläche  und 
eines  Volumens  zu  berechnen. 

Legen  wir,  was  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  enthält, 
den  Punkt  x , y,  % in  den  einen  Endpunkt  der  Strecke  r,  und  sind 
x + |,  y + ?/,  % + £ die  Coordinaten  des  andern,  so  verwandelt  sich 

r*=r + v+r 

durch  die  Deformation  in 

's  yt  | ..'s  i >»'s 

1 = § + v ■+-  £ • 

Es  ist  dann 


die  Dilatation  der  Längeneinheit,  durch  Entwickelung  von  r nach 
den  Formeln  (5")  in  erster  Annäherung  gegeben  durch: 

9 = ^ä  {?**  + v'y*  + + V Z>y*  + £ £xx  + g TJX").  (13') 

Führt  man  die  Cosinus  a,  ß,  y der  Winkel  ein,  welche  r,  also 
die  ursprüngliche  Richtung  der  Strecke,  mit  den  Coordinatenaxen  bildet, 
so  findet  sich: 

9 = a*xx  + ß*yy  + y'%,  + ßy  y*  + r u %x  + aß  Xym  (13") 

Das  Flächenstück,  welches  wir  betrachten,  sei  ein  Rechteck  mit 
den  Kanten  a und  wir  legen  den  Punkt  xyz  in  die  eine  Ecke,  die 
X - und  F-Axe  in  zwei  Kanten.  Durch  die  Deformation  sind  die 
Längen  der  Kanten  nach  dem  letzten  Satz  (13")  zu 

a — a (1  xx) , b = b (1  -j-  yu) 

geworden,  der  Cosinus  des  zwischen  ihnen  liegenden  Winkels  ist 
nach  (6') 

cos  (a,  b')  = xy . 

Da  parallele  Gerade  innerhalb  des  Bereiches  B sich  parallel 
bleiben,  so  ist  aus  dem  Rechteck  von  der  Fläche  f = ab  ein  Parallelo- 
gramm von  der  Fläche  f = ab'  sin ( a , b')  geworden,  und  die  Ver- 
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grösserung  a der  Flächeneinheit  findet  sich  hei  Beschränkung  auf 
die  niedrigste  Ordnung: 

<r  = '—j+  = x*+ Uv  (14) 

Da  jedes  andere  ebene  Flächenstück  innerhalb  des  Bereiches  B 
sich  in  rechteckige  Elemente  zerlegen  lässt,  so.  giebt  (xz  + yv)  die  Grösse 
der  speeifischen  Dilatation  auch  für  dieses,  wenn  die  A7-Ebene  des 
Coordinatensystems  der  Fläche  parallel  gelegt  wird. 

Die  Richtung  der  A-  und  Y-  Axe  in  der  Ebene  ist  dabei  gleich- 
gültig und  man  erhält  somit  nebenbei  den  Satz,  dass  die  Combination 
xz  -f-  yu  ihren  Werth  nicht  ändern  kann,  wenn  man  die  X-  und  V-Axe 
in  der  A F-Ebene  beliebig  verschiebt  und  dreht. 

Liegt  das  Flächenstück  nicht  in  der  AV-Ebene,  so  kann  man 
den  Werth  seiner  Vergrössening  bestimmen,  indem  man  ein  X'Y'Z'- 
System  einführt.,  dessen  X'  r'-Ebene  mit  der  Ebene  des  Flächenstückes 
zusammenfällt;  es  ist  dann  wieder  a — xj  + yv'  und  indem  man  diesen 
Ausdruck  auf  das  System  XYZ  transformirt,  erhält  man  auch  a auf 
letzteres  System  bezogen.  Die  hierzu  nöthigen  Formeln  sind  weiter 
unten  zusammengestellt. 

Als  Volumen,  dessen  specifische  Dilatation  wir  bestimmen  wollen, 
wählen  wir  ein  rechteckiges  Prisma  von  den  Kanten  a,  b,  c und  legen 
die  Coordinatenaxen  seinen  Kanten  parallel.  Die  beiden  letzten  Be- 
trachtungen ergaben,  dass  die  Deformation  das  Prisma  in  ein  schiefes 
Parallel epipedon  verwandelt  von  den  Kanten 

a = a (1  + zx) , b'  = b (1  + y„) , c = c (1  + zt) , 

welche  Winkel  einschliessen,  gegeben  durch 

cos  (&',  c ) = y, , cos  (e , a)  — %x , cos  (a'f  b')  = xy . 

Während  das  ursprüngliche  Volumen 

k — abc 

ist,  beträgt  das  neue 

k’  = ab' c'Y\  — cos*(a',6')  — cos2(&',c')  — cos2(c',a')  + 2cos(a',ö')cos(6,,c,)cos(c',a'). 

Setzt  man  die  obigen  Werthe  ein  und  beschränkt  sich  hinsichtlich 
der  unendlich  kleinen  Grössen  auf  die  niedrigste  Ordnung,  so  findet 
sich  die  Aenderung  & der  Grösse  der  Volumeneinheit 

# = + Vy  + **  • (15) 

Da  man  jedes  andere  innerhalb  B liegende  Volumen  in  prisma- 
tische Elemente  mit  Flächen  parallel  zu  den  Coordinatenebenen  zer- 
legen kann,  so  giebt  die  obige  Formel  den  Werth  der  speeifischen 
Volumenänderung  auch  für  dieses  an;  xx+yv+zM  muss  demgemäss 
von  der  Lage  des  Coordinatensystems  unabhängig  sein.  — 
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Für  gewisse  Anwendungen  ist  es  erwünscht,  die  Deformations- 


grössen 


x.  = 


d Sx 
dx 


dSy  . d Sx 

y.=  -=r  + -*-’ 


d Sy 

,J’  = W’ 

dSx  , dSx 
+ -sr-> 


d Sx 

~ ST  ’ 


Xi==  dSx  t dSy 


dx 


dx 


dx 


(dSx'dx' 

~ [ dx'  dx  + 


R (dSy'  dx' 
^ Pl  [ dzt  dx 

+ ( 


d Sx’  dy'  dSx'  dx') 
di/  dx 

dSy ' dy' 

3 m.*  3~  I 


+ 


d Sx'  dxf  d Sx'  dyf  . 
TZ  + + 


dxf  dx 

hieraus  folgt  unter  Rücksicht  auf  (16): 


+ 


du  tdu'  atdv'  , 

Ji  = “'S*+P‘  äj  + 7‘ 

die 


dx' 

dx 

d Sy' 

dzr 

ox' 

dx 

d Sx' 

dx” 

dx' 

dx  j 

dw' 

dx' 


o fdv'  dic'\  (die'  du'\  0 (du'  dv'\ 

ß'Yx  \dx'  + di/)  + V'U'  (dx'  + dx')  + “'ß'  (ö7  + dti ) 


(16) 


dx  1 dy  ~x  dx  dx  ' dy  1 dx 

auf  ein  neues  Coordinatensystem  X\  Y\  Z'  zu  transformiren;  dabei  ist 
zu  beachten,  dass  die  Umformung  sowohl  im  Zähler  als  im  Nenner 
der  bezüglichen  Differentialquotienten  vorzunehmen  ist 
Setzen  wir 

x — uxx  + ce,y  + atz,  x — axx  + ßxy  + yxz  , 

y = ßt x -f  ß, y + ß3z , y = a,x  + ßt  ij  -f-  ytz  , 

z = y>x  + yty  + ytz , z = atx  + ßty  + yxz  , 

so  gilt  auch 

Sx  = ux  Sx  -f-  ßt  Sy  + y,  S z , 

Sy  = a2  Sx  + ßtSy  + ytS % , 

Sz  = at  Sx  -j-  ß,S y + ytS  z , 

und  demgemäss  wird  zu  bilden  sein: 

d Sx  dSx'  . 0 d Sy'  , d Sx ' 

= “■  SF  + ß‘  -7TT  + jv 


(16') 


dy1)  1 ""'{dof  ‘ dx' ) ' ^(''\dy'  1 dx'j 
Führt  man  die  Bezeichnungen  xj,  yv\  zM\  %/,  x/  für  die  voll- 

ständig transformirten  Grössen  ein,  so  erhält  man  durch  eine  der  vor- 
stehenden analoge  Rechnung  leicht  folgendes  System  von  Gleichungen: 


y,  = 2 uxaxx/  + 2 ßtßtyj  + 2 ytytz/ 

+ {ß,y>  + ß*y*)  y + (/*<*,  + r*«*)  **'  4-  («.Ä  + u,ß*)  <, 

«x  = 2 u3ux  xj  + 2ßtßt  y,j  + 2 ytyx  z,' 

+ (&?q  + ßr/x)  y.'  + (y,«i  + 7x  «*)«*  + {u*ßx  + «./?*)<, 
xy  = 2«,  a,  xj  + 2 ßxß,  y'  + 2 yx  y,  zt' 

+ {ßr/t  + ß*yx)  y + Oq«.  + y*ct,)  zj  + {cexßt  + atßx)  xj. 

1 Q* 


(17) 
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Da  in  den  nach  x,  y,  x'  aufgelösten  Formeln  (16)  cex,  ct„  as... 
dieselbe  Stelle  einnehmen  wie  in  den  nach  x,y,x  aufgelösten  cex,ßt,  y, . . ., 
so  fügt  man  leicht  zu  (17)  ein  analoges  System  von  der  Gestalt: 

xx'  = a*xx  + v.?yu  + at*x,  + a,az y,  + a3al %x  + ux xy  u.  s.  f.  (1 7') 

Man  erkennt  aus  diesen  Systemen  die  Richtigkeit  der  oben  ge- 
machten Behauptungen,  dass  xx  + yy  von  der  Lage  der  X-  und  Y- Axe 
in  der  XY- Ebene  und  xx  4-  yy  4-  überhaupt  von  der  Lage  des  Co- 
ordinatensystemes  unabhängig  ist.  — 

Wir  stellen  schliesslich  noch  eine  Betrachtung  an  über  das  Ver- 
halten der  Verschiebungen  an  der  Oberfläche  eines  nichtstarren 
Körpers. 

Aus  der  zu  Grunde  gelegten  Annahme,  dass  die  Verrückungen 
stetige  Functionen  der  Coordinaten  sind,  folgt,  dass  die  Oberfläche  des 
Körpers  immer  von  denselben  Massentheilchen  gebildet  werden  muss. 
Denn  um  jeden  der  Oberfläche  beliebig  nahen  innern  Punkt  p können 
wir  uns  ein  Bereich  B und  darin  eine  unendlich  kleine  Kugel  um  p 
als  Centrum  construirt  denken;  diese  verwandelt  sich,  wie  wir  oben 
gesehen,  stets  in  ein  Ellipsoid  mit  p als  Centrum  — ein  innerer  Punkt 
kann  also  nie  an  die  Oberfläche  gelangen. 

Ist  also  die  Gleichung  der  im  allgemeinsten  Falle  mit  der  Zeit 
veränderlichen  Oberfläche 

F{x,  y , t)  = 0, 


so  muss,  wenn  der  Punkt  x,  y,  x zur  Zeit  t 4-  St  nach  der  Stelle 
x + Sx,  y 4-  Sy,  x 4-  S x gerückt  ist,  auch  dieses  System  von  Variabein 
der  Gleichung  F = 0 genügen. 

Hieraus  folgt,  dass  auch 


dF 

dt 


St  4- 


dF  * . dF  v , dF  v n 

OX  + -^7  dy  + -fa  8*  = 0 


ox 


dy 


(18) 


sein  muss.  Diese  Gleichung  bestimmt,  wenn  Sx,  Sy,  Sx  als  Functionen 
von  t gegeben  sind,  eine  Fläche,  welche  dem  bewegten  Körper  als 
Begrenzung  zu  dienen  vermag. 

Ist  die  Form  der  Oberfläche  und  ihre  Bewegung  gegeben,  so 
giebt  (18)  eine  Bedingung  für  die  Geschwindigkeiten  SxfSt,  SyjSt, 
SxjSt  an  der  Oberfläche.  Enthält  F die  Zeit  nicht,  d.  h.  ist  die  Ober- 
fläche unveränderlich,  so  lässt  sich  nach  Division  durch: 


/&i 


(dFY 

\dx) 


+ (?£)  + 

die  vorstehende  Gleichung  schreiben: 

<Lrcos(«,  x)  4-  Sy  cos  (n,  y)  4-  <focos(rc,  x) 


= 0, 


(18') 


worin  n die  Normale  auf  der  festen  Fläche  bezeichnet  und  der  ganze 


Digitized  by  Google 


§ 27.  Druckkräfte  in  nichtstarren  Kürpern. 


293 


Ausdruck  links  die  Componente  der  Verschiebung  in  der  Grenze  nach 
dieser  Normalen  bedeutet. 

Haben  zwei  nichtstarre  Körper  ein  Stück  ihrer  Oberfläche  ge- 
meinsam, so  muss  für  die  Verschiebungen  Öhx,  Shy,  8hx  und  8kx,  Öky,  §kx 
in  beiden  die  Bedingung  (18)  gelten.  Die  Differenz  giebt  wie  vor- 
stehend behandelt: 

{d\  x — 8k  x)  cos  (n,  x)  + [d\  y — Sk  y)  cos  («,  y)  + (8hx—Sk  x)  cos  (n,  x)  = 0 (1 8") 

und  sagt  aus,  dass  in  diesem  Falle  die  Bewegungscomponenten  nach 
der  Normalen  in  beiden  Medien  an  der  Grenze  gleich  werden  müssen. 
Die  Componenten  parallel  der  Grenze  können  im  Allgemeinen  ver- 
schieden sein;  nur  in  dem  speciellen  Falle,  dass  die  Körper  fest  Zu- 
sammenhängen, wie  z.  B.  zwei  zusammengelöthete  Metalle,  müssen  die 
Verrückungen  zu  beiden  Seiten  völlig  übereinstimmen;  die  letzte  Be- 
dingung ist  in  diesem  Falle  mit 

Öhx  = 8kx,  Shy  = dky,  d\x  — 8kx  (18"') 

zu  vertauschen. 

§ 27.  Druckkräfte  in  nichtstarren  Körpern. 

Dass  die  Theile  eines  Körpers  in  der  eigentümlichen  Verbindung 
mit  einander  stehen,  die  wir  wahrnehmen,  erklären  wir  durch  die 
Annahme  von  Kräften,  welche  sie  auf  einander  ausüben.  Bei  den 
starren  Körpern,  deren  Theile  in  unveränderlicher  gegenseitiger  Lage 
verharren,  sodass  die  Bewegung  eines  Elementes  diejenige  des  Ganzen 
bestimmt,  gelang  es,  zu  den  vollständigen  Gesetzen  der  Bewegung  unter 
Elimination  jener  Wechselwirkungen  aus  den  Bewegungsgleichungen 
zu  gelangen;  bei  den  nichtstarren  Körpern,  deren  Theile  gegen  ein- 
ander innerhalb  gewisser  Grenzen  verschiebbar  sind,  sodass  durch  die 
Bewegung  eines  Elementes  das  Verhalten  der  übrigen  nicht  bestimmt 
ist,  müssen  sie  in  Rechnung  gezogen  werden.  Wir  wenden  uns  jetzt 
zur  Besprechung  der  Eigenschaften,  welche  wir  ihnen  beilegen,  und 
der  Gesetze,  welche  hieraus  für  sie  folgen. 

Die  Beobachtung  zeigt,  dass  die  Kräfte,  welche  ponderable  Massen 
auf  einander  ausüben,  bei  grosser  Annäherung  derselben  viel  schneller 
wachsen,  als  das  Newton’sche  Gesetz  der  Gravitation  ergiebt,  dass 
die  Körper,  in  Flächen  zu  inniger  Berührung  gebracht,  mit  einer  ge- 
wissen Festigkeit  an  einander  haften,  der  Annäherung  über  eine  gewisse 
Grenze  hinaus  aber  einen  Widerstand  entgegensetzen.  Wir  schliessen 
aus  diesen  Erscheinungen,  dass  die  Gravitation  nur  den  einen  Theil 
der  Wechselwirkung  darstellt,  welcher  in  merklicher  Entfernung  allein 
merklich  ist,  dass  aber  noch  andere  Theile  existiren,  die  bei  unmerk- 
licher Entfernung  jenen  weitaus  überwiegen.  Diese  nennen  wir  die 
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molecularen  Wirkungen,  ohne  mit  diesem  Namen  eine  bestimmte 
Hypothese  über  die  Constitution  der  Materie  aussprechen  zu  wollen, 
blos  um  dadurch  Kräfte  anzudeuten,  welche  ausschliesslich  zwischen 
den  einander  unendlich  nahen  kleinsten  Theilen  der  Materie  stattfinden. 

Welchen  Gesetzen  diese  Wechselwirkungen  folgen,  ist  uns  durch- 
aus unbekannt;  aber  für  die  Anwendungen,  die  wir  in  der  Mechanik 
der  nichtstarren  Körper  von  ihnen  machen,  genügen  die  Annahmen, 
dass  die  Wechselwirkung  zwischen  zwei  kleinsten  Massen- 
theilchen  erstens  dem  Gesetz  der  Gleichheit  von  Action  und 
Reaction  folgt,  zweitens  in  der  Verbindungslinie  liegt  und 
drittens  nur  in  Entfernungen  merklich  ist,  welche  unend- 
lich klein  zweiter  Ordnung  sind.  Letzteres  kann  man  auch  so 
fassen,  dass  man  ihre  Wirkungssphäre  von  derselben  Ordnung  unend- 
lich klein  gegen  die  Volumenelemente  der  Körper  annimmt,  auf  welche 
wir  die  Bewegungsgleichungen  für  Massenpunkte  anwenden,  als  diese 
selbst  unendlich  klein  gegen  die  Dimensionen  der  Körper  sind. 

In  Folge  dessen  betreffen  die  Molecularwirkungen , welche  ein 
Volumenelement  von  der  umgebenden  Masse  erleidet,  nur  dessen 
unendlich  dünne  Oberflächenschicht,  dasselbe  erleidet,  wie  man  kürzer 
sagt,  Oberflächendrucke  von  den  Nachbarelementen. 

Construirt.  man  über  einem  beliebig  durch  den  willkürlichen 
Punkt  p des  Körpers  gelegten  ebenen  Flächenelement  f einen  geraden 
Cv linder  nach  der  Seite,  in  welcher  man  die  Normale  n zu  f positiv 
rechnet,  und  nennt  man  ein  Massenelement  innerhalb  dieses  Cylin- 
ders  Smlf  eines  jenseits  der  Grundfläche  f aber  Sm , so  bezeichnet 
man  als  Componenten  des  Moleculardruckes  gegen  die  durch 
die  Coordinaten  x,  ?/,  % und  die  Normale  n in  ihrer  Lage 
definirte  Fläche  f die  Summen  über  die  bezüglichen  Compo- 
nenten für  alle  Kräfte,  welche  die  Massen  Sml  von  den 
Massen  Sm  erfahren.  Dividirt  man  diese  Summen  noch  durch  die 
Grosse  des  Flächenelementes  f,  so  erhält  man  diejenigen  Werthe,  die 
stattfinden  würden,  wenn  die  Massenvertheilung  über  der  ganzen 
Flächeneinheit  dieselbe  wäre,  wie  über  dem  Flächenelement  f,  und  die 
Summe  sich  auf  den  Cylinder  über  dieser  Flächeneinheit  bezöge. 

Die  so  bestimmten  reducirten  Werthe,  welche  eigentlich  spe- 
ci fische  Druckcomponenten  heissen  müssten,  nennt  man  kurz 
Druckcomponenten  oder  Molecularcomponenten,  indem  man 
den  Zusatz  „bezogen  auf  die  Flächeneinheit“  unterdrückt,  und  bezeichnet 
sie  durch  X„,  Yn,  Z,„  wenn  sie  den  Coordinatenaxen  A',  Y,  Z parallel 
genommen  sind.  Der  Index  n deutet  nach  dem  Obigen  diejenige 
Seite  der  Normalen  an,  auf  welcher  die  Masse  liegt,  gegen  welche  der 
Druck  stattfindet. 
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Ist  Smdm^F^)  das  Elementargesetz  der  Wechselwirkung,  welche 
in  der  Richtung  der  Verbindungslinie  r zwischen  Sm  und  Sml  statt- 
findet, so  ist  nach  dieser  Definition: 

X»  = y ^ Sm  ^ d 7U,  F(r)  cos  (r,  x), 

Yn  = j 2 Sm  2 F(r)  cos  (r > V ) » (1 9) 

Z„  = — 2 2 F{r)  cos  (r,  x) . 

Der  resultirende  Druck  Pn  bestimmt  sich  durch 

p:=  AV+  37  + Zn\ 
seine  Richtung  ist  gegeben  durch 

cos (P,x)  = ^,  COS (P,y)=*jr>  cos (P,  *)  = ^-  (19") 

* tt  *N  *11 

Es  fällt  also  die  Richtung  des  Druckes  P„  keineswegs  immer  mit 
der  Normalen  n zusammen. 

Die  Dimensionen  der  specifischen  Drucke  P„ . . . sind  nach  dem 
Vorstehenden  die  einer  Kraft,  dividirt  durch  eine  Fläche,  das  heisst,  es  ist 

[p„]  = [xj  = [rj  = [zj  = [«r1  r] ; 

die  Einheit  des  Druckes  ist  diejenige,  die  erhalten  wird,  wenn  die 
Krafteinheit  auf  die  Flächeneinheit  ausgeübt  wird.  Die  in  der  Technik 
gebrauchte  Einheit,  nämlich  der  Druck  eines  Gewichtes  von  1 Kilo- 
gramm auf  die  Fläche  eines  Quadratmillimeters,  ist,  da  das  Gewicht 
eines  Grammes  981  unserer  Krafteinheiten  beträgt,  gleich  98  100000 
unserer  Druckeinheiten.  Eine  andere  practische  Druckeinheit  werden  wir 
weiter  unten  kennen  lernen. 

Die  Componenten  X„,  Yn,  Zn  sind  zwar  zunächst  nur  Rechnungs- 
grössen  ohne  die  mechanische  Bedeutung  von  Gesammtcomponenten, 
da  die  Einzelwirkungen,  die  sie  zusammensetzen,  nicht  auf  die  Theile 
eines  starren  Körpers  ausgeübt  werden;  da  aber  die  Massentheilchen, 
auf  welche  dieselben  stattfinden,  dem  Flächenelement  q unendlich  nahe 
Regen,  treten  sie  in  die  Bewegungsgleichungen  doch  ebenso  ein,  als 
hätten  sie  einen  gemeinsamen  Angriffspunkt  und  könnten  demgemäss 
für  jede  Stelle  zu  einer  Resultirenden  zusammen  gefasst  werden. 

Wir  gehen  wiederum  von  den  sechs  Bewegungsgleichungen  für 
ein  Punktsystem  aus,  welche  die  Sätze  über  die  Bewegung  des  Schwer- 
punktes und  über  die  Flächenmomente . enthalten  und  in  § 15  mit 
(101)  und  (102)  bezeichnet  sind,  und  wenden  sie  auf  einen  beliebigen 
Theil  des  betrachteten  Körpers  an. 

Die  innern  Kräfte  dieses  Theiles  sind,  wie  p.  122  und  p.  124  ent- 
wickelt, aus  diesen  Gleichungen  verschwunden  in  Folge  der  Annahme, 
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(lass  für  sie  die  Gleichheit  von  Action  und  Reaction  gilt,  und  dass 
ihre  Richtung  in  die  Verbindungslinie  der  wechselwirkenden  Massen 
fallt  Aus  unsern  Voraussetzungen  folgt  also,  dass  für  die 
Bewegung  wie  für  das  Gleichgewicht  eines  nichtstarren 
Körpers  oder  eines  Theiles  von  einem  solchen  nur  die  von 
aussen  einwirkenden  Kräfte  massgebend  sein.  Es  können  also 
auch  von  Molecularwirkungen  nur  diejenigen  auftreten,  weiche  von 
ausserhalb  liegenden  Massen  ausgeübt  werden.  Diese  wirken  nur  auf 
die  Oberflächenschicht  und  kommen  daher  nur  in  den  oben  ein- 
geführten Combinationen  Xn,  Y„,  Zn  vor,  wo  n die  innere  Normale  auf 
dem  Oberflächenelement  bedeutet. 

Bezeichnen  wir  noch  die  auf  die  Masseneinheit  an  der 
Stelle  x , y,  % wirkenden  äussern  Kräfte  mit  Ar,  Y,  Z,  benutzen 
diese  Buchstaben  also  in  einem  andern  Sinn,  als  in  den 
ersten  beiden  Theilen,  und  nennen  die  Dichtigkeit  an  derselben 
Stelle  e,  so  schreibt  sich  jenes  System  von  Gleichungen: 


eXdk  + j 

X do, 

/•&«-/ 

e Ydk  + J 

' Y.do , 

(20) 

f*Wdk=f 

eZ  dk  - f-  j 

Zn  do, 

/•K?- 

-ydw)dk=J^Y 

— yZ)  dk 

+ J{zYn  — yZ„)do, 

/•K?- 

— %X)  dk 

+ f {xZn  — zX„)do, 

(21) 

r t aix 
Je[y</f  - 

- x Y)  dk 

+ f ( yX,-xY.)do ; 

dk  bezeichnet  hierin,  wie  früher,  das  Körper-,  do  das  Oberflächen- 
element des  betrachteten  Theiles. 

Die  Kraftcomponenten  X„,  Y,„  Zn  variiren,  wenn  wir  Ort  und 
Lage  des  Flächenelementes  ändern,  auf  welche  sie  sich  beziehen.  Wir 
können  in  Bezug  hierauf  eine  Reihe  von  Sätzen  ableiten,  indem  wir 
die  vorstehenden  Gleichungen  auf  Bereiche  von  bestimmter  Form  inner- 
halb des  Körpers  an  wenden.  Für  diese  Untersuchungen  ist  der  fol- 
gende Hülfssatz  von  Nutzen. 

Bezeichnet  cp  eine  eindeutige  stetige  Function  der  Coordinaten 
x , y , %,  so  lässt  sich  das  über  einen  beliebigen  Raum  k zu  er- 
streckende Integral 

frxdk=lflrxdxdydz 
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nach  x ausführen  und  giebt 

fdldk =ff  dydz(-v°>+  (f\- (p°*+  ± •••)> 

wo  die  Werthe  (p  sämmtlich  für  dasselbe  y und  xt  aber  diejenigen 
Werthe  x zu  nehmen  sind,  welche  die  Integrationsgrenzen  bilden 
(Fig.  35).  Diejenigen,  welche 
sich  auf  die  untern  Grenzen 
an  a2...  beziehen,  sind  mit 
negativem,  die,  welche  sich 
auf  die  obern  bt...  be- 
ziehen, sind  mit  positivem 
Vorzeichen  versehen.  Die 
erste  Summation  hat  alle  Vo- 
lumenelemente zusammen- 
gefasst, die  einem  parallel 
der  X-Axe  verlaufenden 
Elementarfaden  vom  Quer- 
schnitt dydz  angehören;  die 
beiden  noch  übrigen  betreffen 
alle  Elementarfaden,  in  die  sich  der  ganze  Raum  zerlegen  lässt.  Man 
kann  das  Doppelintegral  in  die  Form  eines  Oberflächenintegrales  bringen. 

Führt  man  nämlich  die  Richtung  der  innern  Normale  n ein 
und  beachtet,  dass  dieselbe  mit  der  + X- Richtung  an  den  untern 
Grenzen  a einen  spitzen,  an  den  obern  Grenzen  b einen  stumpfen 
Winkel  einschliesst,  so  kann  man  dydz  als  die  Projection  von  Ober- 
flächenelementen doa  und  doh,  welche  an  allen  Stellen  a und  b durch 
den  betrachteten  Elementarfaden  aus  der  Oberfläche  ausgeschnitten 
werden,  betrachten  und  setzen 

dydz  = -f-  doa  cos(na,  a?) 

= — doh  cos(w&,  x ) 

und  erhält  so: 

dk  = — J (2  don  (f  a cos  ( na , a;)  + 2 d°o  <f'>  cos  (%,  x)). 

Hier  stehen  rechts  alle  nach  der  — X- Seite  liegenden  Oberflächen- 
elemente dna  und  alle  nach  der  + X-Seite  liegenden  dob , die  Summe  er- 
streckt sich  demnach  auf  die  gesammte  Oberfläche  und  lässt  sich  schreiben 

^ dk  = — j' (p  cos  (n,  x ) do, 

wo  (p  kurz  den  in  dem  Oberflächenelement  do  stattfindenden  Werth 
von  (p  bezeichnet.  Denkt  man  eine  der  vorstehenden  entsprechende 
Operation  mit  dcp/dy  und  dcpjdz  vorgenommen,  so  gelangt  man  zu 
dem  gesuchten  Hülfssatz: 
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Für  eine  eindeutige  stetige  Function  (p  der  Coordinaten 
x,  y,  x gelten  die  folgenden  Beziehungen  zwischen  den  Inte- 
gralen über  einen  beliebigen  Raum  k und  denen  über  seine 
Oberfläche  o,  in  welchen  n die  innere  Normale  bezeichnet: 


/ 

I 

I 


(22) 


Vertauschen  wir  in  diesen  drei  Gleichungen  <p  resp.  mit  dtp jdx, 
dcpjdy , dtp  jdx , addiren  sie  darnach  und  setzen  hier,  wie  weiterhin, 
immer  kurz 


so  erhalten  wir: 


d*q>  d*q>  di<p 
da?  ' dy*  ' dz* 


(22') 


f Acpdk  = — j ^ cos  (n,  x)  + ~ cos  (w,  y)  ~ cos  (n,  s))  do. 


Nun  ist  die  Klammer  auf  der  linken  Seite  die  Aenderung,  welche  ip 
erleidet,  wenn  man  von  do  in  der  Richtung  der  Normale  um  du  fort- 
schreitet, diese  durch  dn  dividirt;  bezeichnet  man  diesen  Werth,  wie 
früher,  durch  ö(pjdn,  so  kann  man  das  letztere  Resultat  auch 
schreiben: 

f A9ik  = -fd£do.  (22-) 

Diese  Folgerung  aus  unserem  Hülfssatz,  welche  voraussetzt,  dass 
d(pjdx , dcpjdy , drp/dz  innerhalb  k eindeutig  und  stetig  sind,  ist  von 
vielfachem  Nutzen.  — 

Wir  wenden  nun  die  drei  Gleichungen  (20)  auf  ein  Volumen  an, 
welches  die  Form  eines  geraden  Cvlinders  hat,  dessen  Höhe  dh  unend- 
lich klein  gegen  seine  Querdimension  ist.  Setzen  wir  dk  = dhdo,  so 
erkennen  wir,  dass  die  Raumintegrale,  endliche  Werthe  der  Beschleu- 
nigungen und  Kräfte  vorausgesetzt,  wegen  des  Factors  dh  unendlich 
klein  werden.  Es  folgt  daraus,  dass  die  Oberliächenintegrale  ebenfalls 
einen  von  der  Ordnung  dh  unendlich  kleinen  Werth  besitzen  müssen. 
Dieselben  zerfallen  in  drei  Theile,  die  sich  auf  die  Cy linder-  und  die 
beiden  Grundflächen  erstrecken.  Der  erste  ist  mit  dh  proportional,  es 
müssen  demnach  die  letzten  beiden,  für  sich  endüchen,  zusammen 
ebenfalls  von  der  Ordnung  von  dh  sein.  Da  die  inneren  Normalen 
für  die  beiden  Grundflächen  entgegengesetzte  Richtung  haben,  so  könneii 
wir  die  eine  mit  +w,  die  andere  mit  — n bezeichnen  und  erhalten, 
wenn  wir  mit  fk  einen  endlichen  Factor  bezeichnen: 
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J ( X + 4*  X-„)do  = ftdhf 

f (7+11  + F_  n)  do  = ftdh, 
f {Z+n  4-  Z_„)do  = fadlr, 

das  Flächenintegral  ist  über  die  eine  Grundfläche  zu  erstrecken. 

Da  über  Gestalt  und  Grösse  der  Grundfläche  o gar  nichts  voraus- 
gesetzt ist,  so  müssen  diese  Gleichungen  bei  jeder  Veränderung  der- 
selben bestehen  bleiben,  d.  h.  es  müssen,  für  je  zwei  sich  entsprechende 
Punkte  der  beiden  Grundflächen  genommen,  die  Summen  der  im  all- 
gemeinen endlichen  Druckcomponenten 

(X+n  + V_„),  {Y+n  + r_„),  {Z+n  4-  Z.„) 
von  der  Ordnung  ihres  Abstandes  dh  sein. 

Hieraus  schliessen  wir,  indem  wir  unendlich  Kleines  neben  End- 
lichem vernachlässigen,  den  Satz: 

Gegen  zwei  Flächenelemente,  welche  durch  denselben 
Punkt  mit  entgegengesetzter  Richtung  der  positiven  Nor- 
malen gelegt  sind,  wirken  gleich  grosse  und  entgegengesetzt 
gerichtete  Drucke;  es  ist  nämlich: 

x+„=-x_„,  r+„=-r_n,  (23) 

Die  Gleichungen  (21),  auf  dasselbe  Volumen  angewandt,  führen  zu 
denselben  Beziehungen. 

Wenden  wir  ferner  das  System  (20)  auf  ein  kleines  Tetraeder  an, 
das  begrenzt  wird  durch  drei  durch  x,  y,  s gelegte  Parallele  zu  den 
Coordinatenebenen  und  eine  jene  schneidende  Ebene,  deren  äussere 
Normale  mit  n und  deren  Grösse  mit  o„  bezeichnet  werden  mag,  so 
sind  die  Raumintegrale  proportional  mit  der  normal  zu  on  gemessenen 
Höhe  dh  des  Tetraeders,  die  Oberflächenintegrale  aber  nicht,  und 
letztere  müssen  demnach  in  der  Summe  sich  gegenseitig  bis  auf  Glieder 
von  dieser  Ordnung  zerstören. 

Da  die  innem  Normalen  auf  den  vier  Seitenflächen  resp.  4-  x, 
- \-y , -f-s,  — n sind,  so  geben  die  Integrale  über  dieselben 

oxXx  -j-  ovXu  ozX.  4-  o„V_„  = o„f  dh 

u.  s.  f.,  oder  da 

ox  — on  cos  [n,  x ),  ov=  o„  cos  (n,  ?/),  o,  = on  cos  {n,  z) 

und 

X_„  = - XHt  Y.h  = - Yn,  Z_„  = - Z„ 
ist,  bei  Vernachlässigung  von  unendlich  Kleinem  neben  Endlichem: 

Xx  cos  (n,  x)  -f-  Xy  cos  (n,  y)  4-  X,  cos  (»,  z)  — X„, 

Yx  cos  {n,x)  -f-  Yy  cos  (n,  y)  4-  Y,  cos  («,  £)  = Y„,  (24) 

Zx  cos  ( n , x)  -f  cos  (i n , y ) -f-  Z,  cos  (n,  *)  = Zn . 
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Die  Druckcomponenten  gegen  ein  Fläelienelement  mit  der 
Normale  n bestimmen  sich  durch  die  parallelen  Compo- 
nenten,  welche  gegen  Flächenelemente  wirken,  deren  Nor- 
malen in  die  X -,  Y -,  Z- Axe  fallen,  indem  man  Repräsen- 
tanten der  letzteren  auf  den  bezüglichen  Axen  aufträgt  und 
ihre  Projectionen  auf  die  Richtung  von  n summirt. 

Dieser  Satz  bestimmt  die  gegen  ein  beliebiges  Flächenelement  in 
xyx  wirkenden  Drucke  nach  Grösse  und  Richtung  durch  die  neun 
für  dieselbe  Stelle  gegebenen  speciellen  Druckcomponenten  X*,  Xy,  X, , 
Y*,  r„  Y„  zx,  Z,„  Z,.  Diese  Kräfte  betrachten  wir  als  innerhalb 
desselben  Körpers  eindeutig  und  stetig  und  können  deshalb  den  Hülfs- 
satz  (22)  auf  sie  anwenden.  Bildet  man  also: 

f Xn  do  = f (Xx  cos  (•»,  x)  -j-  Xy  cos  (n,  y)  + X cos  (n,  s))  do 

für  die  Oberfläche  eines  beliebigen  Raumes  innerhalb  des  Körpers,  so 
kann  man  die  rechte  Seite  schreiben 


- -m 


ÖXy 

dy 


dk 


und  erhält  beim  Einsetzen  in  die  erste  Gleichung  (20): 


Da  die  Gleichung  für  jedes  Volumen  gelten  soll,  muss  der  Factor 
von  dk  unter  dem  Integralzeichen  verschwinden,  und  man  erhält,  in- 
dem man  f Yndo  und  f Zndo  in  gleicher  Weise  behandelt,  hierdurch 
die  drei  Gleichungen: 


d'x  v 

£ — £X  — 

dXx 

dXy 

dX, 

dt! 

dx 

dy 

dx 

(l"y  xr 

dYx 

dYy 

dY, 

6 dt*  c 

dx 

dy 

dx 

d'x  _ r. 

BZX 

dZy 

dZs 

6 dt*  ~ SZ 

dx 

dy 

dx 

(25) 


Die  Componenten  der  Beschleunigungen  nach  den  Co- 
ordinatenaxen,  multiplicirt  mit  der  Dichte  «,  sind  für  jeden 
Punkt  des  nichtstarren  Körpers  gegeben  durch  die  auf  die 
Volumeneinheit  bezogenen  Componenten  der  äussern  Kräfte, 
weniger  den  Differentialquotienten  der  parallel  wirkenden 
Drucke  gegen  die  Coordinatenebenen  nach  deren  Normalen. 

Dieses  System  liefert,  wie  wir  sehen  werden,  die  Bewegungs- 
gleichungen für  nichtstarre  Körper. 

Es  ist  nützlich,  schon  hier  zu  beachten,  dass  in  den  Gleichungen 
(25)  die  Differentiale  der  Coordinaten  x , y,  x in  doppeltem  Sinne 
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auftreten,  links  als  die  Aenderungen  der  Coordinaten  des  Massen- 
elementes in  Folge  der  Bewegung,  rechts  als  willkürliche  Zuwachse, 
denen  Aenderungen  der  von  Ort  und  Zeit  abhängig  gedachten  Druck- 
componenten  entsprechen.  Bei  der  Integration  der  Gleichungen  wird 
dieser  doppelten  Bedeutung  Rechnung  zu  tragen  sein. 

Setzt  man  die  durch  (25)  gelieferten  Werthe  von  ed'y/dt*  und 
a d'z/dt*  in  die  erste  der  Gleichungen  (21)  ein,  so  erhält  man: 


»-/Mt 

oder,  anders  geschrieben: 


,34,^ 

' dy  dx 


)-*(£'+©+ eM ik +.A* 


0 = 


, dyzv  , d\jzt 


bxYx  dxYy  d%Yx\jJm 
~bx  dy  !h~) 


+ f{x  Y.  - yZ„)  do-J  (Z,  - Y.)  dk. 


Das  erste  Raumintegral  lässt  sich  nach  dem  Hülfssatz  (22)  um- 
formen und  giebt  dann  gerade  das  folgende  Oberflächenintegral  mit 
negativem  Vorzeichen.  Es  bleibt  demgemäss 

0 = f(Z,-Y,)dk, 

eine  Gleichung,  die  für  jedes  beliebige  Volumen  k nur  dann  erfüllt 
sein  kann,  wenn  der  Factor  von  dk  verschwindet.  Hierdurch  und 
durch  ähnliche  Behandlung  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  (21) 
erhält  man  das  Resultat: 

Y,  = Z„  Zx=  Xx,  Xv  = Yx.  (26) 

Für  zwei  durch  denselben  Punkt  normal  zu  einander 
gelegte  Flächenelemente  sind  diejenigen  Tangentialdrucke, 
welche  normal  zu  der  Schnittlinie  der  beiden  Flächen- 
elemente stehen,  untereinander  gleich. 

Die  Bedeutung  dieses  zunächst  überraschenden  Satzes  wird  klar, 
wenn  man  überlegt,  wie  sich  nach  den  Formeln  (21)  ein  prismatisches 
unendlich  kleines  Volumen  innerhalb  des  Körpers  hinsichtlich  der 
wirkenden  Drehungsmomente  verhält.  Wiederum  sind  die  Raum- 
integrale, endliche  Beschleunigungen  und  Kräfte  vorausgesetzt,  als  in 
Bezug  auf  die  Dimensionen  des  Prismas  vom  dritten  Grade,  unendlich 
klein  gegen  jedes  der  Oberflächenintegrale,  sodass  diese  sich  gegen- 
seitig bis  auf  ein  Glied  niederer  Ordnung  zerstören  müssen,  wenn 
nicht  die  Rotationsbeschleunigungen  unendlich  gross  werden  sollen.  In 
den  Oberflächenintegralen  heben  sich  aber  die  auf  gegenüberliegende 
Flächen  wirkenden  Normaldrucke  gegenseitig  auf,  da  sie  an  gleichen 
Hebelarmen  wirken  und  entgegengesetzt  gleich  sind,  die  bezüglichen 
Tangentialdrucke  aber  haben  verschiedene  Hebelarme  und  können  sich 
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demnach  nicht  in  derselben  Weise  zerstören;  damit  nicht  unendliche 
Beschleunigung  eintritt,  müssen  sich  daher  die  auf  verschiedene  Flächen- 
paare wirkenden  Drucke,  welche  um  dieselbe  Axe  drehen,  compensiren. 

Durch  den  letzten  Satz  wird  die  Anzahl  der  für  einen  beliebigen 
Punkt  von  einander  unabhängigen  Druckcomponenten  auf  sechs  reducirt. 
Sind  also  für  eine  Stelle  x , y , x die  sechs  Componenten 


gegeben,  so  ist  dadurch  der  gegen  ein  beliebig  durch  x,  y , x 
gelegtes  Flächenelement  wirkende  Druck  nach  Grösse  und 
Richtung  bestimmt. 

Wir  wollen  schliesslich  voraussetzen,  dass  das  körperliche  System 
aus  mehreren  honjogenen  Theilen  bestehe,  welche  zum  Theil  eine  ge- 
meinschaftliche Grenzfläche  besitzen,  und  wollen  die  Formeln  (20)  auf 
ein  Volumen  an  wenden,  das  begrenzt  wird  durch  zwei  Oberflächen, 
welche  beiderseitig  in  sehr  kleinen  Abständen  parallel  der  Grenzfläche 
zwischen  zwei  solchen  Theilen  gelegt  sind,  und  durch  irgend  eine  auf 
beiden  normal  stehende  Mantelfläche.  Unterscheidet  man  die  Werthe 
der  Componenten  für  beide  Medien  durch  die  Indices  h und  k und 
versteht  unter  den  Normalen  n die  innern  bezüglich  des  betrachteten 
Volumenelementes,  so  erhält  man  durch  Anwendung  der  p.  298  be- 
nutzten Betrachtungsweise 


wo  der  über  die  Buchstaben  gesetzte  Strich  andeuten  soll,  dass  der 
Werth  unendlich  nahe  an  der  Grenzfläche  zu  nehmen  ist;  die  Nor- 
malen sind  für  die  zusammenstossenden  Körper  die  äussern. 

In  der  Grenze  zweier  Medien  müssen  die  Drucke,  welche 
von  beiden  Seiten  gegen  das  Grenzflächenelement  ausgeübt 
werden,  sich  zerstören. 

Ein  häufiger  Fall  ist  der,  dass  die  Kraft,  welche  von  der  einen 
Seite  gegen  das  Oberflächenelement  ausgeübt  wird,  direct  gegeben  ist, 
so,  wenn  eine  Flüssigkeit  in  einem  Cylinder  durch  einen  belasteten 
Kolben  comprimirt  oder  ein  Draht  durch  ein  angehängtes  Gewicht 
gedehnt  wird.  In  diesem  Falle  bezeichnen  wir  die,  ebenso  wie  Xn, 
y„,  Zn  auf  die  Einheit  der  Fläche  bezogenen,  gegebenen  äussern 
Druckcomponenten  mit  X , Y,  Z und  haben  dann  statt  (27) 
die  Form: 


In  den  Fläehenelementen,  für  welche  die  äussern  Druck- 
componenten X , Y,  Z gegeben  sind,  müssen  diese  die  Werthe 
der  innern  Druckcomponenten  X„,  Yni  Z„,  unter  n die  äussere 
Normale  des  Körpers  verstanden,  zu  Null  ergänzen. 


xn  + x=o,  r„+r  = o,  zn  + z = o. 


(27') 
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Wir  wollen  nun  den  Beweis  führen,  dass  in  den  vorstehend  ab- 
geleiteten Sätzen  (23)  bis  (27)  über  die  Druckcomponenten  Alles  ent- 
halten ist,  was  sich  aus  den  Gleichungen  (20)  und  (21)  durch  An- 
wendung auf  irgend  welche  einfache  oder  zusammengesetzte  Körper 
finden  lässt.  Dies  leisten  wir,  indem  wir  zeigen,  dass  die  Gleichungen 
(20)  und  (21)  so  vollständig  in  unseren  Sätzen  aufgegangen  sind,  dass 
wir  sie  im  denkbar  allgemeinsten  Falle  aus  ihnen  mit  Strenge  wieder 
ableiten  können. 

Wir  betrachten  dazu  ein  aus  beliebig  vielen  homogenen  Theilen 
bestehendes  körperliches  System  und  wenden  auf  einen  Punkt  desselben 
die  erste  Gleichung  (25)  an,  multipliciren  sie  mit  dem  Raumelement 
dk,  integriren  sie  über  den  ganzen  homogenen  Theil  k(  und  summiren 
sie  darnach  über  alle  Theile. 

Wir  erhalten  so: 


(0  (0  («•) 

die  Anwendung  des  Hülfssatzes  (22)  auf  das  letzte  Integral  ergiebt  in 
Rücksicht  auf  (24) 


=2/  eXdk  + 2/  X„  do, 

*'  (0  * (*") 

wo  das  Oberflächenintegral  sämmtliche  Oberflächenelemente  aller  Theile 
betrifft  und  n die  innere  Normale  auf  ihnen  bezeichnet.  Diejenigen  Ele- 
mente do , welche  der  Grenze  zwischen  zwei  Theilen  angehören,  kommen 
auch  zweimal  vor,  und  die  sie  betreffenden  Glieder  heben  sich  nach 
(27)  hinweg;  es  bleiben  sonach  nur  die  Glieder,  welche  sich  auf  die 
äussere  Begrenzung  des  betrachteten  körperlichen  Systemes  beziehen. 
Damit  ist  aber  die  erste  Gleichung  (20)  in  allgemeinster  Fassung 
zurückgewonnen,  und  in  gleicher  Weise  lässt  sich  die  zweite  und 
dritte  bilden. 

Fassen  wir  hingegen  die  zweite  und  dritte  Gleichung  (25)  mit 
den  Factoren  und  — y zusammen  und  integriren  sie  über  das 
betrachtete  körperliche  System,  so  ergiebt  sich: 


Sß  ~ »sf) ik  - 2/«  (*r-  yz)  * 

(*)  * (*') 


(*) 


oder  wegen  (26)  auch: 


= 2 ]fe(*Y-yZ)dk 
i (0 

. V f\(dxY*  i dxYv  4_  d*Fx\  __  (dyZx  dyZy 
^ J [\  dx  dy  dx  ) \ dx  ' dy 

(*) 


dyZA 
dx  ) . 


dk. 
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Hier  lässt  sich  das  letzte  Integral  durch  den  Hülfssatz  (22)  um- 
formen, sodass  man  unter  Rücksicht  auf  (24)  erhält: 


1 ( i ) * («')  ' (0 

Von  dem  Oberflächenintegral  bleibt  wegen  (27)  nur  der  Theil, 
welcher  sich  auf  die  äussere  Begrenzung  des  betrachteten  Systemes  be- 
zieht und  demnach  stellt  die  erhaltene  Gleichung  die  erste  des 
Systemes  (21)  in  allgemeinster  Fassung  dar;  ebenso  können  die  übrigen 
gebildet  werden. 

Hiernach  sind  die  Gleichungen  (20)  und  (21)  in  der  That 
vollständig  in  die  Sätze  (23)  bis  (27)  aufgegangen,  und  diese 
enthalten  Alles,  was  allgemein  über  die  Druckcomponenten 
ausgesagt  werden  kann.  — 

Wir  ziehen  aus  denselben  nun  einige  Folgerungen,  welche  die 
Art  der  Yertheilung  der  Druckkräfte  um  einen  Punkt  zu  veranschau- 
lichen geeignet  sind. 

Sei  durch  die  Stelle  x , y,  z,  die  wir  kurz  den  Punkt  p nennen 
wollen,  ein  Flächenelement  gelegt,  dessen  Lage  durch  die  Cosinus 
cos(w,  x)  — a,  cos  (n,  y)  = ßj  cos  («,  z)  = y der  Winkel  bestimmt  ist, 
welche  seine,  wie  oben  festgesetzt,  positiv  gerechnete  Normale  n mit 
den  Coordinatenaxen  einschliesst;  der  Druck  P„,  welcher  gegen  dasselbe 
ausgeübt  wird,  schliesst  dann  Winkel  mit  den  Coordinatenaxen  ein, 
deren  Cosinus  «,  ß\  y gegeben  sind  durch: 


Zn 

Pu 


Denkt  man  sich  eine  mit  P„  proportionale  Länge  (P„)  als  seinen 
Repräsentanten  auf  der  Richtung  des  Druckes  aufgetragen,  so  hat 
der  Endpunkt  dieser  Strecke  nach  den  letzten  Formeln  die  Coordi- 
naten  g = (Ar„),  r[  — {Y„),  £'  = (Z„).  Wechseln  wir  die  Lage  des 
Flächen elementes,  d.  h.  die  Richtung  von  n,  so  ändern  sich  Xn,  Y„,  Z„ 
und  demnach  die  Coordinaten  f',  if,  £'  in  gesetzmässiger  Weise;  der 
Endpunkt  von  (P„)  beschreibt  eine  Oberfläche,  deren  Gestalt  wir  jetzt 
untersuchen  wollen. 

Wir  haben  nach  (24): 

« {Pu)  = r = (*>  + {Xv)ß  + (A :a)y, 

? {Pu)  = V = m a + {Y„)ß  + (r.)y,  (28) 

/ {Pu)  = c = m * + {Zv)  ß + {Z.)y, 


worin  {Xx),  (ry),  (Z,),  (F,),  (Zr),  {X„),  die  Repräsentanten  der  sechs 
Drucke  gegen  die  Coordinatcnebenen,  mit  dem  Zustand  des  Körpers 
für  die  Stelle  p gegebene  Grössen  sind. 
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Die  Gleichung  der  Oberfläche  erhalten  wir  daraus,  tvenn  wir  a,  ß,  y, 
die  sich  auf  eine  bestimmte  Lage  von  n beziehen,  unter  Zuhülfenahme 
der  Beziehung 

<*'+ß'+y'  = 1 

hieraus  eliminiren. 

Dies  geschieht,  indem  wir  die  Gleichungen  (28)  nach  a,  ß,  y auf- 
lösen,  wodurch  wir  zu  dem  System 

& = £ Pi  + rf  Q»  + 

ß — £ + rf  Pt  + £' Qir  (28 ) 

Y — £ 9t  + 7f  9r  + C'p* 

gelangen,  und  die  Summe  ihrer  Quadrate  addiren.  Wir  erhalten  so 
die  Gleichung: 

i = Cp»S'  + wf  + + (?,!'  + PtV  + ?i£T  /2qx 

+ b.r+^+An“  1 j 

und  damit  den  folgenden  Satz: 

Legt  man  in  einem  nichtstarren  Körper  durch  einen 
gegebenen  Punkt  Flächenelemente  in  allen  möglichen  Lagen 
und  trägt  für  die  gegen  sie  wirkenden  Druckkräfte  P„  Re- 
präsentanten (P„)  auf  deren  Richtungen  auf,  so  erfüllen  die 
Endpunkte  dieser  Strecken  ein  dreiaxiges  Ellipsoid,  welches 
man  als  das  erste  Druckellipsoid  bezeichnet. 

Richtungen  und  Grössen  der  Drucke  verhalten  sich  hier- 
nach symmetrisch  in  Bezug  auf  drei  zu  einander  normale 
Richtungen,  in  welchen  sie  die  grössten,  resp.  kleinsten 
Werthe  annehmen;  diese  Richtungen  heissen  die  Haupt- 
druckaxen  für  den  gegebenen  Punkt. 

Die  Lage  der  Hauptdruckaxen  bestimmt  sich  durch  dasselbe  Ver- 
fahren, welches  p.  286  zur  Bestimmung  der  Hauptdilatationsaxen  an- 
gewandt worden  ist. 

Führt  man  Polarcoordinaten  durch  die  Substitution 


rr  f / / >1/  w r r 

= r ce,  q = r ß , £ = ry 

ein,  so  erhält  man  aus  (29): 

(«>i  + ß'<h  + r'<hY  + («'?*  + ß'pt  + y'q.Y  + («'?,  + ß'q,  + y'p$  = 
was  wieder  abgekürzt  werde  in 


A'  + B'  + C'-±- 


(29") 


Diese  Gleichungen  unterscheiden  sich  von  (8")  und  (8'")  nur  da- 
durch, dass  auf  der  rechten  Seite  1 an  Stelle  von  P*  steht. 

Voigt,  Eiern.  Mechanik.  20 
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Die  d,  ß\  y,  welche  die  Richtungen  der  Hauptdruckaxen  be- 
stimmen, berechnen  sich  demgemäss,  wie  oben,  aus  den  Gleichungen 

P>A  4-  q3B  + q*C  — qu  = 0, 

q3A  -f  lhB  + C — Qß'  = 0,  (30) 

q,A  + q,B  + p3C  — q'Y  = 0, 

unter  Rücksicht  auf  die  Beziehung: 

= l. 

Letztere  Gleichungen  werden  identisch  erfüllt  durch 


A + Qu  — 0, 

B + oß'=  0,  (/=+pl,  (30') 

C + QY=  0, 


sie  bestimmen  demgemäss  zugleich  die  Lage  der  Hauptaxen  für  die 
Fläche  zweiten  Grades 


R 


pldt  + paß'*  + pty'*  + 2qlßY+  2qty'd  + 2q,d  ß’ = ± -p,  (31) 


welche  kurz  das  zweite  Druckellipsoid  genannt  wird,  obgleich  sie 
nicht  stets  ein  Ellipsoid  zu  sein  braucht,  da  pn  pt,  p3  grösser  und 
kleiner  als  Null  sein  können;  R bezeichnet  eine  willkürliche  Constante. 

Das  erste  und  zweite  Druckellipsoid  sind  also  coaxial. 

Das  zweite  Druckellipsoid  erscheint  auf  seine  Hauptaxen  bezogen, 
wenn  durch  die  Wahl  des  Coordinatensystemes,  was  wir  wieder  durch 
den  Index  0 andeuten  wollen,  q{°  = qS  = qt*  = 0 gemacht  ist 

Setzen  wir  dies  voraus,  so  wird  das  System  (28')  zu: 

« = ß = KV,  7 = Pt T;  (31') 

die  Einführung  dieser  Werthe  in  (28)  ergiebt: 

r = (x*)p>? + mpt°v  + (av)kc', 

v = (iv)*0?  + (*;>/v  + (r.ip.r, 
r= + (z;)pu  + iwr, 


und  daraus  folgt,  da  dies  System  für  alle  £',  ?/,  £'  gelten  soll,  dass  bei 
Einführung  eines  mit  dem  System  der  Hauptdruckaxen  zusammen- 
fallenden Coordinatensystemes : 


aber 


P*  ~~  (ArV 
(Y-) 


Pa  ~ m’ 

(ZS)  = (A7)  = 0 


Pt  = 


W) 

ist 


(31") 

(31'") 


Fallen  die  Coordinatenaxen  in  die  Hauptdruckaxen,  so 
verschwinden  die  gegen  die  Coordinatenebenen  wirkenden 
tangentialen  Druckcomponenten  und  bleiben  nur  die  nor- 
malen übrig. 
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Auf  die  Hauptdruckaxen  bezogen  werden  daher  die 
Gleichungen  der  beiden  Hauptdruckellipsoide: 


die  Axen  des  zweiten  sind  also  den  Quadratwurzeln  aus 
denen  des  ersten  proportional. 

Man  erkennt,  dass  das  sogenannte  zweite  Druckellipsoid  zu  einem 
Hyperboloid  wird,  wenn  eine  der  Grössen  Xx\  Fy°,  Zt°  negativ  ist. 
Damit  auch  in  diesem  Falle  der  Punkt  p rings  von  der  bezüglichen 
Fläche  umhüllt  werde,  ist  erforderlich,  dass  man  die  beiden  Vor- 
zeichen von  R benutzt,  also  die  Druckfläche  aus  dem  ein-  und  zwei- 
schaaligen  Hyperboloid  zusammensetzt. 

Das  zweite  Druckellipsoid  gewinnt  seine  eigentliche  Wichtigkeit 
erst  bei  Beantwortung  der  Frage  nach  der  Lage  der  resultirenden 
Druckkraft,  welche  gegen  ein  gegebenes  Flächenelement  wirkt. 

Denkt  man  die  Hauptdruckaxen  zu  Coordinatenaxen  gewählt,  so 
gelten  zwischen  den  Richtungscosinus  a,  ß,  y der  Normalen  auf  dem 
Flächenelement  und  den  Richtungscosinus  a,  ß',  y'  der  Druckkraft 
nach  (28)  und  (31'")  die  Beziehungen: 


Diese  Formeln  haben  dieselbe  Gestalt  wie  (12"),  und  man  kann 
also,  das  aus  jenen  gezogene  Resultat  den  hier  vorliegenden  Umständen 
anpassend,  folgende  Regel  aussprechen,  welche  die  p.  288  gegebene 
Figur  34  erläutert. 

Um  die  Richtung  und  die  Grösse  des  Druckes  zu  finden, 
welcher  in  einem  gegebenen  Medium  an  der  Stelle  p gegen 
ein  gegebenes  Flächenelement  wirkt,  construire  man  die  der 
betreffenden  Stelle  entsprechenden  beiden  Druckellipsoide, 
lege  an  das  zweite  eine  Tangentenebene  parallel  dem  ge- 
gebenen Flächenelement  und  ziehe  durch  die  Berührungs- 
stelle q einen  Radiusvector  von  p bis  zu  dem  ersten  Druck- 
ellipsoid; die  hierdurch  abgegrenzte  Strecke  pqt  repräsentirt 
nach  Richtung  und  Grösse  die  gesuchte  Druckkraft. 

Diese  Construction  ergiebt  unmittelbar,  dass  im  Allgemeinen  nur 
gegen  Flächenelemente,  welche  normal  zu  den  Hauptdruckaxen  stehen, 
die  Drucke  senkrecht  wirken. 


II. 


I. 


(32) 


(33') 


(33) 


20* 
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Ueber  den  Sinn,  in  welchem  man  hierbei  die  Druckkraft  rechnen 
muss,  entscheidet  am  einfachsten  die  Anwendung  auf  die  speciellen 
Fälle,  dass  die  Normale  in  eine  Hauptdruckaxe  fallt.  Ist  z.  B.  Xx  < 0, 
so  wirkt,  wenn  die  Normale  in  die  -f  X- Bichtung  fallt,  die  Druckkraft 
parallel  der  — A'-Axe  und  das  Flächenelement  erleidet  eine  Zugkraft; 
ist  Xx°  > 0 , so  wirkt  im  gleichen  Fall  die  Druckkraft  parallel  der 


punkt  der  zu  ihr  senkrechten  Tangentenebene  und  mit  ihr  die  Rich- 
tung der  Kraft  in  entgegengesetzter  Richtung;  Pt  und  nt  entsprechen 
dem  Berührungspunkt  (2).  Wird  das  Flächenelement  der  Asymptote 
parallel,  so  rückt  der  Schnittpunkt  (3)  in’s  Unendliche;  ihm  entspricht 
P,  und  n2.  Bei  weiterer  Drehung  gelangt  man  zu  dem  Punkte  (4), 
zu  welchem  P4  und  nt  gehört.  Liegt  endlich  die  Normale  in  der 
-f-  Y- Richtung,  so  fällt  der  Schnittpunkt  (5)  in  die  — lr-Axe  und 
ihr  parallel  wird  die  Kraft  P4  in  Uebereinstimmung  mit  der  Annahme, 
dass  Yv0  <0  sein  soll. 

Eine  besondere  Behandlung  verlangen  die  speciellen  Fälle,  dass 
eine  oder  zwei  der  Hauptdruckkräfte  verschwinden. 

Sei  zunächst  nur  Zx  — 0,  so  folgt  aus  f'  = «'(P„),  ij'=ß'(Pn), 
g=/(Pn)  und  aus  den  Gleichungen  (33): 


-f  A-Axe  und  das  Flächen- 
element erleidet  eine  Druck- 
kraft. 


Die  Anwendung  dieser 
Regel  wollen  wir  an  der  Be- 
trachtung des  Schnittes  beider 
Druckfiächen  mit  der  X Y- 
Ebene  zeigen  für  den  Fall,  dass 
Xx°  > 0,  Yy  < 0 ist,  also  die 
Schnittcurve  des  zweiten  soge- 
nannten Druckellipsoides  zwei 
Hyperbeln  giebt  (Figur  36). 


Fig.  36. 


Wir  gehen  von  der  Lage 
der  Normale  in  der  -f  A-Axe 
aus,  welcher  eine  der  Nor- 
malen n,  parallele  Kraft  P,  ent- 
spricht; der  zugehörige  Schnitt- 
punkt ist  in  der  Figur  mit  (1) 
bezeichnet.  Drehen  wir  die 
Normale  in  positiver  Richtung, 
so  wandert  der  Berülirungs- 
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dass  £'  und  y'  gleich  Null,  aber 


W 

U 


von  Null  verschieden  ist. 

Demgemäss  lauten  die  Gleichungen  der  beiden  Druckellipsoide: 


Das  erste  Druckellipsoid  wird  also  zu  einer  elliptischen  Scheibe 
in  der  WY-Ebene,  deren  Centrum  dem  Werthe  y = 1,  deren  Peripherie 
dem  Werthe  y = 0 entspricht,  während  der  äussern  ähnliche  Ellipsen 
mit  kleineren  Axen  für  andere  Werthe  gelten.  Das  zweite  Druckellipsoid 
verwandelt  sich  je  nach  dem  Vorzeichen  von  Xx°  und  Y„°  in  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  in  der  XY-  Ebene  von  willkürlichen  absoluten 
Dimensionen.  Diese  Htilfscurve  ist  dann  folgendermaassen  zu  benutzen, 
um  die  Richtung  und  Grösse  des  gegen  ein  gegebenes  Flächenelement 
wirkenden  Druckes  zu  finden. 

Man  legt  parallel  der  Schnittgeraden  des  Flächenelementes  mit 
der  XY- Ebene  eine  Tangente  an  jene  Curve  (II)  und  zieht  vom  Centrum 
durch  den  Berührungspunkt  einen  Radiusvector  bis  zu  derjenigen 
Ellipse  (I),  welche  durch  das  dem  gegebenen  Flächenelement  ent- 
sprechende y bestimmt  ist.  Die  so  erhaltene  Strecke  repräsentirt  nach 
Grösse  und  Richtung  die  gesuchte  Druckkraft. 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  eine  Hauptdruckkraft  ver- 
schwindet, für  jede  Lage  des  Flächenelementes  der  Druck 
in  der  Ebene  der  beiden  übrigen  liegt,  sowie  ferner,  dass 
für  alle  Flächenelemente,  welche  jene  Ebene  in  derselben 
Geraden  schneiden,  die  Drucke  gleiche  Richtung,  aber  um 
so  grössere  Stärke  besitzen,  je  mehr  ihre  Normale  gegen  die 
Richtung  des  verschwindenden  Hauptdruckes  geneigt  ist. 

Verschwinden  zwei  Hauptdrucke,  z.  B.  Xx°  und  Yy°,  so  muss 
und  a , ßf  gleich  Null,  also  y = 1,  aber 


von  Null  verschieden  sein. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Druckellipsoide  werden  also: 


II. 


I. 


(34) 


I. 


<-'2 

S 


(34') 


II. 
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Die  erste  Gleichung  giebt  ein  System  von  Strecken  parallel  der 
Z°- Axe  und  schreibt  sich,  da  l hier  wegen  y = 1 mit  (P„)  identisch  ist: 

(p„)=  ±(z;)r- 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  zwei  Hauptdrucke  verschwin- 
den, der  gegen  ein  beliebig  gelegenes  Flächenelement  wir- 
kende Druck  stets  in  die  Richtung  des  nicht  verschwinden- 
den Hauptdruckes  fällt  und  mit  dem  Cosinus  des  Winkels, 
den  dessen  Richtung  mit  der  Richtung  der  Normale  zum 
Flächenelement  einschliesst,  proportional  ist.  — 

Sollen  aus  den  Werthen  der  Druckcomponenten  XJ,  YJ, . . . für 
ein  Coordinatensystem  X\  Y',  Z'  die  entsprechenden  Xx,  Yy,  ...  für 
ein  anderes  X , Y,  Z berechnet  werden,  so  hat  man  folgendermassen 
zu  verfahren. 

Ist 

x = xcex  + yce , -f-  zce3,  x = x ux  + y ßx  4-  ~ , 

y = xß,  + yß,  -f-  zß3,  y = x at  4-  y ß.  4-  *V«»  (35) 

*'  = xyx  4-  yr * 4-  xy„  » = xat  4-  y ß3  4-  »'yt1 

so  ist  auch: 

X = X'cex+Y'ßx  + Z’yx, 

Y=  X'cet  + Y'ßt  4-  Z'yt,  (35') 

z = z'«,+  rft+z>,. 

Wir  haben  also,  wenn  wir  mit  {X')x,  ( Y%, . . . die  Componenten 
bezeichnen,  die  parallel  den  Axen  X',  Y\  Z'  aber  auf  Flächen elemente 
normal  zu  A',  Y,  Z wirken,  zunächst: 


u.  s.  f.,  und  hieraus  unter  Rücksicht  auf  (24): 

Xx  = (X/cos (jc, x)  4-  Xy  cos (.r, y)  4-  AVcos (sc, z))  ux 
4-  ( IV  cos  [y,  x)  4-  Yv'  cos  (//,  y)  4-  Y,'  cos  {y,  z))  ßx 
4-  (Zx  cos (z, x)  -j-  Zy  cos (s, y)  4-  Z/ cos (: % , *'))  yx . 

Daraus  folgt  nach  (35)  auch: 


Xx  = (XJc/.x  4-  XJßx  4-  X'yx)  et, 

4-  {Yx'ax  4-  Yv' ßt  4-  F/yJft 
4-  {Zx  c/.x  4-  Zv  ßx  -f-  Zt  yx)  yx. 

Führt  man  diese  Rechnung  bei  allen  Componenten  durch,  so  ge- 
langt man  zu  folgendem  System: 

Xx  = u;X;  4-  ß*  YJ  4-  yx‘Zt'  4-  2 ßxyx  Y'  4-  2y.ee,  Zx'  + 2 cexßx  X/, 

Yv  = ayX;  4-  ß*  YJ  + y:Z;  4-  2ßtyt  YJ  4-  2 y%u%  Z;  4-  2 atßt  X/,  (36) 

Zt  = ce3  Xx'  -f  ßi  Yy  4-  ?Y  Z.  4-  2ß3y3l,  4-  2y3ce3  Zx  4-  2atßtXy, 
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y.  = x:  4-  ßtßt  y;  + z; 

+ [ßi Y*  + Y*ß*)  Y,  4-  (;'*«»  + Zx  4-  {(<tß » 4-  ßt&i)  Xu , 

Zx  = a%a,  Xx  4-  ßtßi  Y,'  4-  Y*Y>  z'  ,g6x 

+ {ßiYi  + Ysß<)  Y,  4-  (/'^i  + ^*?'i)  Zx  4-  {u*ßi  4-  ß^t)  Xv, 

Xy  = at cet  Xx  4"  ß\ß*  Yv  4-  YiYt  Z, 

4-  ißi Y*  4-  Yißi)  Y*  4~  (y,at  4-  aiY*)  Zx  4-  {ct iß,  4-  ßi(*i)  Xu . 

Dies  System  zeigt  eine  grosse  Aehnliehkeit  mit  dem  für  die  De- 
formationen geltenden  (17)  und  lässt  sich  wie  jenes  umkehren. 

Man  gelangt  dadurch  zu  dem  neuen  System: 

Xx  = ce*Xx  4-  «**  Yv  4-  ceJZ,  4-  2 at a3  Yt  4-  2 a3a,  Zx  + 2 a,  atX„,  (36') 
u.  s.  f. 


§ 28.  Mechanik  idealer  Flüssigkeiten;  Gestalt  und  Druck  einer 

ruhenden  Flüssigkeit. 

I.  Die  Erscheinungen  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  von 
nichtstarren  Körpern  zerfallen  hinsichtlich  der  Anwendung,  welche  die 
in  den  beiden  letzten  Abschnitten  abgeleiteten  allgemeinen  Resultate 
auf  sie  finden,  in  mehrere  Gruppen  je  nach  den  Annahmen  über 
den  Zusammenhang  zwischen  den  Druckkräften  und  den  De- 
formationen, welche  ihre  Erklärung  nöthig  macht 

Diese  Annahmen  sind  am  einfachsten  in  den  Gebieten,  welche 
man  als  die  gewöhnliche  Hydrostatik  und  Hydrodynamik  be- 
zeichnet. Zu  diesen  rechnet  man  die  Phänomene  des  Gleich- 
gewichts und  der  Bewegung  von  solchen  tropfbaren  oder 
gasförmigen  Flüssigkeiten,  welche  zwar  einer  Volumen-, 
nicht  aber  einer  Gestaltänderung  einen  von  der  Trägheit 
unabhängigen  "Widerstand  entgegensetzen.  Da  die  in  der 
Natur  vorhandenen  Flüssigkeiten  ein  solches  Verhalten  nicht  in  aller 
Strenge  zeigen,  kann  man  diejenigen,  mit  welchen  sich  die  gewöhnliche 
Hydrodynamik  beschäftigt,  auch  ideale  Flüssigkeiten  nennen. 

Dm  diese  Eigenschaften  zur  Bestimmung  der  Druckkräfte  zu  ver- 
werten, betrachten  wir  ein  unendlich  niedriges  cylindrisches  Volumen- 
element innerhalb  der  Flüssigkeit  und  überlegen,  dass,  wenn  auf  dessen 
Grundflächen  tangentiale  Drucke  wirken,  diese  nach  (23)  beiderseitig 
gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  also  die  ihnen  anliegenden 
Flüssigkeitstheile  an  einander  hin  zu  schieben  bestrebt  sind,  ohne  ihr 
Volumen  zu  ändern.  Findet  nun  eine  solche  Bewegung  keinen  Wider- 
stand in  der  Flüssigkeit,  so  erleiden  die  Theilehen,  auf  welche  die 
Kräfte  wirken,  wegen  ihrer  unendlich  kleinen  Masse  unendliche  Be- 
schleunigungen. Da  wir  solche  aber  als  in  der  Natur  unmöglich  be- 
trachten, so  gelangen  wir  zu  dem  Satz: 


312 


Mechanik  nichtstarrer  Körper. 


Innerhalb  einer  Flüssigkeit,  welche  einer  Verschiebung 
ihrer  Theile,  die  ohne  Volumenänderung  vor  sich  geht, 
keinen  Widerstand  entgegensetzt,  müssen  die  tangentialen 
Druckkräfte  z.  B.  Yzy  Zn  XH,  Y„'f  Z’,  XJ  verschwinden. 

Verbinden  wir  diesen  Satz  mit  den  Formeln  (36),  so  folgt  aus 
ihnen,  dass  die  normalen  Drucke  in  einem  jeden  Punkt  von 
der  Lage  des  Flächenelementes  unabhängig  sind,  gegen  wel- 
ches sie  wirken,  z.  B.  Xx=  Yv—  Zz  = X'  = Y,j  = Z!  ist  Der 
Normaldruck  gegen  die  Flächeneinheit,  den  wir  weiter  kurz 
mit  p bezeichnen,  ist  hier  also  nur  eine  Function  des  Ortes, 
nicht  der  Lage  der  Fläche. 

Nach  diesen  Resultaten  reduciren  sich  die  allgemeinen  Bewegungs- 
gleichungen (25),  in  denen  wir  passend  die  Geschwindigkeits- 
componenten 

dx  dy  dx 

dl  ~U’  ~dt~  V’  Tt  ~W 

einführen,  auf: 


E 


du 

di 


(37) 


Da  in  ihnen  fünf  Unbekannte,  nämlich  u,  v,  w,  e und  p , vor- 
handen sind,  so  genügen  sie  noch  nicht  zu  deren  Bestimmung. 

Indess  besteht  eine  ganz  allgemeine  Beziehung  zwischen  der 
Dichte  e und  den  Geschwindigkeiten  u,  v,  w.  Wie  auch  immer  ein 
räumliches  Element  k bei  seiner  Bewegung  deformirt  werde,  stets  muss 
seine  ganze  Masse  7n  = ek  unverändert  bleiben,  also: 


d(elc)  = edk  Jede  — 0 oder 


dk  .de  p. 

T + T “ u 


sein,  falls  das  Zeichen  d die  in  der  Zeit  dt  statttindende  Aenderung 
bezeichnet.  Nun  ist  aber  nach  (15): 

dk  r,  , ddx  , ddy  , ddx 

T = # = x,+  y,  + z.=  äF  + IV  + 


dx 


wir  erhalten  also,  wenn  wir  die  Geschwindigkeiten  u,  v , w einführen, 
die  Beziehung: 


du 


dv  die  1 de 

dy  dx  e dt 


(38) 


und  damit  den  gesuchten  Zusammenhang  zwischen  w,  v,  w und  «. 
Die  gefundene  Formel  trägt  den  Namen  der  Continuitätsgleichung. 

Die  letzte  noch  fehlende  Beziehung  wird  je  nach  den  Umständen 
verschiedene  Gestalt  annehmen. 

Aendert  sich  die  Dichte  der  Flüssigkeit  bei  den  betrachteten 
Bewegungen  nicht  merklich,  so  ist 

e = Const.  (38') 
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zu  setzen;  ändert  sie  sich  nur  in  Folge  der  mit  dem  Ort  in  gegebener 
Weise  wechselnden  Temperatur  oder  chemischen  Zusammensetzung, 
so  wird 

e = f{x,  y,  z)  (38") 

sein;  ist  sie  endlich  als  Function  des  Druckes  p allein  gegeben  und 
yariirt  also  mit  dem  Ort  nur  in  so  weit,  als  anderen  Orten  anderer 
Druck  entspricht,  so  ist 

6 = F(p).  (38'") 

Ausser  diesen  einfachsten  Fällen  und  ihren  Combinationen  sind 
noch  complicirtere  möglich,  wie  z.  B.  der,  dass  die  Strömung  selbst 
auf  das  Gesetz  der  Temperatur  und  dadurch  auf  die  Dichtigkeit  Ein- 
fluss hat.  Wir  wollen  dergleichen  weiterhin  ausschliessen. 

Bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  betrachtet  man  für  viele  An- 
wendungen die  Dichte  als  constant,  für  andere  stellt  man  ihre  Ab- 
hängigkeit vom  Druck  p und  der  Temperatur  r durch  Interpolations- 
formeln dar,  am  einfachsten  durch  lineäre,  z.  B.  durch 

e = e0  (1  — ßr)  (1  -f-  yp)  oder  e = ea  (1  — ßr  + yp ),  (39) 

in  welchen  c0  die  Dichte  bei  dem  Druck  und  der  Temperatur  be- 
zeichnet, von  welchen  aus  p und  r gerechnet  werden,  und  ß und  y 
(konstante  sind. 

Bei  gasförmigen  Flüssigkeiten  ist  für  die  meisten  Anwendungen 
die  entsprechende  Abhängigkeit  in  genügender  Schärfe  durch  das  Ge- 
setz von  Mariotte  und  Ga}-Lussac  dargestellt,  welches  lautet: 


p 1 + ar 

Po  1 + CtT0  ’ 


(39') 


hierin  ist  £0  die  dem  speciellen  Druck  p0  und  der  speciellen  Tempe- 
ratur t0  entsprechende  Dichte. 

Das  Gesetz,  dem  die  Temperatur  innerhalb  der  Flüssigkeit  folgt, 
bestimmt  sich  im  Zustand  der  Ruhe  ziemlich  einfach  nach  den  Grund- 
sätzen der  Wärmetheorie  durch  die  äussem  Umstände,  denen  die 
Flüssigkeit  unterworfen  ist. 

Für  den  Fall  der  Bewegung  compliciren  sich  besonders  bei  den 
Gasen  die  Verhältnisse  in  Folge  einer  Eigenthümlichkeit,  deren  hier, 
gewisser  Anwendungen  wegen,  Erwähnung  gethan  werden  muss. 
Während  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  die  Temperatur  sich  im  Wesent- 
lichen ausschliesslich  durch  die  Wärmeleitung  bestimmt,  ist  dieselbe 
bei  Gasen  auch  von  dem  Druck  abhängig,  in  der  Weise,  dass  bei  ge- 
steigertem Druck  auch  die  Temperatur  steigt.  Während  also  eine 
tropfbare  Flüssigkeit,  die  ursprünglich  gleiche  Temperatur  besass  und 
überall  mit  gleich  warmen  Körpern  in  Berührung  ist,  bei  der  Be- 
wegung ihre  Temperatur  und  daher  ihre  Dichte  ungeändert  beibehält, 


314 


Mechanik  nichtstarrer  Körper. 


treten  bei  einem  Gase  unter  denselben  Umständen,  da  eine  Bewegung 
ohne  Druckänderung  unmöglich  ist,  Temperaturdifferenzen  auf,  die  sich 
in  sehr  complicirter  Weise  durch  Leitung  und  Strahlung  ausgleichen 
und  auf  die  Dichte  sehr  merklich  einwirken.  In  Folge  dessen  müssen 
wir  weiterhin  auf  eine  strenge  Behandlung  der  Bewegungserscheinungen 
der  Gase  verzichten  und  beschränken  uns  in  einigen  einfachen  Bei- 
spielen auf  die  folgenden  zwei  extreme  Fälle;  erstens:  die  Wärme- 
leitung ist  so  vollständig,  dass  die  Temperatur  als  stets  und  überall 

gleich  angesehen  werden  kann,  dann  gilt  nach  (39'): 

« = Cp,  (39") 

worin  Ceine  Constante  ist;  zweitens:  die  Wärmeleitung  ist  so  gering, 
dass  von  ihr  vollständig  abgesehen  werden  kann;  dann  gilt  nach  Be- 
trachtungen der  mechanischen  Wärmetheorie,  dass  1 -j-  ax  mit  einer 
Potenz  von  p proportional  ist,  sodass  man  aus  (39')  folgern  kann: 

€*  = Cp,  (39"') 

worin  x und  C'  Constante  sind,  x hat  für  Luft  nahe  den  Werth 
]/2  = 1,41.  — 

Die  vorstehenden  fünf  Gleichungen,  nämlich  die  vier  in  (37),  (38) 
und  die  fünfte  von  (38')  bis  (39'")  in  verschiedener  Weise  gegebene,  be- 
stimmen das  Verhalten  der  Flüssigkeit  in  jedem  Punkte;  sie  stellen  die 
Hauptgleichungen  für  die  Mechanik  idealer  Flüssigkeiten  dar.  Zu 
ihnen  kommen  die  Bedingungen,  welche  für  die  Begrenzungsflächen 
aus  den  allgemeinen  Betrachtungen  p.  292  und  p.  302  folgen. 

Die  Flüssigkeit  kann  von  einer  andern  Flüssigkeit  oder,  was  der 
für  uns  wichtigere  Fall  ist,  von  einem  starren  Körper  begrenzt  werden ; 
in  jedem  Fall  müssen  nach  (18")  die  Geschwindigkeitscomponenten 
normal  zur  Grenze  für  die  beiderseitig  einem  Element  der  Oberfläche 
anliegenden  Massen  gleich  sein;  es  muss  also,  falls  ü,  v,  w und 
iTk,  ¥k,  i¥k  die  Componenten  parallel  den  Coordinatenaxen  sind,  gelten: 

(u  — uk)  cos  (n,  x)  + (v  — vk)  cos  (n,  y)  -f-  (w  — w,)  cos  (n,  z)  = 0.  (40) 

Zugleich  müssen  nach  (27)  die  von  beiden  Seiten  gegen  die 
Grenze  wirkenden  Drucke  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  sein, 
es  muss  also  gelten:  _ _ 

P = 2h-  (40') 

Wird  die  Grenze  durch  eineu  starren  Körper  gebildet,  der  jedem 
beliebigen  Druck  die  gleiche  Beaction  entgegensetzt,  so  giebt  die  letzte 
Formel  keine  Bedingung  für  p,  sondern  nur  die  Bestimmung  der 
Wirkung,  welche  der  Körper  seitens  der  Flüssigkeit  erlährt.  Ist  die 
Flüssigkeit  tropfbar  und  durch  ein  Gas  begrenzt,  innerhalb  dessen 
man  unter  gewissen  Voraussetzungen  den  Druck  als  constant,  bei 
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unendlicher  Verdünnung  gleich  Null,  ansehen  kann,  besitzt  sie,  wie 
man  in  einem  weitern  Sinne  sagt,  eine  freie  Oberfläche,  so  gewinnt 
die  zweite  Gleichung  die  Form: 

p = Const.  (40") 

Ist  die  Oberfläche  von  unveränderlicher  Gestalt  und  Lage,  also 
uk  = vk  = wk  = 0,  so  tritt  an  Stelle  von  (40)  die  Bedingung: 


u cos  (n,  x)  + v cos  (w,  y)  -f-  w cos  (m,  s)  = 0 . — (40"') 

II.  Wir  wenden  uns  nun  von  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  zu 
dem  speciellen  Problem  des  Gleichgewichts  einer  Flüssigkeit, 
d.  h.  zur  Entwickelung  der  Bedingungen,  unter  welchen  eine  Kräften 
unterworfene  Flüssigkeit  überhaupt  ruhen  kann,  und  zur  Untersuchung 
der  characteristischen  Eigenschaften  der  möglichen  Gleichgewichts- 
zustände. 

Für  den  Fall  der  Buhe  ist  u , v,  w gleich  Kuli,  e und  p von  der 
Zeit  unabhängig,  demzufolge  nehmen  die  Hauptgleichuugen  (37)  die 
Form  an: 

lX=^,  «r_  *2,  «Z-&;  (41) 

dx  dy  ox  ' 

Gleichung  (38)  wird  durch  eine  von  der  Zeit  unabhängige  Dichtigkeit 
identisch  erfüllt;  es  kommen  also  nur  noch  die  Beziehungen  (38')  bis 
(38")  in  Betracht. 

Von  den  Oberflächenbedingungen  sind  die  auf  die  Geschwindig- 
keiten bezüglichen  im  Falle  der  Ruhe  identisch  erfüllt;  die  für  den 
Druck  aufgestellten  bleiben  in  Gültigkeit. 

Man  bemerkt,  dass  je  nach  der  Eigenschaft  von  e die  Kräfte 
X,  Y,  Z verschiedenen  Bedingungen  genügen  müssen,  damit  die 
Gleichungen  (41)  erfüllt  werden,  Gleichgewicht  also  möglich  ist. 

Ist  c constant  oder  eine  Function  des  Druckes  p allein,  so  kann 
man  setzen 

i an 

t dp  ’ 

wo  auch  IJ  nur  von  p abhängt,  und  die  Gleichung  (41)  schreiben: 


X = 


du 
dx  ’ 


Z = 


dH 

dx 


Hier  müssen  die  Componenten  die  Form  von  partiellen  Differential- 
quotienten derselben  Function  nach  den  Coordinaten  haben,  und  man 
kann  den  Satz  aussprechen: 

Eine  Flüssigkeit,  deren  Dichte  eine  Function  des  Druckes 
allein  oder  aber  constant  ist,  kann  nur  unter  der  Wirkung 
von  Kräften  im  Gleichgewicht  verharren,  welche  Potentiale 
besitzen. 
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Die  Bedingungen  für  die  Existenz  eines  Potentiales  zu  gegebenen 
Componenten  X,  Y,  Z erhält  man  nach  Formel  (81')  des  ersten  Theiles 
durch  Elimination  von  77  in  der  Gestalt: 


dY_dZ  dZ_dX  dX  = öY ' 4r 

dz  dy  ’ dx  ~~  dx  ’ dy  dx  ' ' 

Ist  hingegen  die  Dichte  € eine  Function  nur  der  Coordinaten,  so 
müssen  die  Producte  eX,  sY,  eZ  die  Form  von  DifFerentialquotienten 
einer  Function  nach  den  Coordinaten  haben;  die  Bedingungen  hierfür 
sind  entsprechend  durch  Elimination  von  p zu  erhalten  und  lauten: 


dFY=deZ  dtZ  __  deX  deX  _ de  Y 

dx  dy  9 dx  dx  1 dy  dx 


Hieraus  kann  man  eine  Bedingung  ableiten,  welcher  die  Kräfte 
allein  für  jedes  beliebige  Gesetz  s = f (x,  y,  z)  genügen  müssen,  indem 
man  e eliminirt.  Fasst  man  nämlich  vorstehende  Gleichungen  in  der 
ausführlichen  Form 


e 


dY 

dx 


dZ  „dt 


+ A'fe  = 


SX  v d' 

dY  , „de 
6 — + I 


dx 


dx 


(41") 


mit  den  Factoren  X,  Y,  Z zusammen  und  bedenkt,  dass  s nicht  stets 
Xull  sein  kann,  so  erhält  man: 


dY_ 

dx 


dZ\ 

dy) 


dY_ 

dx 


0. 


(41'") 


Eine  Flüssigkeit,  deren  Dichte  eine  Function  der  Coor- 
dinaten allein  ist,  kann  im  Gleichgewicht  nur  unter  der 
Wirkung  von  Kräften  verharren,  welche  dieser  Bedingung 
genügen.  Die  Dichtigkeit  und  die  Kräfte  zusammen  haben 
überdies  noch  zwei  der  Gleichungen  (41")  zu  erfüllen. 

Haben  die  Kräfte  ein  Potential  </>,  das  natürlich  ebenso  wie  die 
Kräfte  K , X,  Y,  Z in  diesem  Theil  auf  die  Massen  ein  heit  bezogen, 
also  in  anderem  Sinne  als  früher  zu  verstehen  ist,  so  ist  die  letzte 
Bedingung  identisch  erfüllt  und  die  Gleichungen  (41")  reduciren 
sich  auf: 


oder 


dt  de  # de  _ d<t> ' d<P  ' ä<P 

dx  * dy  ‘ dx  ~ dx  ’ dy  ’ dx  1 

de  _ „ d<P  de  _ p d(I>  de  _ „ d*P 

dx  ~ dx  9 dy  dy  ' dx  dx  1 


worin  F eine  Function  von  x,  y,  z bezeichnet. 

Diese  Bedingungen  verlangen,  dass  F die  Coordinaten  x,  y7  z nur 
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in  der  Verbindung  enthalte  und  dasselbe  gilt  für  s.  Daher  folgt 
der  Satz: 

Wirken  auf  eine  Flüssigkeit,  deren  Dichte  eine  Function 
der  Coordinaten  ist,  Kräfte,  welche  ein  Potential  haben,  so 
ist  Gleichgewicht  nur  möglich,  wenn  in  Flächen  constanten 
Potentiales  auch  die  Dichte  constant  ist. 

Hieraus  folgt  unter  Anderem,  dass  die  Grenzen  von  Flüssigkeiten, 
welche  verschiedene  Dichte  besitzen,  unter  diesen  Umständen  stets 
Potentialflächen  sein  müssen.  — 

Sind  die  Verhältnisse  der  Kräfte  und  das  Gesetz  der  Dichtigkeit 
derartig  gegeben,  dass  Gleichgewicht  stattfinden  kann,  so  bietet  sich  die 
doppelte  Aufgabe,  das  Gesetz,  welchem  der  Druck  im  Innern  folgt, 
abzuleiten  und  die  Gestalt  der  freien  Oberfläche  — wenn  eine  solche 
möglich  ist  — zu  finden. 

Die  erste  Aufgabe  erfordert  die  Bestimmung  von  p aus  den 
Gleichungen  (41);  diese  sind  hierzu  mit  den  Factoren  dx , dy,  dz 
zusammenzufassen  und  geben  so  die  nach  dem  Vorstehenden,  wenn 
überhaupt  Gleichgewicht  möglich  ist,  jederzeit  entweder  direct  oder 
nach  Division  mit  6 integrable  Gleichung: 

e (. Xdx  + Ydy  + Zdz)  = dp,  . (42) 

Hierin  bezeichnet  dp  die  Aenderung  des  Druckes  längs  desjenigen 
Linienelementes  ds,  dessen  Projectionen  auf  die  Coordinatenaxen 
dx,  dy,  dz  sind;  dasselbe  tritt  auch  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung 
auf,  wenn  man  dort  die  Componente  P der  Kraft  parallel  ds  einführt 
und  schreibt: 

sPds  — dp.  (42') 

Denkt  man  sich  ein  cylindrisches  Volumenelement  vom  Quer- 
schnitt q mit  der  Axe  in  ds  gelegt,  so  sagt  die  Gleichung  ePqds  — qdp 
aus,  dass  der  Druck  auf  die  erste  Grundfläche  um  so  viel  kleiner  ist 
wie  der  auf  die  zweite,  als  die  auf  das  Volumenelement  qds  parallel 
der  Axe  ausgeübte  Kraft  sPqds  beträgt. 

Integriren  wir  die  Formel  (42')  über  ein  beliebiges  innerhalb  der 
Flüssigkeit  von  einer  Stelle  (0)  bis  zu  einer  Stelle  (1)  verlaufendes 
Curvenstück,  so  erhalten  wir: 

W 

Po  4-  JsPds  =p,.  (42") 

(o) 

Diese  Gleichung  wird  bei  manchen  Problemen  der  Hydrostatik 
mit  Vortheil  statt  der  Hauptgleichungen  (41)  als  Ausgangspunkt 
benutzt  und  führt  dann  wegen  ihrer  bekanntesten  Anwendung  den 
Namen  des  Principes  der  communicirenden  Köhren. 
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Der  Druck  an  der  ganz  beliebigen  Stelle  (1)  erscheint  in  ihr 
zusammengesetzt  aus  dem  Druck  in  (0)  und  dem  hiervon  durchaus 
unabhängigen  Zuwachs,  welcher  die  Folge  der  äussern  Kraft  ist.  In 
diesem  Sinne  hat  man  den  bekannten  Satz  zu  verstehen,  dass  der 
Druck  sich  in  einer  ruhenden  Flüssigkeit  von  jeder  Stelle 
aus  nach  allen  Seiten  hin  mit  gleicher  Stärke  fortpflanzt 

Fehlen  äussere  Kräfte,  so  ist  der  Druck  überall  der  gleiche.  Das- 
selbe gilt  angenähert,  wenn  die  Dichte  der  betrachteten  Flüssigkeit 
sehr  gering  und  darum  fePds  neben  dem  Gesammtdruck  zu  ver- 
nachlässigen ist;  z.  B.  bei  einem  Gasquantum,  welches  an  der  Ober- 
fläche der  Erde  der  Schwere  unterworfen  ist  Hierauf  beruht, 
dass  man  Körper  auch  von  beträchtlicher  Ausdehnung,  die 
sich  in  der  Erdatmosphäre  befinden,  in  vielen  Fällen  als 
an  allen  Stellen  dem  gleichen  Druck  unterworfen  ansehen 
kann. 

Verläuft  die  Curve  s zwischen  zwei  Stellen,  an  welchen  der  gleiche 
Druck  herrscht,  z.  B.  von  der  freien  Oberfläche  zur  freien  Oberfläche, 
oder  aber  von  einem  innern  Punkt  zu  demselben  zurück,  so  wird  aus 
der  Gleichung  (42")  specieller: 


Im  Falle  die  Kräfte  ein  Potential  </>  haben,  ist  nach  dem 
Früheren  jederzeit  durch  Integration  aus  (42')  ein  Resultat  von  der 
Form  abzuleiten 


darin  bezeichnet  c die  Integrationsconstante,  welche  sich  bestimmt, 
wenn  der  Druck  an  irgend  einer  Stelle  gegeben  ist.  Hieraus  folgt 
der  Satz: 

Haben  die  wirkenden  Kräfte  ein  Potential,  so  sind  die 
Flächen  constanten  Druckes  Potentialflächen,  stehen  also 
überall  normal  zu  der  Richtung  der  resultirenden  Kraft. 

Dies  gilt  insbesondere  auch  für  die  Oberfläche,  welche  eine  tropf- 
bare Flüssigkeit  nach  einem  Gase  oder  nach  dem  leeren  Raume  hin 
begrenzt  und  welche  man,  wie  gesagt,  kurz  ihre  freie  Oberfläche 
nennt;  denn  dort  ist  nach  dem  Früheren  der  Druck  constant,  z.  B. 
gleich  Null  gegeben.  Da  die  Flächen  constanten  Potentiales  freie 
Oberflächen  einer  Flüssigkeitsmenge  sein  können,  führen  sie  auch  den 
Namen  Niveauflächen.  Besitzt  die  Flüssigkeit  mehrere  getrennte  freie 
Oberflächenstücke,  auf  denen  verschiedene  Drucke  lasten,  so  sind  die- 
selben auch  Theile  verschiedener  Niveauflächen,  deren  Lagen  durch  die 
Werthe  der  in  ihnen  stattfindenden  Drucke  sich  bestimmen. 


(42"') 


(o) 


p = c); 


(43) 
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Ist  die  Dichte  als  Function  nur  der  Coordinaten  gegeben,  so 
nimmt  die  Gleichung  (43)  die  specielle  Form  an 

p = e — f ed<I>,  (43') 

ist  sie  nur  eine  Function  des  Druckes,  die  andere 

= <D.  (43") 

III.  Wir  gehen  nun  zu  Anwendungen  der  entwickelten  allgemeinen 
Resultate  über. 

1.  Es  sei  eine  Flüssigkeit  mit  nur  von  den  Coordinaten,  nicht 
aber  vom  Drucke  abhängiger  Dichte  s unter  der  Wirkung  der  Schwere 
gegeben. 

Das  Potential  der  Schwere  ist,  falls  die  Z- Axe  vertical  nach 
oben  positiv  gerechnet  wird, 

<I>  = + 

es  ist  also  Gleichgewicht  nur  möglich,  wenn  die  Dichte  in  horizontalen 
Ebenen  constant,  also  eine  Function  von  x allein  ist.  Dabei  ist  in- 
dessen nicht  erforderlich,  dass  sie  eine  eindeutige  Function  von  x ist; 
besteht  nämlich  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeit  aus  mehreren  ge- 
trennten Stücken,  so  sind  in  den  ihnen  benachbarten  Räumen  Flüssig- 
keiten verschiedener  Dichtigkeit  möglich,  wie  z.  B.  in  den  sogenannten 
communicirenden  U-förmigen  Röhren. 

W'ill  man  diesen  Fall  mit  Hülfe  der  Gleichung  (43'),  welche 
hier  lautet 

p = c — g f e dz,  (44) 

erledigen,  so  hat  man  den  Raum  der  Flüs- 
sigkeit in  Stücke  zu  zerlegen,  in  deren  je- 
dem die  Dichte  eine  eindeutige  Function 
von  x ist,  am  besten  durch  Potential- 
flächen, und  diese  gesondert  zu  behandeln. 

In  Figur  37  ist  die  horizontale  Fläche 
durch  ab,  die  wir  als  AlF- Ebene  wählen, 
eine  solche  Grenze,  und  wir  können  dem- 
nach für  die  über  ab  liegenden  Räume  die 
zwei  Formeln  aufstellen: 

p = c — g J 6 dz,  p — g — gj  e dz. 

Wendet  man  sie  auf  die  freien  Ober- 
flächen an,  wo  der  Druck  resp.  pn  p,  sein  möge,  und  auf  die  Fläche 
ab,  wo  er  p 0 heisse,  so  ergiebt  sich 
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P»  ~ Po  = 


Pt  ~ Po  = 


- gje'dx , 


woraus  durch  Elimination  von  p ö folgt: 


P.  -Pi  = 9 


(44') 


Dasselbe  Resultat  findet  man  noch  kürzer  durch  das  in  Gleichung 
(42")  ausgesprochene  Princip  der  communicirenden  Röhren,  da  bei 
demselben  über  das  Verhalten  von  e gar  nichts  vorausgesetzt  ist.  Die 
Gleichung  giebt  in  unserem  Falle,  da  P die  Componente  der  Schwere 
nach  s gleich  — g (dzlds)  ist, 

(*) 

P,-P,= -gfs^ds; 

(0 

der  Integrationsweg  ist  eine  beliebig  von  der  freien  Oberfläche  (1)  zu 
(2)  innerhalb  der  Flüssigkeit  verlaufende  Curve,  z.  B.  <y.ßyd\  Diese 
zerlegen  wir  in  die  drei  Theile  aß,  ßy , yS , von  denen  der  mittlere 
keinen  Beitrag  zum  Resultat  giebt,  da  die  zwischen  denselben  Horizontal- 
ebenen  liegenden  Curvenelemente  sich  in  ihrer  Wirkung  aufheben;  die 
andern  Theile  aber  liefern  das  vorige  Resultat: 

o 

Px  — Px  — —9[f  a d%  + f a"dA  • 

\ 0 

Ist  die  Dichte  constant,  so  giebt  diese  Formel: 

p * — Px  = «<7  [K  — K) ; (44") 

die  Höhendifferenz  hl  — ht  = h misst  also  die  Druckdifferenz  pt  — px. 

Bei  dem  Barometer  ist  der  Druck  auf  die  eine  Flüssigkeitsober- 
fläche verschwindend,  (;;,  = 0),  also: 


Pt=  zgh, 

bei  dem  offenen  Manometer  gleich  dem  in  der  freien  Luft  herr- 
schendenden j>a,  also: 

Px  = Pa  + 

bei  dem  geschlossenen  Manometer  befindet  sich  über  der  Fläche  (1) 
ein  in  ein  verticales  Rohr  gefasstes  Luftquantum,  dessen  Druck  von 
dem  Raume  abhängt,  der  ihm  gewährt  ist.  Setzt  man  die  ganze 
Länge  des  Rohres  von  der  XY-  Ebene  ab  gleich  H und  den  Druck, 
den  das  Gas  ausübt,  wenn  es  diesen  Raum  erfüllt,  gleich  p,  so  ist  der 
Druck  pn  wenn  die  Flüssigkeit  in  dem  Rohr  bis  hx  steht, 

U 


denn  nach  (39")  sind  bei  gleicher  Temperatur  die  Drucke,  welche  ein 
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Gasquantum  ausübt,  den  eingenommenen  Räumen  indirect  proportional ; 
also  folgt  hier: 

H , , 

P*  = P + *gh' 

Die  Bequemlichkeit,  welche  das  hierdurch  erklärte  Verfahren  be- 
sitzt, Drucke  durch  die  Höhe  von  Flüssigkeitssäulen  zu  messen,  hat 
zu  einer  zweiten  technischen  Druckeinheit,  der  „Atmosphäre“,  ge- 
führt, welche  von  der  oben  erwähnten  abweicht. 

Da  der  mittlere  Luftdruck  im  Meeresniveau  durch  eine  Queck- 
silbersäule von  0°  C.  Temperatur  und  ca.  76  cm  Höhe  gegeben  wird, 
so  nennt  man  diese  Grösse  den  Druck  einer  Atmosphäre.  In  wissen- 
schaftlichen Druckeinheiten  ergiebt  sich  eine  Atmosphäre,  da  die  Dichte 
des  Quecksilbers  bei  0°  C.  gleich  13,6  zu  setzen  ist, 

pa  = 13,6.981.76  = 1014  000. 

Sind  in  unserem  obigen  Beispiel  die  Drucke  auf  die  beiden  freien 
Oberflächen  gleich,  so  folgt  aus  (44'): 

ht  ht 

f a dz  — f e"  dz. 

0 0 

Sind  nur  zwei  Flüssigkeiten  von  den  constanten  Dichten  und 
in  dem  Gefäss  und  ist  in  der  Figur  37  aj),  ihre  Grenze,  so  giebt  dies 

s,  (Ax  — A/)  ethi  = eg Aj, 

oder 

€,  (A,  — hi)  — E.,  (As  — hi) . 

Die  Höhendifferenzen  (A,  — A/)  und  (A2  — A/)  sind  direct  messbare 
Grössen,  und  ihre  Beobachtung  kann  nach  dieser  Formel  dazu  dienen, 
das  Verhältniss  der  Dichtigkeiten  eje,  zu  berechnen. 

2.  Wirkt  auf  die  Flüssigkeit  eine  Centralkraft,  die  von  einem 
ruhenden  Attractionscentrum  ausgeht,  so  sind  die  Flächen  constanten 
Potentiales  und  daher  die  constanter  Dichte  und  constanten  Druckes 
concentrische  Kugeln. 

Ist  die  Kraft  eine  Anziehung  nach  dem  Newton’schen  Gesetz, 
so  ist 

r 

wo  M die  anziehende  Masse,  r ihre  Entfernung  von  der  betrachteten 
Stelle  und  f die  Constante  des  Newton’schen  Gesetzes  bezeichnet. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  Flüssigkeit  sei  ein  Gas  von  nahe 
constanter  Temperatur  und  folge  dem  Gesetz 

6 = Cp, 

so  wird  nach  Gleichung  (43"): 

Voigt,  Eiern.  Mechanik.  21 
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also 


1 C«L 

CJ  p 


= c + 


^ l {p)  = C + ~- 


(45) 


Ist  die  anziehende  Masse  die  Erde,  deren  Wirkung  auf  äussere 
Punkte  nach  p.  268  dieselbe  ist,  als  wäre  ihre  Masse  in  ihrem 
Centrum  concentrirt,  und  ist  der  Druck  an  ihrer  Oberfläche,  d.  h.  für 
r = R,  gleich  p0  gegeben,  so  ergiebt  sich,  da  fMjR*  = g ist: 


also 


(*  - t)  ’ 

p=Pt)e-gCR%{llR-llr\ 


(45') 


Dies  ist  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Druck  in  der  ruhenden 
Erdatmosphäre  mit  wachsender  Entfernung  r vom  Erdcentrum  ab- 
nehmen würde,  wenn  man  die  vorhandenen  Temperaturdifferenzen 
ignoriren  dürfte.  Letzteres  wird  nun  allerdings  in  der  Nähe  der  Erde 
nur  auf  kleine  Entfernungen  gestattet  sein,  aber  von  einem  gewissen 
Abstande  an  kann  man  vielleicht  die  Temperatur  als  nahe  gleich  der 
im  Weltenraum  stattfindenden  ansehen,  und  wenn  man  unter  p0,  g,  R 
die  für  jene  Stelle  geltenden  Werthe  versteht,  gilt  die  Formel 
auch  dann. 

Das  Wesentlichste  ihres  Inhaltes  ist  die  Eröffnung  der  Möglich- 
keit, dass  der  Druck  mit  unendlich  wachsendem  r nicht  unter  jede 
Grenze  hin  abnimmt,  sondern  sich  einem  definitiven  Werthe 

P*  = P.e-9CS  (45") 

annähert.  Dies  würde  aussagen,  dass  die  Erdatmosphäre  keine  Grenze 
hätte,  sondern  der  ganze  Weltraum  mit  sehr  verdünntem  Gase  erfüllt 
sein  müsste.  Die  Verdünnung,  wie  sie  durch  vorstehende  Formel  für  p 
gegeben  wird,  ist  so  ungeheuer,  dass  von  dieser  Seite  kein  Einwand 
gegen  die  gezogene  Folgerung  zu  fürchten  sein  würde. 

Es  ist  nämlich  die  Constante  C—e0/p0 , worin  60,  p0  zwei  bei 
derselben  Temperatur,  wie  e und  p , einander  entsprechende  Werthe 
von  Dichte  und  Druck  bezeichnen;  führt  man  die  Dichte  des  Queck- 
silbers eq  und  die  p0  entsprechende  Barometerhöhe  h0  ein,  so  schreibt  sich 


eine  Zahl,  die  sich  zwar  nicht  genau  berechnen  lässt,  da  die  Tempe- 
ratur des  Weltraumes,  auf  die  sich  e0  bezieht,  unbekannt  ist,  die  aber 
sicher  1000  weit  übertrifft.  Eine  solche  Zahl,  mit  negativem  Zeichen 
im  Exponenten  stehend,  giebt  pn  einen  so  geringen  Werth,  dass  er 
sich  unserer  Vorstellung  völlig  entzieht. 
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Ist  der  Weltraum  mit,  gleichviel  wie  dünnem,  Gase  erfüllt,  so 
kann  man  aus  dem  Druck  an  der  Oberfläche  eines  Weltkörpers  Schlüsse 
ziehen  auf  denjenigen  an  der  Oberfläche  anderer.  In  der  Formel 
(45)  ist  hierfür  nur  an  Stelle  des  Potentiales  fM/r  des  einen  Centrums 
dasjenige  aller  wirkenden  Centren  zu  setzen,  wodurch  man  erhält: 


Von  den  Gliedern  der  Summe  giebt  nun  wegen  der  grossen  gegen- 
seitigen Entfernung  der  Weltkörper  für  die  Oberfläche  des  einen  (Mk) 
von  ihnen  nur  dasjenige  einen  merklichen  Beitrag,  welches  dessen 
Masse  als  Factor  enthält,  und  man  wird  daher,  indem  man  die  Formel 
das  eine  Mal  auf  die  Oberfläche  von  das  andere  Mal  auf  die  von 
Mk  anwendet  und  die  Differenz  bildet,  das  angenäherte  Resultat  erhalten 


worin  für  f auch  gR'/M  gesetzt  werden  kann,  unter  M und  R Masse 
und  Radius  der  Erde  verstanden. 

Man  erhält  so 


eine  Formel,  welche  zeigt,  dass  schon  bei  ganz  unbedeutenden  Werthen 
der  Differenz  MhjRh  — MkjRk  die  Drucke  ph  und  pk  sich  sehr  stark  von 
einander  unterscheiden  müssen,  also  Weltkörper  mit  nur  etwas  kleineren 
oder  grösseren  Massen  als  die  Erde  sehr  viel  dünnere  oder  dichtere 
Atmosphären  besitzen  müssen,  als  diese. 

3.  Wir  wollen  nun  eine  in  einem  Gefäss  befindliche  tropfbare 
Flüssigkeit  betrachten,  die  unter  der  Wirkung  der  Schwere  um  eine 
verticale  Axe  derartig  in  Rotation  versetzt  ist,  dass  sie  in  allen  Theilen 
eine  constante  Winkelgeschwindigkeit  co  besitzt. 

Beziehen  wir  dieselbe  auf  ein  mit  ihr  rotirendes  Coordinaten- 
system,  so  können  wir,  weil  alle  ihre  Theile  relativ  zu  diesem  System 
ruhen,  nach  dem  p.  51  Entwickelten  von  der  absoluten  Bewegung 
abstrahiren,  wenn  wir  zu  den  gegebenen  Kräften  die  Wirkung  der 
Centrifugalkraft  hinzufügen. 

Da  die  Centrifugalkraft  eine  Abstossungskraft  darstellt,  welche 
von  der  Rotationsaxe  hinweggerichtet  ist  und,  auf  die  Masseneinheit 
bezogen,  den  Werth  ofe  besitzt,  falls  e den  Abstand  der  betrachteten 
Stelle  von  der  Rotationsaxe  bezeichnet,  also  c2  = x*  -f-  if  ist,  so  hat  sie 
ein  Potential  von  der  Grösse  — &>V/2,  und  wir  können  die  Gleichung  (43') 
schreiben,  indem  wir  die Z- Axe  als  Rotationsaxe  vertical  nach  oben  legen: 


(46) 


(46') 


(47) 
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Die  Dichtigkeit  e muss  in  den  Flächen 


constant  sein;  dasselbe  gilt  vom  Druck  p. 

Diese  Flächen  sind  parallele  Rotationsparaboloide  mit  der  £-Axe  als 
Axe.  Eine  einzelne  von  ihnen  bestimmt  sich  etwa  durch  die  Coordi- 
nate  des  Punktes,  in  welchem  sie  die  Z-Axe  schneidet  oder  durch  das 
Quantum  der  Flüssigkeit,  welches  zwischen  ihr  und  dem  Gefäss  liegen, 
oder  endlich  durch  den  Druck,  welcher  in  ihr  herrschen  soll. 

Für  den  Druck  gilt,  falls  e constant  ist,  die  Formel: 


Die  Gestalt  des  Gefässes,  in  welchem  sich  die  rotirende  Flüssig- 
keit befindet,  kommt  in  dieser  ganzen  Betrachtung  nicht  vor,  die  Form 
der  freien  Oberfläche  ist  also  von  ihr  unabhängig,  und  nur  ihre  Aus- 
dehnung wird  durch  das  Gefäss  bestimmt,  indem  dieses  aus  dem  un- 
endlichen Rotationsparaboloid  das  für  das  specielle  Problem  maass- 
gebende Stück  ausschneidet. 

Ist  das  gegebene  Flüssigkeitsquantum  so  gross,  dass  es  bei  einer 
gegebenen  Rotationsgeschwindigkeit  nicht  mehr  zwischen  der  Wandung 
des  Gefässes  und  einem  der  theoretisch  gegebenen  Rotationsparaboloide 
Platz  hat,  so  wird  die  überschüssige  Flüssigkeit  über  den  Rand  ge- 
schleudert.. 

Sei  z.  B.  das  Gefäss  ein  Cvlinder  vom  Radius  I?  und  der  Höhe 
H und  sei  dasselbe  im  Ruhezustand  bis  zur  Höhe  h mit  Flüssigkeit 
gefüllt,  sodass  die  vorhandene  Masse 


ist.  Dieselbe  Masse  hat  während  der  Rotation  im  Abstand  e von  der 
Axe  eine  Tiefe  z,  sodass  dann 


ist;  für  s ist  der  Werth  (roV/2  — c )jg  zu  setzen,  und  in  Folge  dessen 
bestimmt  sich  aus 


(47") 


M = TieJfh 


die  Constante 


Hiernach  wird  die  Gleichung  der  freien  Oberfläche: 
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in  der  Axe  ist 
an  der  Cy  linderwand 


— h — 


orR: 


4(J 


orR* 


Diese  Constantenbestimmung  hat  nur  so  lange  einen  Sinn,  als 
z,  < H bleibt;  ist  dieser  Werth  H erreicht,  so  muss  bei  wachsendem  co 
immerfort  zt  = II  sein,  wodurch  sich 


, orR1  JT 

C = -s-  - yH, 


also  die  Gleichung  des  die  freie  Oberfläche  bildenden  Paraboloides  zu 


Y (i?a  — e4)  — <7  (fif  — »)  = 0 

bestimmt. 

Die  im  Cylinder  zurückgebliebene  Masse  M'  ist  dann: 
sie  steht,  wenn  die  Rotation  aufhört,  im  Cylinder  in  einer  Höhe 


H=H -i*' 


4.  Eine  Flüssigkeit  unter  der  Wirkung  eines  Attractionscentrums 
und  der  Rotation  um  eine  durch  dasselbe  gehende  Axe  Ä steht  unter 
einem  Potential 


2 •> 
o)  e 


(48) 


demgemäss  sind  auch  die  Flächen  constanter  Dichte  und  constanten 
Druckes  gegeben  durch 


fM  wV 


/ 

G. 


(48') 


Ein  rotirender  Weltkörper,  dessen  flüssige  Oberflächenschicht  ver- 
schwindende Dichte  gegenüber  den  dem  Centrum  nahen  Massen  hat, 
würde  dieser  Formel  entsprechende  Verhältnisse  zeigen. 

Setzen  wir  e = r cos  (p7  so  wird  die  Gleichung  (48')  zu 

fM  = Ic  — y r4  cos4  r\  (48") 

sie  giebt  für  (p  = 0 im  Allgemeinen  drei  Wurzeln  r,  für  rp  = ?r/2,  d.  h. 
für  die  Richtung  der  Drehungsaxe  A,  stets  nur  eine,  nämlich 


letztere  kann  also  passend  zur  Bestimmung  der  Constanten  benutzt 
werden.  Während  ra  von  Null  bis  Unendlich  wächst,  nimmt  zugleich 
c von  Unendlich  bis  Null  ab. 
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Die  cp  — 0 entsprechenden  drei  Wurzeln  sind  reell  für  Werthe 


,27  , s 
c > — mV,,-; 


eine  dieser  Wurzeln  ist  immer  negativ  und  kommt,  da  wir  unter  r 
die  stets  positive  Entfernung  verstehen,  nicht  in  Betracht.  Für 


f . 27  2 2 
G < — orr* 


sind  zwei  Wurzeln  complex,  die  reelle  negativ,  sodass  die  betreffenden 
Potentialüäclien  die  E-  Axe  überhaupt  nicht  schneiden. 

Die  Grenze  zwischen  beiden  Gattungen  von  Flächen  bildet  die- 
jenige, für  welche 


ist;  sie  giebt  eine  Doppelwurzel: 


: V 

2 - 


Demgemäss  wird  das  ganze  System  der  Potentialflächen  ein  System 
von  Meridianschnitten  geben,  wie  es  die  Figur  38  verdeutlicht,  der 

a Punkt  q entspricht  der 

Doppelwurzel.  Ober- 
flächen , für  welche 
8c'<  27  (o'ra%  oder  aber 
unter  Benutzung  des 
Werthes  von  ra  auch 
e'3 < 27  ist,  sind, 

da  sie  sich  nicht  im 
Endlichen  schliessen, 
bei  dem  gegebenen 
Problem  nicht  mög- 
lich und  erfordern,  um 
die  Bedeutung  von  Be- 
grenzungsflächen zu  er- 
halten , feste  Wände, 
welche  die  Flüssigkeit  in  einem  Theil  einschliessen.  Hieraus  folgt, 
dass,  wenn  man,  was  indess  unzweifelhaft  nicht  erlaubt  ist,  annehmen 
dürfte,  dass  die  Atmosphäre  eines  Weltkörpers  bis  in  die  fernsten  Tlieile 
vollständig  an  dessen  Rotation  Theil  nehme,  deren  Ausdehnung  jeden- 
falls innerhalb  der  durch  c*  = 21  tff'M*  gegebenen  Oberfläche  liegen 
müsste. 

5.  Zwei  starre,  in  concentrischen  Schichten  homogene  Kugeln, 
welche  sich  unter  einer  gegenseitigen  Anziehung  in  Kreisen  um  ein- 
ander bewegen  und  von  denen  entweder  die  eine  oder  jede  von  einer 
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Flüssigkeit  umgeben  ist,  deren  Masse  verschwindend  gegen  die  der 
festen  Kerne  ist , stellen  eine  Anordnung  dar , die  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  der  durch  die  Erde  mit  dem  sie  oberflächlich  bedecken- 
den Meer  und  durch  die  Sonne  oder  den  Mond  gegebenen  überein- 
stimmt und  demnach  eine  gewisse  Vorstellung  über  das  Zustande- 
kommen von  Ebbe  und  Fluth  gewährt. 

Denken  wir  den  Massenmittelpunkt  0 des  ganzen  Systemes  ruhend, 
so  rotiren  die  Centren  beider  Kugeln  mit  gleichförmiger  Geschwindig- 
keit in  constantem  Abstand  um  eine  durch  ihn  gehende  Axe  a;  ruht 
die  Flüssigkeit  a 

gegen  ein  mit 
ihnen  rotiren- 
des  Coordina- 
tensystem,  wo- 
mit also  eine 
selbstständige 
Rotation  der 
beiden*  Kugeln 
um  Axen  durch 
ihre  Centra 


/ J 

b 

y \ J 

A <P  ~ \ l 

- — «j — -} — 

4 \ _y  1 

r 

E X X 

Fig.  39. 


ausgeschlossen  ist,  so  kann  man  die  Einwirkung  der  Bewegung 
durch  die  Einführung  der  Centrifugalkraft  ersetzen  und  erhält  als  ge- 
summtes Potential : 


(49) 


Die  Flächen  constanter  Dichte  und  constanten  Druckes  haben 
daher  die  Gleichung: 

m: 


f(—  + 
\ »*. 


or  e1 


+ - = o. 


(49") 


Wir  wollen  sie  untersuchen  für  Punkte,  welche  nahe  der  an- 
ziehenden Masse  M \ liegen. 

Nach  der  Figur  (89)  haben  wir 

r#*  = r,4  -f-  FP  — 2 r,  E cos  cp , cos  cp  = cos  y>  sin  fr, 

£ = e„*  -j-  r*  siir  fr  — 2e1r1  sin  fr  cos  y>, 

und  darum  folgt  aus  (49')  durch  Entwickelung  bis  auf  die  Glieder 
zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  rjE: 


f 


+ Mt 

, r>  E 


('+i 


r*  , 3 r?  . N 

C0S^-  2^  + 2^  COS*  9P, 


+ vr  ( ei  + sin*  — 2e,r,  cos  cp)  — c. 
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Da  0 der  Massenmittelpunkt  ist,  so  gilt 


EM, 

&l~  My+M,’ 

und  für  die  Winkelgeschwindigkeit  co  folgt  aus  der  Gleichung  (96') 
des  ersten  Theiles  die  Beziehung: 


12  n\*_  f{My  + M. t) 
\T  j ~ " E 


Setzt  man  dies  ein  und  zieht  die  constanten  Theiie  links  zur 
Constanten  c rechts,  so  erhält  man: 


U,r‘  (1-3 cos* cp)  + = Cr,. 


2 MyE3 


23/,  Es 


Beschränkt  man  sich  auf  die  erste  Näherung  und  ignorirt  die 
Glieder  mit  r*j E*,  so  ist  >*,  constant  und  sind  die  Potentialtiächen 
Kugeln;  in  zweiter  Näherung  kann  man  in  den  kleinen  Gliedern  r, 
als  constant  = R ansehen  und  erhält  so  r,  als  gerade  Function  von  a> 
und  &,  also  eine  in  Bezug  auf  zu  a,  b , e parallele  Axen  durch  das 
Cent  rum  der  Kugel  Mx  symmetrische  Gestalt  der  Potentialflächen. 

Die  Halbaxen  parallel  diesen  Richtungen  R„,  Rb,  Re  nehmen  die 
Werthe  an: 


Die  Differenz  Re  — R,.  würde  bei  einem  um  die  zu  a parallele  Axe 
durch  sein  Centrum  rotirenden  Weltkörper  die  Höhendifferenz  zwischen 
Ebbe  und  Fluth  an  einem  Punkt  des  Aequators  darstellen;  sie  hat,  wenn 
man  1 / C'  durch  den  mittlern  Werth  des  Radius  ausdrückt,  den  Werth 


R t — Rh 


33/. R (RV 

23/, 'Ur 


und  beträgt,  wenn  man  unter  der  Masse  Mx  die  Erde  versteht,  unter 
M2  aber  resp.  Mond  oder  Sonne,  nach  den  p.  246  angegebenen  Zahlen 

0,55  m und  0,24  m. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Erdaxe  gegen  die  Ebene  der  Bahn 
von  Erde  und  Mond  geneigt  ist,  so  fallen  die  Zahlen  noch  etwas 
grösser  aus.  Da  die  Berechnung  in  diesem  Falle  etwas  complicirter 
ist,  so  soll  auf  sie  nicht  eingegangen  werden;  die  Resultate  stimmen 
angenähert  mit  der  Beobachtung  auf  Inseln  im  Grossen  Ocean,  wo  die 
Wirkung  der  das  Meer  begrenzenden  Continente  als  unerheblich  an- 
gesehen werden  kann. 
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§ 29.  Mechanik  idealer  Flüssigkeiten;  Gesammtdrucke  ruhender 
Flüssigkeiten  gegen  starre  Körper.  Schwimmen  unter  der  Wirkung 

der  Schwere. 

Befinden  sich  starre  Körper  in  der  Berührung  mit  einer  Flüssig- 
keit entweder  mit  allen  Theilen  ihrer  Oberfläche,  im  Falle  sie  in  jene 
untergetaucht  sind,  oder  nur  mit  einigen,  im  Falle  sie  nur  eingetaucht 
sind  oder  aber  Theile  der  sie  umschliessenden  festen  Wand  bilden,  so 
geben  die  in  der  Flüssigkeit  wirkenden  Druckkräfte  Veranlassung  zu 
Componenten  und  Drehungsmomenten,  welche  die  Körper  erfahren;  wir 
wenden  uns  jetzt  zu  ihrer  Untersuchung. 

I.  Da  der  Druck  normal  gegen  die  Oberflächenelemente  do  des 
starren  Körpers  wirkt,  so  werden,  wenn  mit  n die  Normale  zu  do  in  der 
Richtung  von  der  Flüssigkeit  zu  dem  starren  Körper  bezeichnet  wird, 
für  die  Componenten-  und  Momentensummen,  die  ein  beliebiges  end- 
liches Stück  o seiner  Oberfläche  erlahrt,  folgende  Gleichungen  gelten: 

X'  = f p cos  («,  x)  do, 

(O) 

Y'  — ( p cos  (n,  y ) do , 

<o) 

Z'  = J p cos  {n,  x)  do , 

(o)  (51) 

L'  — f p (y  cos  (n,  x)  — x cos  (n,  y ))  do, 

( o ) 

M'  = f p (x  cos  (n,  x)  — x cos  (n,  ä;))  do, 

(O) 

N'  = J p (x  cos  (n,  y)  — y cos  (n,  xf)  do. 

(.0) 

Wir  wollen  diese  Integrale  berechnen  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Anwesenheit  des  festen  Körpers  die  auf 
die  Flüssigkeit  ausgeübten  Kräfte  nicht  ändert,  z.  B.  von  ihm 
keine  Attraction  auf  dieselbe  ausgeübt  wird;  in  diesem  Falle  ist  seine 
Oberfläche  nichts  als  eine  der  Flüssigkeit  gewährte  Begrenzung. 

Ist  die  Oberfläche  o geschlossen,  also  entweder  diejenige  eines  die 
Flüssigkeit  enthaltenden  Gefässes  oder  aber  die  eines  in  sie  unter- 
getauchten Körpers,  so  lassen  sich  die  Oberflächenintegrale  in  solche 
über  den  von  o umschlossenen  Raum  k verwandeln,  obgleich  im  letz- 
teren Falle  der  Druck  p für  diesen  Raum  gar  nicht  definirt  ist.  Da 
aber  nach  der  Annahme  die  Anwesenheit  des  Körpers  die  auf  die 
Flüssigkeit  ausgeübten  Kräfte  nicht  ändern  soll,  so  kann  man,  wenn 
der  Körper  von  der  Flüssigkeit  umgeben  ist,  doch  mit  demjenigen 
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Werthe  p operiren,  den  der  Druck  in  die  besitzen  würde,  wenn 
an  Stelle  des  Körpers  sich  ebenfalls  Flüssigkeit  befände  und 
alles  Uebrige  ungeändert  wäre;  dasselbe  gilt  von  den  Werthen 
der  Dichte  e und  der  Componenten  der  äussern  Kräfte  A,  Yt  Z. 

Demgemäss  können  wir  innerhalb  des  von  o umschlossenen 
Raumes,  gleichviel  ob  derselbe  wirklich  Flüssigkeit  enthält  oder  nicht, 
die  Beziehungen 


dp 

dx 


(51') 


als  gültig  betrachten. 

Die  Anwendung  des  Hülfssatzes  (22)  auf  die  Oberflächenintegrale 
(51)  ist  unter  diesen  Voraussetzungen  gestattet;  es  ist  aber  zu  be- 
merken, dass  in  jenen  Integralen  die  Normale  n,  im  Falle  die  Flüssig- 
keit sich  innerhalb  o befindet,  die  äussere  auf  k ist,  im  Falle 
ausserhalb,  die  innere.  Demgemäss  erhalten  wir  unter  Rücksicht 
auf  die  Beziehungen  (51')  folgende  Werthe: 


X'  = ±f  eXdk,  r=  ±fsYdk,  Z'  = ± f eZdk , 

(ft)  (ft)  (ft) 

I/=  ±f  e(yZ  — zY) dk,  M!  = ± f e{zX-xZ)dk , (52) 

(ft)  (ft) 

N'  = ± f e (a;  Y — yX)  dk. 

(ft) 

• 

Ist  die  Oberfläche  von  der  Flüssigkeit  erfüllt,  so  gilt  das 
obere  Vorzeichen  und  6 ist  die  wirklich  in  dk  vorhandene  Dichte, 
A,  Yf  Z sind  die  wirklich  auf  die  Masseneinheit  in  dk  wirkenden  Com- 
ponenten; die  Gleichungen  (52)  enthalten  dann  folgenden  Satz: 

Eine  geschlossene  starre  Oberfläche,  die  mit  Flüssigkeit 
erfüllt  ist,  erfährt  Componenten  und  Drehungsmomente, 
welche  gleich  denjenigen  sind,  die  sich  aus  den  auf  die 
Flüssigkeit  wirkenden  Kräften  berechnen  würden,  wenn  die 
Flüssigkeit  starr  wäre. 

Ist  die  Oberfläche  von  der  Flüssigkeit  umgeben,  so  gilt 
das  untere  Vorzeichen  und  e,  X,  Y,  Z sind  die  Werthe,  welche  in  dk 
stattfinden  würden,  wenn  die  äussere  Flüssigkeit  sich  stetig  durch  den 
umschlossenen  Raum  k fortsetzte.  Wir  können  daher  folgendes  Re- 
sultat aussprechen: 

Eine  von  einer  Flüssigkeit  rings  umgebene  starre  Ober- 
fläche erfährt  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  Com- 
ponentensummen  und  Drehungsmomente,  welche  entgegen- 
gesetzt sind  denjenigen,  welche  sich  aus  den  auf  die  ver- 
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drängte  Flüssigkeit  wirkenden  Kräften  berechnen  würden, 
wenn  die  Flüssigkeit  einen  starren  Körper  bildete. 

Dass  in  diesen  beiden  Fällen  die  Wirkungen  entgegengesetzt 
gleich  sein  müssen,  übersieht  man  am  einfachsten,  wenn  man  in  einer 
im  Gleichgewicht  befindlichen  Flüssigkeit  die  Theilchen,  welche  eine 
geschlossene  Oberfläche  erfüllen,  in  starre  Verbindung  gebracht  denkt; 
hierdurch  kann  das  Gleichgewicht  nicht  geändert  werden,  die  starre 
Oberfläche  muss  also  von  aussen  und  innen  entgegengesetzte  Wirkungen 
erfahren  und  dies  überträgt  sich  unmittelbar  auf  den  Fall,  dass  der 
äussere  oder  innere  Raum  mit  einem  starren  Körper  ausgefüllt  ist, 
vorausgesetzt,  dass  dieser,  wie  angenommen,  seinerseits  keine  Wirkung 
auf  die  Flüssigkeit  ausübt. 

Für  den  Fall,  dass  die  Flüssigkeit  nur  der  Schwerkraft  unterworfen 
ist,  muss  sie  in  horizontalen  Ebenen  constante  Dichte  und  constanten 
Druck  besitzen,  die  verdrängte  Flüssigkeit  wird  also  dadurch  er- 
halten, dass  man  das  ausserhalb  des  Körpers  stattfindende  Gesetz  der 
Dichte  auch  durch  den  vom  Körper  erfüllten  Raum  hindurch  fort- 
gesetzt denkt.  Da  ferner  parallele  Kräfte  sich  jederzeit  durch  eine 
Einzelkraft  vollständig  ersetzen  lassen,  so  gelten  folgende  Sätze. 

Eine  mit  schwerer  Flüssigkeit  erfüllte  starre  geschlossene 
Oberfläche  erfährt  eine  Kraft,  welche  gleich  dem  Gewicht 
der  eingeschlossenen  Flüssigkeit  ist  und  durch  deren  Schwer- 
punkt geht 

Eine  von  schwerer  Flüssigkeit  umgebene  starre  ge- 
schlossene Oberfläche  erfährt  eine  Kraft,  welche  gleich  und 
entgegengesetzt  gerichtet  ist  dem  Gewicht  der  verdrängten 
Flüssigkeit  und  durch  deren  Schwerpunkt  geht. 

Dieser  letztere  Satz  führt  den  Namen  des  Archimedischen 
Principes  und  die  darin  besprochene  Kraft  den  Namen  des  hydro- 
statischen Auftriebes. 

Die  Luft  ist  eine  Flüssigkeit,  innerhalb  deren  alle  Körper  sich 
befinden,  mit  denen  wir  gewöhnlich  operiren;  der  von  ihr  herrührende 
Auftrieb  giebt  bei  vielen  physikalischen  Beobachtungen  eine  Fehler- 
quelle, welche  Berücksichtigung  verlangt. 

Bei  Wägungen  werden  die  auf  die  Waage  ausgeübten  Kräfte 
durch  sie  verringert.  Bezeichnen  wir  Masse,  Volumen  und  Dichte  des 
zu  wägenden,  homogen  angenommenen  Körpers  mit  MkJ  T*  und  €*, 
die  der  Gewichtsstücke  mit  Mv,  Vv  und  c^,  die  Dichte  der  Luft  mit 
so  wird  unter  Voraussetzung  gleicher  Hebelarme  die  Waage  ein- 
spielen,  wenn 
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ist,  aber  nicht,  wenn  Mk  = M„  ist,  ausgenommen,  dass  die  Dichten  der 
Gewichtsstücke  und  der  Körper  die  gleichen  sind. 

Das  Gewicht  eines  Körpers  im  leeren  Raum  Mkg,  vermindert  um 
den  Betrag  des  Auftriebes  der  Flüssigkeit,  in  welcher  er  sich  befindet, 
nennt  man  das  scheinbare  Gewicht  des  Körpers  in  dieser 
Flüssigkeit.  Mit  dem  scheinbaren  Gewicht  der  Körper  in  Luft,  d.  b. 
mit  der  Grösse  Mkg  (1  — «,/£*),  operiren  wir  bei  Wägungen  der  Regel 
nach  ausschliesslich. 

Das  Drehungsmoment,  welches  die  Schwere  auf  ein  Pendel  aus- 
übt, wird  durch  Jen  Auftrieb  der  Luft  verringert  und  erhält,  falls  der 
Schwerpunkt  der  Masse  und  der  Schwerpunkt  des  Volumens  in  der- 
selben Ebene  durch  die  Drehungsaxe  liegen,  s und  s ihre  Abstände 
von  letzterer  sind,  (p  deren  Winkel  gegen  die  Verticale  ist,  den  Werth: 


Irin  diese  und  ähnliche  Einflüsse  in  Rechnung  zu  ziehen,  ist  die 
Kenntniss  der  Dichte  der  Luft  für  die  bei  der  Beobachtung  statt- 
findenden Umstände,  d.  h.  für  die  beobachtete  Temperatur  und  den 
beobachteten  Barometerstand,  erforderlich.  Das  Gesetz  von  Mario tte 
und  Gav-Lussac,  welches  lautet 


giebt  diese  Grösse  für  alle  Verhältnisse  an,  wenn  sie  für  irgend  eine 
Temperatur  <9-,,  und  einen  Druck  p0  bestimmt  ist. 

Ihre  Bestimmung  geschieht  unter  Benutzung  des  Auftriebes,  in- 
dem man  ein  Gefäss  von  bekanntem  Volumen  erst  offen,  dann  ge- 
schlossen und  evacuirt  wägt. 

Ist  das  von  der  Substanz  des  Gefässes  erfüllte  Volumen  v,  ihre 
Dichte  e,  das  Volumen  des  umschlossenen  Hohlraumes  V,  die  Dichte 
der  umgebenden  Luft  bei  der  abgelesenen  Temperatur  und  dem  ab- 
gelesenen Druck  £/,  so  wird  das  scheinbare  Gewicht  G0  im  geöffneten 
Zustande  sein 

G0  = vg  (e  — €,), 

im  geschlossenen  und  evacuirten 

Gx  = vg  («  — £,)  — Vgsr, 
die  Differenz  beider  bestimmt  €,. 

Den  Gewichtsverlust,  welchen  starre  Körper  in  tropfbaren  Flüssig- 
keiten erleiden,  benutzt  man,  um  ihre  eigene  Dichte  oder,  wenn  diese 
bekannt  ist,  die  Dichte  der  Flüssigkeit  zu  bestimmen. 
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Die  Wägung  des  Körpers  in  Luft  giebt  das  scheinbare  Gewicht 

G,  = Vg  (ek  — ei), 

in  der  Flüssigkeit  von  der  Dichte  ef 


G»  = Yg(ek  — €,). 

Aus  diesen  zwei  Beobachtungen  kann  man  zwei  Grössen  bestimmen, 
z.  B.  ek  und  V,  falls  6,  und  ef  bekannt  sind;  es  gelten  die  Gleichungen: 


<7,  fk  - fi  t 

Gx  — G«  €/  — £[’ 


Gx  - Gt 
9 


= V(e,—  ei). 


Haben  die  Stücke  des  Gewichts-  oder  besser  des  Massensatzes, 
w'elche  die  scheinbaren  Gewichte  Gt  und  G,  ergeben,  durchweg  gleiche 
Dichte,  so  ist  das  Verhältniss  Gxj{Gx  — G^)  vom  Auftrieb  der  Luft 
unabhängig,  nämlich  gleich  dem  Verhältniss  der  durch  die  Bezeich- 
nung der  Gewichtsstücke  direct  gegebenen  Massen  Mt  / (Mx  — 3L).  Das 
Verhältniss  ( G , — G2)/g  hingegen  ist  von  dem  Auftrieb  auch  unter  dieser 
Voraussetzung  abhängig  und  hat  den  Werth  {Mx  — Mt)  (1  — e,j  e9). 

Bei  diesen  Beobachtungen  ist  der  Einfluss,  den  Temperatur- 
änderungen auf  alle  Dichten  und  den  Druckänderungen  auf  die  Dichte 
der  Luft  ausüben,  nach  dem  früher  p.  313  Gesagten  in  Bechnung  zu 
ziehen.  — 

II.  Ist  die  Flüssigkeit  in  ihrem  untern  Theile  tropfbar,  im  obem 
gasförmig,  so  gelten  die  Sätze  p.  331  unverändert;  ignorirt  man  dabei 
die  Dichte  des  Gases  neben  derjenigen  der  Flüssigkeit,  d.  h.  betrachtet 
den  mit  Luft  erfüllten  Theil  als  leer,  so  ist  die  Gestalt  des  obem 
Theiles  der  geschlossenen  Oberfläche  ganz  ohne  Einfluss.  Derselbe 
kann  auch  ganz  fehlen,  wie  bei  einem  Gefäss,  das  oben  offen  und  mit 
Flüssigkeit  erfüllt  ist;  trotzdem  findet  sich  der  Verticaldruck,  den  das 
letztere  durch  die  Schwere  erleidet,  gleich  dem  Gewicht  der  in  ihm 
enthaltenen  Flüssigkeitsmenge.  Ein  auf  der  Oberfläche  einer  tropf- 
baren Flüssigkeit  schwimmender  Körper  erleidet  aus  dem  gleichen 
Grunde  einen  Auftrieb  gegeben  durch  das  Gewicht  der  von  ihm  ver- 
drängten tropfbaren  Flüssigkeit,  welcher  in  deren  Schwerpunkt  angreift. 
Diesen  specielleren  Satz  legt,  man  der  Theorie  des  Gleichgewichtes 
oberflächlich  schwimmender  Körper  zu  Grunde. 

Schwimmende  Körper  stehen  also  unter  der  Wirkung  ihres  Gewichtes, 
das  im  Schwerpunkt  ihrer  Masse,  und  des  Auftriebes,  der  im  Schwer- 
punkt der  verdrängten  Flüssigkeit  angreift.  Nach  den  im  zweiten 
Theile  angestellten  allgemeinen  Betrachtungen  ist  zum  Gleichgewicht 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  diese  in  entgegengesetzten  Richtungen 
wirkenden  Kräfte  einander  gleich  sind  und  die  Verbindungslinie  ihrer 
Angriffspunkte  ihrer  Richtung  parallel  ist.  Der  Körper  wird  also  so 
tief  einsinken,  dass  der  erzielte  Auftrieb  seinem  Gewicht  gleich  ist, 
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und  eine  solche  Lage  einnehmen,  dass  die  Verbindungslinie  beider 
Schwerpunkte  vertical  steht.  Er  wird  untersinken,  wenn  auch  bei 
vollständigem  Eintauchen  der  Auftrieb  dem  Gewicht  nicht  gleich 
kommt. 

Von  besonderem  Interesse  ist  bei  schwimmenden  Körpern  die 
Frage  nach  der  Stabilität  des  Gleichgewichtes. 

Das  Gleichgewicht  ist  absolut  stabil,  wenn  bei  jeder  unendlich 
kleinen  Bewegung  des  schwimmenden  Körpers  gegen  die  Flüssigkeit 
Kräfte  entstehen,  die  dieser  Bewegung  entgegenwirken.  Die  Ver- 
rückungen, welche  die  Lage  des  Körpers  gegen  die  Flüssigkeit  ändern, 
sind  ausschliesslich  verticale  Verschiebungen  und  Drehungen  um  hori- 
zontale Axen;  horizontale  Verschiebungen  und  Drehungen  um  verticale 
Axen  ändern  dieselbe  ersichtlich  nicht. 

Man  erkennt  nun  leicht,  dass,  die  singulären  Fälle  ausgenommen, 
wo  durch  tieferes  Eintauchen  des  Körpers  dem  Eindringen  der  Flüssig- 
keit Hohlräume  im  Körper  geöffnet  werden,  die  Menge  der  verdrängten 
Flüssigkeit,  und  daher  auch  der  Auftrieb,  durch  eine  verticale  Ver- 
schiebung nach  unten  immer  zu  nimmt,  bei  einer  nach  oben  ab- 
nimmt, während  das  Gewicht  des  Körpers  ungeändert  bleibt,  dass 
demnach  gegenüber  verticalen  Verschiebungen  das  Gleichgewicht 
immer  stabil  ist. 


Es  handelt  sich  also  nur  um  die  Wirkungen  von  Drehungen  um 
horizontale  Axen,  die  wir  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  in  die 
Flüssigkeitsoberfläche  legen  können;  denn  die  Drehung  um  eine  andere 

horizontale  Axe  kann  stets  nach  p.  139 
durch  Zufügung  einer  parallelen  Ver- 
schiebung in  diese  verwandelt  werden. 

Stelle  in  der  Figur  40  die  Gerade 
ab  die  Ebene  normal  zur  Figur  dar, 
in  welcher  bei  der  Gleichgewichtslage, 
von  der  aus  die  Drehung  stattfmdet, 
die  Flüssigkeitsoberüäche  den  schwim- 
menden Körper  schneidet,  sei  s der 
Schwerpunkt  des  Körpers,  rr  der  des 
verdrängten  Volumens  Flüssigkeit,  dann 
ist  nach  dem  Früheren  sa  normal 
zu  ab. 

Die  Drehung  des  Körpers  aus  der 
Gleichgewichtslage  heraus  finde  in  negativer  Richtung  um  die  Axe  statt, 
welche  im  Punkte  Ä normal  zur  Ebene  der  Figur  steht;  der  unend- 
lich kleine  Drehungswinkel  sei  fr.  Nach  der  Drehung  schneidet  dem- 


Fig.  40. 
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gemäss  die  Flüssigkeitsgrenze  den  Körper  in  einer  durch  ab'  dar- 
gestellten Ebene  normal  zur  Figur;  es  ist  also  ein  keilförmiges  Volumen 
k , aus  der  Flüssigkeit,  ein  anderes  kt  durch  die  Drehung  in  die 
Flüssigkeit  gekommen. 

Nennen  wir  für  ein  Element  dq  des  Querschnittes  die  Coordinate 
normal  zur  Axe  A in  der  Ebene  der  Flüssigkeitsgrenze  r,  so  sind  diese 
Volumina  resp. 

kx  — — & J rdq,  kt  = + & J rdq, 

(tfi)  <<h) 

wo  das  erste  Integral  über  die  linke,  das  zweite  über  die  rechte 
Querschnittshälfte  genommen  ist;  ersteres  ist  mit  negativem  Zeichen 
zu  nehmen,  denn  auf  der  linken  Seite  ist  r < 0. 

Die  Drehung  verändert  das  eingetauchte  Volumen  nicht,  wenn 

k,  = k9f  d.  h.  j rdq  = 0 

(?i  + ?*) 

ist,  oder  wenn  die  Axe  durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  q 
gelegt  ist;  in  diesem  Falle  haben  wir  also  eine  rein  drehende  Wir- 
kung, erhalten  also  auch  keine  verticale  Kraftcomponente,  sondern  nur 
ein  Moment  um  die  Axe  A. 

Sei  das  Gewicht  des  Körpers  G,  das  der  verdrängten  Flüssigkeit 
r,  und  denken  wir  ersteres  in  s,  letzteres  in  a angreifend,  so  geben 
beide  zusammen  ein  Moment,  welches  gegenüber  den  wirklich  statt- 
findenden um  die  Wirkung  des  Keiles  kx  zu  gross,  um  die  des  Keiles  kt 
zu  klein  ist,  denn  kx  ist  aus  der  Flüssigkeit  aus-,  kt  in  dieselbe  ein- 
getaucht. 

Bezeichnet  man  den  normalen  Abstand  der  Schwerpunkte  s und  a 
von  ab  mit  s und  <t  und  die  Entfernung  des  Fusspunktes  p von  A 
mit  l und  beachtet,  dass  # ein  unendlich  kleiner  Winkel  sein  soll, 
so  ist  das  Moment  von  G 


N0=  +G{l  + s&), 

das  von  r 

Nr=  -T{1  + tr&), 

das  von  kx 

-V  = —g  efrf  r*dq , 

das  von  k2  w,) 

N,  — -f  g e O'J  r d q . 

(??) 


Die  Resultante  aller  dieser  Momente  ist  unter  Rücksicht  darauf, 
dass  dasjenige  von  k,  abzuziehen,  das  von  kt  zuzuaddiren  und  G = r ist: 

N — ^G  {s  — a)  + ge  J r'dq)  &. 
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Wenn  der  Factor  von  # grösser  als  Null  ist,  so  wirkt  das  ent- 
standene Moment  der  Drehung,  die  in  negativem  Sinne  angenommen 
ist,  entgegen,  so  ist  also  das  Gleichgewicht  für  eine  Drehung  um 
die  Axe  A stabil;  ist  der  Factor  kleiner  als  Null,  so  ist  es  labil,  ist 
er  gleich  Null,  indifferent. 

Das  Gleichgewicht  ist  absolut  stabil,  wenn  für  jede 
durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  q , in  welchem  die 
freie  Flüssigkeitsoberfläche  den  Körper  schneidet,  gelegte 
Axe  die  Beziehung  gilt: 

G{s  — (t)  + ge  f r'dq  > 0.  (53) 

(9) 

Führt  man  das  Volumen  V der  verdrängten  Flüssigkeit  ein  und 
bedenkt,  dass 

O = ge  V 

ist,  so  schreibt  sich  diese  Bedingung  auch: 

V(s  - <t)  + f r'dq  > 0.  (53') 

(9) 

Das  Integral  hat  die  Bedeutung  des  Trägheitsmomentes  des  Quer- 
schnittes q um  die  Axe  A und  ist  eine  stets  positive  Grösse. 

Man  erkennt,  dass  das  Gleichgewicht  stets  stabil  ist,  falls 

S > (7 

ist,  also  der  Schwerpunkt  des  Körpers  tiefer  liegt  als  derjenige  der 
verdrängten  Flüssigkeit. 

Dieses  findet  bei  homogenen  Körpern  aber  niemals  statt.  In- 
dessen ist,  auch  wenn  der  Schwerpunkt  des  Körpers  höher  liegt,  stabiles 
Gleichgewicht  noch  möglich,  wenn  der  Abstand  o — s vom  Schwer- 
punkt der  verdrängten  Flüssigkeit  der  Ungleichung  genügt: 


(9) 


Diese  Ungleichung  lässt  sich  noch  anschaulicher  machen,  wenn 
man  aus  dem  Volumen  der  verdrängten  Flüssigkeit  einen  Cy linder 
bildet  von  einer  Grundfläche,  welche  gleich  dem  Querschnitt  q ist,  in 
welchem  die  Flüssigkeit  den  festen  Körper  schneidet;  derselbe  besitzt 
eine  Höhe  1 gegeben  durch 

V = ql. 

Führt  man  dann  noch  den  Trägheitsradius  x des  Querschnittes  q 
durch  die  Gleichung 

frdq  = qx' 

(9) 
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ein,  so  lautet  die  Bedingung  des  stabilen  Gleichgewichtes: 

X {<r  - s)  < x2.  (53") 

Das  Gleichgewicht  eines  unter  der  Wirkung  der  Schwere 
schwimmenden  Körpers  ist  absolut  stabil,  wenn  für  jede 
durch  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  q gelegte  Axe  das 
Quadrat  des  Trägheitsradius  grösser  ist  als  das  Rechteck 
gebildet  aus  dem  Abstand  (<r  — s)  des  Schwerpunktes  der 
verdrängten  Flüssigkeit  von  demjenigen  des  Körpers  und 
aus  der  Hülfsgrösse  X. 

Wir  machen  von  diesem  wichtigen  Gesetz  nunmehr  eine  An- 
wendung. 

Sei  der  Körper  ein  homogener  gerader  Kreiscylinder  von  dem 
Radius  R und  der  Länge  L,  dann  besteht  nach  Figur  41  die  Beziehung 


und  gilt  also 


L , 8 
a 4 2 


(T  — s = 


8 . 


4 2 

dagegen  ist  direct  gegeben 

, L 

X = Y + s* 

Für  einen  kreisförmigen  Querschnitt  ist  nach 
Formel  (40)  des  zweiten  Theiles 

* ä2 
X = — > 


Fig.  41. 


und  die  Bedingung  der  Stabilität  wird  daher  zu 

f>(£-4 

Hierin  bestimmt  sich  s durch  das  Verhältnis  der  Dichtigkeiten  e 
des  Körpers  und  s der  Flüssigkeit;  denn'  aus  der  Bedingung 

G = r 

wird  hier 

nLR*  eg  = n + sj  R'e'g, 

es  gilt  also: 

Le  = (y  + s) e oder  5 = ^'22V~ f) ' 

Hiernach  wird  die  obige  Ungleichung  zu 
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Der  beginnenden  Instabilität  entspricht  ein  Werth  des  Verhält- 
nisses RjL  gegeben  durch 

(R\*_  2« («'-*) 

U / “ «'* 

Die  Dichten  von  Kork  und  Wasser  verhalten  sich  etwa  wie  1 : 4, 
ein  Cy  linder  von  Kork  wird  also  aufrecht  im  Wasser  schwimmen, 
wenn  das  Verhältniss  von  Radius  zu  Höhe  grösser  ist  als  ]/3/8",  d.  h. 
grösser  als  ca.  0,6.  Für  Eis  und  Wasser,  wo  etc' =9:10  ist,  muss 
entsprechend  (Ä/L)*  > ]/Ö,18,  d.  h.  > 0,42  sein. 

Setzt  man  e/e'=/?,  so  lautet  die  obige  Ungleichung 

(!)*>  2ß(l-ß), 

wobei  0<ß<\  sein  muss;  die  rechte  Seite,  als  Function  von  ß be- 
trachtet, nimmt  einen  grössten  Werth  an  für  ß — 1/2,  einen  kleinsten 
für  ß = 0 oder  ß — 1.  Da  die  Stabilität  um  so  grösser  ist,  je  mehr 
die  linke  Seite  die  rechte  an  Grösse  überwiegt,  so  giebt  der  Werth 
ß=  1/2  ein  Dich tigkeitsverhältn iss  an,  für  welches  die  Stabilität  des 
Schwimmens  ein  Minimum  ist;  sehr  grosse  und  sehr  kleine  Werthe 
von  ß sind  vorteilhafter. 

Eine  homogene  Kugel  oder  ein  homogener  Kreiscylinder  mit 
horizontaler  Axe  schwimmt,  wie  die  directe  Anschauung  lehrt,  bezüg- 
lich einer  Drehung  stets  im  indifferenten  Gleichgewicht;  soll  das  unsere 
Formel  ausdrücken,  so  muss  sie,  auf  diese  Fälle  angewandt, 

A (er  — .<?)  = x ~ 

ergeben.  In  der  That  lässt  sich  durch  eine  einfache  Rechnung  er- 
weisen, dass  dies  stattfindet. 

III.  Der  erste  der  p.  330  angegebenen  Sätze  lässt  sich,  speciell  auf 
die  Wirkung  der  Schwerkraft  angewandt,  in  der  Form  aussprechen: 

Eine  geschlossene,  mit  Flüssigkeit  erfüllte  Oberfläche 
erfährt  unter  der  Wirkung  der  Schwere  Druckkräfte,  deren 
verticale  Componenten  die  Summe  gfedk  über  das  um- 
schlossene Volumen  und  deren  horizontale  Componenten  die 
Summe  Null  ergeben. 

Wir  wollen  ihn  anwenden,  um  Folgerungen  über  den  Druck 
gegen  nicht  geschlossene  Flächenstücke  zu  ziehen,  indem  wir 
diese  in  geeigneter  Weise  zu  geschlossenen  Flächen  ergänzen.  Dabei 
ist  es  vorth eilhaft,  zu  beachten,  dass  die  gegen  die  eine  Seite  o einer 
in  einer  Flüssigkeit  befindlichen  Oberfläche  ausgeübten  Drucke  gleich 
und  entgegengesetzt  sind  denen,  welche  die  andere  o erfahrt. 
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Um  die  Yerticalcomponente  Z0  des  Druckes  zu  bestimmen,  den  die 
nicht  geschlossene  Fläche  o (Figur  42)  erfährt,  construiren  wir  über 
ihrer  Randcurve  einen  verticalen  Cylinder  co , der  aus  einer  willkür- 
lichen Horizontalebene  durch  OX,  in  welcher  der  Druck  p0  herrsche, 
das  Stück  (o  ausschneidet. 


Bezeichnet  man  das  zwischen  o und 
co  liegende  Volumen  mit  k,  so  ergiebt  der 
obige  Satz,  da  die  auf  die  Cylinderfläche 
-wirkenden  Drucke  keine  verticale  Com- 
ponente  liefern: 

Z.  + Z„  = gftdk.  (54) 

(*> 

Nun  ist  aber 

Zu=  - cop0, 
also  findet  sich 

z0  = cop0  4-  9 f e dk , (54') 


(*) 

und  dies  enthält  einen  Satz,  der  sich  leicht  in  Worte  fassen  lässt. 

Schneidet  die  Oberfläche  o den  verticalen  Cylinder,  so  sind  die 
ausserhalb  liegenden  Volumina  (in  der  Figur  k')  mit  negativem  Vor- 
zeichen einzuführen,  denn  für  sie  ist  die  Fläche  o die  äussere  Fläche 
und  der  Druck  gegen  diese  giebt  als  Resultante  einen  Auftrieb 
parallel  — Z. 

Ist  die  Flüssigkeit  nur  in  ihrem  unteren  Theil  tropfbar,  in  ihrem 
oberen  gasförmig,  so  legt  man  co  passend  in  die.  Grenzfläche  beider 
Theile;  p,>  ist  dann  der  Oberflächendruck  der  Flüssigkeit. 

Um  eine  horizontale  Gesammtcomponente,  z.  B.  diejenige  parallel 
der  X-Axe,  von  den  Drucken  zu  bestimmen,  welche  o erfährt,  construiren 
wir  parallel  der  X- Richtung  über  der  Randcurve  von  o einen  Cylinder 
bis  zu  einer  beliebigen  zur  J£-Axe  normalen  Ebene,  z.  B.  der  FZ- Ebene, 
welcher  aus  dieser  die  Fläche  co,  ausschneide.  Der  obige  Satz  ergiebt 
dann  auf  das. zwischen  o und  co,  liegende  Volumen  k,  angewandt 


X0  + XUl  = 0 oder  = + Xm< , (54") 

was  ebenfalls  einen  einfachen  Satz  enthält. 

Es  mag  schliesslich  noch  ausdrücklich  hervorgehoben  werden,  dass 
die  Drucke,  welche  auf  ein  nicht  geschlossenes  Flächenstück  wirken, 
im  Allgemeinen  nicht  zu  einer  einzigen  Kraft  zusammensetzbar  sind, 
sondern  auch  noch  Drehungsmomente  ergeben,  für  welche  analoge  ein- 
fache Sätze,  wie  die  vorstehenden,  durch  dieselben  Mittel  zu  er- 
halten sind. 
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§ 30.  Mechanik  idealer  Flüssigkeiten;  Potentialbewegnngen.  Eine 
Kugel  oder  ein  Cylinder  in  einer  unendlichen  incompressibeln 

Flüssigkeit. 


I.  Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  der  Betrachtung  einiger  Be- 
wegungserscheinungen, welche  ideale,  d.  h.  reibungsfreie  Flüssigkeiten 
zeigen  können.  Die  allgemeinen  Gesetze  derselben  sind  in  den  Glei- 
chungen (37)  bis  (40)  enthalten;  wir  wollen  sie  in  der  Weise  benutzen, 
dass  wir  in  ihnen  die  Geschwindigkeitscomponenten  u,  v1  w als  Func- 
tionen von  x,  y , x und  t ansehen,  also  nicht  ein  jedes  Massentheilchen 
auf  seinem  Wege  verfolgen,  sondern  untersuchen,  was  für  eine  Be- 
wegung zu  beliebiger  Zeit  an  beliebiger  Stelle  stattfindet. 

Alle  Betrachtungen,  welche  wir  in  § 26  über  unendlich  kleine 
stetige  Verrückungen  angestellt  haben,  werden  jetzt  direct  auf  die 
Bewegung  der  Flüssigkeit  anwendbar,  falls  wir  die  Verrückungscom- 
ponenten  Sx,  Sy , Sx  als  die  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  St  während 
der  Bewegung  wirklich  stattfindenden  deuten,  also  setzen 

Sx  — uStf  Sy  — v St,  Sx  = w St, 
und  dementsprechend  die  Deformationsgeschwindigkeiten: 

du  , dv  , dw  , 
dx~Xxf  dy  ” Vv  9 di  ~z” 

dv  dw  / dw  du  , du  dv  , 

di  + dy  ~y”  di  + di  ~*x’  djj  + di  ~ Xy 

einführen. 

Die  in  den  Bewegungsgleichungen  (37)  auftretenden  vollständigen 
Differentialquotienten  du /dt,  dv/dt , div/dt,  welche  für  ein  gegebenes 
Flüssigkeitstheilchen  die  in  Folge  der  Zeit-  und  Ortsänderung  statt- 
findenden Beschleunigungen  darstellen,  sind  nach  unserer  Annahme  in 
die  den  einzelnen  Ursachen  entsprechenden  Theile  zu  zerlegen,  und 
wir  erhalten,  indem  wir  nach  dem  Schema 


dtp  _ dx)>  dtp  dx  dy  dy  dtp  dx 

dt  dt  dx  dt  dy  di  dx  dt  ’ 

dtp  , dtp  , dtp  d tp 

* dt  dx  dy  dx 

verfahren,  für  die  Hauptgleichungen  (37)  die  folgende  Euler’sche  Form: 


(55) 


du 

+ 

du 

4* 

du 

+ 

du 

l 

dp 

dt 

u 

dx 

V 

dy 

w 

dx 

= A — 

f 

dx  1 

dv 

+ 

dv 

+ 

dv 

+ 

dv 

l 

Sp 

Ji 

u 

dx 

V 

Sy 

w 

dx 

= 7 — 

e 

Sy 

dw 

+ 

dw 

+ 

die 

+ 

dw 

= Z - 

1 

dp 

dt 

u 

dx 

V 

Sy 

w 

dx 

£ 

di' 
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Die  Continuitätsbedingung  (38)  lässt  sich  unter  Anwendung  der- 
selben Rechnung  auf  daj dt  schreiben: 


deu  dev 
dx  dy 


+ & + £-<>• 


(55') 


Die  Dichte  a wollen  wir  nur  als  Function  des  Druckes  betrachten 
und  ersetzen  daher  die  Formeln  (38')  bis  (39'")  durch  die  eine 

« = np),  (Sn 

oder,  was  dasselbe  bezeichnet,  setzen 

ff = mp),  (55"') 

worin  77  eine  Function  von  p allein  bezeichnet. 

Was  die  Oberflächenbedingungen  angeht,  so  werden  wir  uns  haupt- 
sächlich auf  die  Fälle  beschränken,  dass  die  Begrenzung  der  Flüssig- 
keit durch  starre,  aber  mit  den  Geschwindigkeiten  uk)  vk,  wk  beliebig 
bewegte  Flächen  geschieht;  es  gilt  an  Jetzteren  dann  die  Gleichung 

(u  — uk)  cos  nx  (v  — v*)  cos  ny  -{-  (w  — wf)  cos  nz  = 0,  (56) 


während  der  Druck  daselbst  jeden  Werth  annehmen  kann.  Sind  die 
Oberflächen  hingegen,  was  nur  bei  tropfbaren  Flüssigkeiten  möglich  ist, 
Grenzen  gegen  den  leeren  Raum  oder  gegen  ein  Gas,  in  welchem  der 
Druck  als  constant  angesehen  werden  kann,  so  tritt  noch  die  Be- 
dingung hinzu,  dass  in  der  Grenze  p den  gegebenen  constanten  Werth 

p = pk  (56') 

annehmen  muss. 

Der  Behandlung  dieser  Gleichungen  schicken  wir  noch  folgende 
Definitionen  voraus.  Eine  Curve,  welche  an  jeder  Stelle  der  Flüssig- 
keit mit  ihrer  Tangente  in  die  Richtung  der  dort  stattfindenden  Ge- 
schwindigkeit V fallt , heisst  eine  Stromlinie;  ihre  Differential- 
gleichungen sind: 

dx:dy:dz  — u:v:w. 

Ein  Canal,  welcher  durch  die  Stromlinien  erfüllt  wird,  die  normal 
durch  ein  beliebiges  Querschnittselement  q hindurehgehen,  heisst  ein 
Stromfaden. 

Ist  die  Bewegung  stationär,  d.  h.  ändert  sich  an  jeder  Stelle 
des  Raumes  u,  v,  w,  a und  p mit  der  Zeit  nicht,  so  muss  für  alle 
Querschnitte  eines  Stromfadens  die  Geschwindigkeit  V dem  Querschnitt  q 
indirect  proportional  sein;  denn  da  die  Strömung  nach  der  Definition 
des  Stromfadens  nicht  durch  die  Wände  desselben  hindurch  stattfindet, 
so  muss  dieselbe  Menge  M=  q aV,  welche  durch  einen  Querschnitt  in 
der  Zeiteinheit  eintritt,  durch  einen  folgenden  austreten,  damit  sich  der 
Zustand  zwischen  beiden  nicht  mit  der  Zeit  ändere.  Ein  solcher  Strom- 
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faden  kann  dann  in  der  Flüssigkeit  nicht  auf  hören,  denn  sein  Quer- 
schnitt verschwindet  nach  dem  eben  Gesagten  nur,  wenn  die  Geschwin- 
digkeit in  ihm  unendlich  ist,  und  diesen  Fall,  der  nach  (57)  auch  unend- 
lichen Druck  oder  unendliche  äussere  Kräfte  verlangen  würde,  schliessen 
wir  als  practisch  unmöglich  aus.  Ein  Stromfaden  kann  also  bei  statio- 
närer Bewegung  nur  in  sich  zurücklaufen  oder  muss  aus  dem  Unend- 
lichen kommen  und  in’s  Unendliche  gehen.  Dabei  kann,  da  nach  dem  eben 
Gesagten  einer  verschwindenden  Geschwindigkeit  ein  unendlicher  Quer- 
schnitt des  Stromfadens  entspricht,  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruhen. 

Für  viele  Zwecke  ist  es  bequem,  nur  einen  Theil  der  ganzen 
Flüssigkeitsbewegung  zu  betrachten,  die  Flüssigkeit  also  ausser  durch 
Flächen,  längs  deren  die  Bedingungen  (56)  und  (56')  erfüllt  sind  und 
längs  deren  die  Strömung  stattfindet, , welche  also  durch  Stromlinien 
gebildet  sind,  für  die  Betrachtung  auch  noch  durch  solche  Flächen- 
stücke zu  begrenzen,  durch  welche  hindurch  Flüssigkeit  ein  tritt  oder 
austritt.  Man  kann  die  ersteren  kurz  als  Eintritts-,  die  letzteren  als 
Austrittsflächen  bezeichnen.  Bei  jeder  stationären  Bewegung  muss 
die  in  jedem  Zeitmoment  ein  tretende  Menge  gleich  der  austretenden 
sein,  weil  sich  sonst  im  Gegensatz  zur  Definition  der  Zustand  zwischen 
jenen  Flächen  mit  der  Zeit  ändern  würde. 

Wir  gehen  nunmehr  zur  Behandlung  der  Gleichungen  (55)  und 
(56)  über. 

Ein  wichtiger  specieller  Fall  ist  der,  dass  die  wirkenden  Kräfte 
X , Y , Z ein  Potential  <l>  besitzen.  Dann  nehmen  die  Hauptgleichungen 
die  Form  an: 


du 

+ 

du 

+ 

du 

+ 

du 

Ö(0  + 

77) 

dt 

u 

dx 

V 

dy 

w 

dx 

dx 

— - > 

dv 

+ 

dv 

+ 

dv 

+ 

dv 

d(0  + 

77) 

dt 

u 

dx 

V 

dy 

w 

dH  = 

dy 

— > 

dw 

+ 

dw 

4* 

dw 

+ 

dw 

d(fp  + 

77) 

dt 

u 

dx 

V 

dy 

w 

dH  = 

dx 

— 1 ? 

und  man  kann  ihnen  genügen,  indem  man  u,  v,  w gleich  den  partiellen 
Differentialquotienten  einer  und  derselben  Function  cp  von  x,  y,  z 
und  t , also 


(57') 


macht.  Diese  von  Lagrange  eingeführte  Function  heisst  nach  v.  Helm- 
holtz  das  Geschwindigkeitspotential  der  Flüssigkeitsbewegung. 

In  der  That,  setzt  man  diese  Beziehungen  in  die  erste  Gleichung 
(57)  ein,  so  nimmt  dieselbe  die  Gestalt  an: 


dq>  d'y  d(p  d'q>  d<p  d*q>  0(0  + 77) 

dtdx'dxdx1  dydxdy  dxdxdx  dx 
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oder  aber 


d 

dx 


d(<P  + JI) 
dx 


(57") 


Aehnlich  lauten  die  andern  und  man  gelangt,  wenn  man  sie  mit 
den  Factoren  dx,  dy,  dx  zusammenfasst  und  integrirt,  zu  dem  Re- 
sultat, dass 


dv 

dt 


+ 0 + 77  = T 


(58) 


sein  muss,  worin  T eine  willkürliche  Function  der  Zeit  t bezeichnet, 
welche  bei  der  Integration  nach  x,  y , x statt  einer  Integrationseon- 
stanten auftritt. 

Führt  man  das  Geschwindigkeitspotential  auch  in  die  Bedingungen 
(55')  und  (56)  ein,  so  lauten  dieselben 


oder 

und 


d<p 

dx 


dx 


+ _ dJL  + 

^ dy  ^ 


» dq> 

de-K- 

dx  de 

dx  d t 


= 0 


ö* 

dx 


v d':<p 

t + 


+ — + 


dif  dx 


1 dt 

e di 


= 0, 


(58') 


d~  — uk  j COS  (n,  x)  + 


cos  (n,  y)  + 


cos(n,  z)  = 0 


(58") 


oder  fn  = Kk, 

wenn  Nk  die  Geschwindigkeit  des  starren  Obertiächenelementes  in  der 
Richtung  seiner  Normalen  bezeichnet. 

Durch  die  Einführung  des  Geschwindigkeitspotentiales  wird  die 
Anzahl  der  Unbekannten  in  den  Gleichungen  (55)  bis  (55'")  von  fünf 
auf  drei  herabgesetzt;  von  ihnen  kann  « überdies  durch  die  Beziehung 
(55"')  sogleich  eliminirt  werden,  sodass  in  den  neuen  Gleichungen  (58) 
bis  (58")  nur  (p  und  77  übrig  bleiben. 

Ist,  wie  wir  weiterhin  voraussetzen  werden,  die  Bewegung  von 
der  Art,  dass  jedes  Massen theilchen  während  derselben  seine  Dichtig- 
keit unverändert  beibehält,  obwohl  sie  für  verschiedene  Theilchen  ver- 
schieden sein  kann,  so  wird  de/dt  gleich  Null,  und  die  Gleichung  (58') 
enthält  nur  noch  (p  und  bestimmt  diese  Grösse,  wie  sich  durch  eine 
besondere  Untersuchung  zeigen  lässt,  mit  der  Grenzbedingung  (58") 
bis  auf  eine  additive  Constante.  Die  Gleichung  (58)  ergiebt  dann  das 
dem  gefundenen  <p  entsprechende  77  + 0 und  dadurch  das  Gesetz 
für  Druck  und  äussere  Kräfte,  welches  erfüllt  sein  muss,  damit  die 
durch  (p  definirte  Bewegung  stattfinden  könne. 
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Dieser  Fall  begreift  den  noch  specielleren  der  stationären  Be- 
wegung in  sich  und  geht  in  ihn  über,  wenn  cp,  </>  + 77  und  e von 
der  Zeit  unabhängig  sind. 

Ist  das  Geschwindigkeitspotential  cp  irgend  welchen  gestellten  Be- 
dingungen entsprechend  gefunden,  so  bestimmen  sich  nach  (57')  die 
Geschwindigkeitscomponenten  u , v,  w für  jede  Stelle  und  zu  jeder  Zeit, 
und  aus  ihnen  findet  sich  die  Grösse  und  Richtung  der  resultirenden 
Geschwindigkeit  Soll  die  Geschwindigkeit  überall  endlich  bleiben,  so 
muss  cp  eine  stetige  Function  des  Ortes  sein.  Die  Gleichungen  der 
Stromcurven  finden  sich  durch  Integration  der  Differentialgleichungen 


dx:dy: dz 


d v d d <p 
dz  ' dy  ' dz 


(59) 


Anschaulich  erhält  man,  auch  ohne  diese  Rechnung  auszuführen, 
ein  Bild  des  Bewegungszustandes  zu  einem  beliebigen  Zeitpunkt  mit 
Hülfe  der  Oberflächen 

cp  = Const; 

denn  da  die  Geschwindigkeitscomponenten  bis  auf  das  Vorzeichen 
ebenso  durch  das  Geschwindigkeitspotential  cp  definirt  sind,  wie  die 
Kraftcomponenten  durch  das  Kräftepotential  <l> , so  kann  man,  die  p.  91 
und  92  für  letztere  gegebenen  Sätze  übertragend,  Folgendes  aus- 
sprechen : 

Construirt  man  das  ganze  unendliche  System  der  Poten- 
tialflächen cp  — G für  Werthe  der  Constanten,  die  sich  um 
denselben  unendlich  kleinen  Betrag  SC  unterscheiden,  so 
giebt  an  jeder  Stelle  die  Richtung  der  Normalen  von  kleineren 
zu  grösseren  Potentialwerthen  die  Richtung  der  dort  statt- 
findenden Strömung  und  bildet  die  Länge  des  Normalen- 
elementes dN  zwischen  den  beiden  benachbarten  Potential- 
flächen durch  ihren  reciproken  Werth  das  Maass  für  die 
Grösse  der  ebenda  stattfindenden  Geschwindigkeit,  gemäss 
der  Beziehung 

d<P  jr 

dN  * 


Die  Deformationsgeschwindigkeiten  gewinnen  bei  Existenz  eines  Ge- 
schwindigkeitspotentiales die  Werthe: 


/ d*9 

&X  ^ * 


y. 


= 2 


d!<p 


dy  dz1 


..  f _ dy 
Ju  ~~  dy! 

~ ' — 9 d~y 

dzdx’ 


vl 


dz* 


~'_o 
v ~2dzdy 


Die  Lage  der  Hauptdilatationsaxen  ist  nach  p.  287  dadurch  de- 
finirt, dass  die  auf  sie  bezogenen  Werthe  y’,  xj,  xj  verschwinden;  dies 
gestattet,  ihre  Lage  in  unserem  Fall  bequem  zu  beurtheilen. 
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Beschränken  wir  uns  nämlich  auf  das  p.  277  definirte  Bereich  B 
•eines  beliebigen  Punktes,  so  kann  man  cp  jederzeit  in  die  Reihe  ent- 
wickeln 


in  welcher  mit  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  abzubrechen  ist 

Die  Oberflächen  cp  = Const.  sind  dann  innerhalb  B Oberflächen 
zweiten  Grades  und  ihre  Axen  liegen  parallel  denjenigen  Richtungen, 
für  welche 

d'v  d'q)  d'q)  Q 

dydx  dxdx  ~ d'xdy  ‘ 

ist.  Hieraus  folgt  der  Satz: 

Die  Hauptdilatationsaxen  sind  an  jeder  Stelle^  parallel 
den  Hauptaxen  derjenigen  Fläche  zweiten  Grades,  mit  wel- 
cher die  Oberfläche  cp  = C innerhalb  des  jenem  Punkte  zu- 
gehörigen Bereiches  B zusammenfällt. 

Was  die  Darstellung  der  Begrenzung  der  Flüssigkeit  durch  das 
System  der  Potentialflächen  anbetrifft,  so  ergiebt  die  Gleichung  (58'), 
dass  für  eine  feste  Wand  nur  die  Bedingung  dcp/dn  = 0 zu  erfüllen 
ist,  welche  aussagt,  dass  die  Potentialflächen  sie  überall  senkrecht 
schneiden  müssen.  Demnach  kann  jede  die  Potentialflächen  überall 
normal  durchsetzende  Fläche  als  eine  feste  Begrenzung  der  Flüssigkeit 
gewählt  werden.  Im  allgemeineren  Falle  einer  ihrerseits  bewegten 
Wand  bleibt  die  Bedingung  dcp/dn  — Nk  bestehen. 

Für  eine  freie  Oberfläche  muss  p einen  constant  gegebenen  Werth 
besitzen,  also  auch  FL  constant  sein.  Die  Gleichung  (58)  liefert  daher 
eine  Bedingung,  welche  die  an  der  Oberfläche  stattfindende  Geschwin- 
digkeit V (oder  aber  den  normalen  Abstand  benachbarter  Potential- 
flächen, von  welchem  der  letzte  Satz  redet)  in  Verbindung  bringt  mit 
dem  Potential  der  äussern  Kräfte  <Z>  und  der  Aenderung  des  Ge- 
schwindigkeitspotentiales mit  der  Zeit  dcp/dt . Die  Erfüllung  dieser 
Bedingung  bietet  grosse  Schwierigkeiten  dar.  Fehlen  die  äussern  Kräfte 
und  ist  cp  von  der  Zeit  unabhängig,  so  hat  die  freie  Oberfläche  die 
Bedingungen  zu  erfüllen,  dass  die  auf  ihr  liegenden  Schnittcurven  mit 
dem  durch  SC  gegebenen  System  von  Potentialflächen  überall  gleiche 
normale  Abstände  haben  müssen. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  ein  Geschwindigkeitspotential  für 
eine  gegebene  Bewegung  existirt,  sind  aus  den  Gleichungen 


u 


dq> 


d<p 


Digitized  by  Google 


346 


Mechanik  nichtstarrer  Körper. 


durch  Elimination  von  leicht  zu  bilden  und  lauten: 

dv  dw  dw  _ du  dtc  _ dv  . 

dx  dy  * dx  dx  ’ dy  dx  ' ' 

Hiermit  combiniren  wir  das  System  der  Formeln  (4"),  in  welches 
wir,  wie  schon  früher  die  Strömungsgeschwindigkeiten  u,  v,  w 
durch  die  Beziehungen 

dx  = u dt,  dy  — v dt,  dx  = w dt, 

jetzt  auch  die  Rotationsgeschwindigkeiten  X,  y,  v durch  die  Be- 
ziehungen 

d'X  — 7 .dt,  dy  — ydt,  dv  = vdt 

einzuführen  haben;  dieselben  nehmen  dadurch  die  Form  an: 


. 1 (dw  öp\ 

” T VäS  “ dx)  ’ 

1 Id  u dw\ 
fl  ~ 2 (dl  ” dz)  ’ 
1 (dv  du\ 

V~~2  [dx~  j ’ 


(60) 


Man  erkennt  bei  der  Vergleichung  von  (59')  mit  (60)  den  Satz: 
Eine  gegebene  Flüssigkeitsbewegung  besitzt  ein  Ge- 
schwindigkeitspotential nur  soweit  und  solange,  als  in  der- 
selben keine  Rotationen  oder  nach  dem  gebräuchlichen 
technischen  Ausdruck  keine  Wirbel  stattfinden. 

Wir  werden  im  nächsten  Abschnitt  nachweisen,  dass,  wenn  eine 
Flüssigkeit,  welche  unter  der  Wirkung  von  Kräften  steht,  die  ein 
Potential  haben,  zu  irgend  einer  Zeit  nirgends  Wirbelbewegungen  ent- 
hält, sie  auch  nie  dergleichen  annimmt.  Daraus  folgt  dann  auch,  dass, 
wenn  eine  solche  Flüssigkeit  zu  irgend  einer  Zeit  nicht  rotirt,  ihre 
Bewegung  zu  aller  Zeit  ein  Geschwindigkeitspotential  besitzt.  Dies 
gilt  ebenso  gut  für  die  ganze  Ausdehnung  einer  Flüssigkeit,  als  für 
einen  Theil  derselben;  in  der  That  werden  wir  uns  weiter  unten  mit 
solchen  Potentialbewegungen  beschäftigen,  welche  in  einem  Theil  einer 
Flüssigkeit  bestehen  in  Folge  von  Wirbeln,  welche  den  andern  erfüllen. 

Dabei  ist  zu  betonen,  dass  ein  Wirbel  nicht  identisch  ist  mit  dem, 
was  man  gewöhnlich  unter  Rotation  versteht,  und  demgemäss  keines- 
wegs jede  Bewegung,  bei  welcher  alle  Theilchen  einer  Flüssigkeit  Kreis- 
bahnen um  dieselbe  Axe  beschreiben,  eine  Wirbelbewegung  ist;  das 
Characteristische  für  letztere  liegt,  wie  die  Formeln  (60)  zeigen,  über- 
haupt nicht  in  den  absoluten  Geschwindigkeitswerthen,  sondern 
in  dem  Gesetz,  das  deren  Aenderung  mit  dem  Ort  und  demgemäss 
die  Deformation  des  einzelnen  Volumenelementes  befolgt. 
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In  der  That  ergiebt  sich  aus  dem  Ansatz 


nach  (57') 


<f  = q arctg  (|) 


_ - qy 

U = ~r~ » 

x*  + y * 


+ qx 

0 = — 1 
X ■ + y 


w = 0, 


(61) 

(61') 


und  diese  Componenten  stellen  eine  Bewegung  dar,  welche  mit  der 
Geschwindigkeit 

r=  Vü’TJ?  - t (6i") 

1 x*  + y 

an  allen  Stellen  senkrecht  zu  dem  Radiusvector  nach  der  Z- Axe  statt- 
findet, die  Theilclien  also  in  Kreisen  um  dieselbe  herumführt.  Da  die 
Geschwindigkeit  in  der  Z-  Axe  unendlich  gross  wird,  kann  diese  nicht 
innerhalb  der  Flüssigkeit  liegen;  die  letztere  könnte  aber,  durch  einen 
Kreiscjlinder  um  die  Z-Axe  begrenzt,  sehr  wohl  eine  diesem  Potential 
entsprechende  Potentialbewegung  annehmen. 

Umgekehrt  werden  wir  weiter  unten  Bewegungen  kennen  lernen, 
bei  welchen  alle  Theilchen  in  parallelen  Geraden  fortschreiten  und 
welche  trotzdem  Wirbel  enthalten. 

Der  obige  specielle  Werth  von  cp  giebt  Anlass  zu  einer  Bemerkung, 
die  sofort  einleuchtet,  wenn  man  sich  daran  erinnert,  dass  die  Be- 
wegung immer  in  der  Richtung  wachsender  Potentialwerthe  stattfindet: 

Eine  Potentialbewegung,  bei  welcher  die  Flüssigkeits- 
theilchen  geschlossene  Bahnen  beschreiben,  erfordert  ein 
mehr werth iges  Geschwindigkeitspotential. 

Wir  schliessen  solche  Potentiale  im  Folgenden  zu- 
nächst aus. 

II.  Um  die  Schwierigkeiten  zu  vermeiden,  welche  die  Behandlung 
der  Grenzbedingungen  mit  sich  bringt,  betrachten  wir  zunächst  eine 
nach  allen  Richtungen  sich  in’s  Unendliche  erstreckende 
Flüssigkeit  und  wollen  dieselbe  vorerst  von  unveränderlicher  Dichtig- 
keit annehmen.  Die  Gleichung  (58'),  welche  jetzt  die  einzige  für  cp 
geltende  Bedingung  ist,  erhält  wegen  de/dt  = 0 die  Form: 


d"(p  8*9  , d‘v  _ n 

•r  Qy*  -r  'U*  ~ 


(62) 


dx 1 dy ■ ö; 

wofür  wir  kurz  schreiben: 

Acp  — 0; 

jede  ihrer  Lösungen  giebt  innerhalb  eines  Bereiches,  in  welchem  sie 
stetig  und  endlich  ist,  eine  mögliche  Flüssigkeitsbewegung;  Punkte, 
in  welchen  sie  unendlich  wird,  sind  durch  passend  gewählte  Ober- 
flächen auszuschliessen , welche,  soweit  sie  nicht  Eintritts-  oder  Aus- 
trittsflächen für  die  Flüssigkeit  geben,  als  deren  Begrenzungen  zu 
dienen  haben  und  demgemäss  von  Stromlinien  erfüllt  sein  müssen. 
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Aus  jeder  Lösung  der  Gleichung  (62)  kann  man,  da  deren  Dif- 
ferentialquotienten sowohl  als  jede  in  ihnen  lineare  Function  die  Glei- 
chung gleichfalls  erfüllen,  unendlich  Tiele  weitere  bilden. 

Unter  diesen  Lösungen  sind  die  anschaulichsten  und  einfachsten 
diejenigen,  welche  nur  von  zwei  Coordinaten  abhängen,  für  welche  also 
die  Potentialflächen  Rotations-  oder  Cylinder  flächen,  die  Strom- 
linien also  ebene  Curven  sind. 

Wichtige  Geschwindigkeitspotentiale  der  ersten  Art  erhalten  wir. 
wenn  wir  berücksichtigen,  dass,  wie  leicht  durch  die  Rechnung  zu  er- 
weisen, das  Newton’sche  Potential  eines  oder  mehrerer,  ruhen- 
den oder  bewegten  Massenpunkte  eine  Function  ist,  welche  der 
Hauptgleichung  (62)  genügt,  und  dass  deshalb  Gleiches  von  dessen  Dif- 
ferentialquotienten gilt. 

Nehmen  wir  demgemäss  in  beliebigen  Punkten  xh,  yhJ  xh  willkür- 
liche Massen  mh  an  und  setzen,  da  es  sich  nur  um  Bildung  einer  der 
Gleichung  (62)  genügenden  Function  handelt,  die  Constante  f des 
Newton’schen  Gesetzes  gleich  Eins,  so  erhalten  wir  als  einen  sehr 
allgemeinen  Ansatz  für  das  Geschwindigkeitspotential: 


ist.  Die  Richtung  von  rh  rechnen  wir,  wo  dieselbe  in  Betracht  kommt, 
von  dem  supponirten  Massenpunkt  mh  hinweg. 

Je  nach  dem  Vorzeichen  von  mh  wird  (p  an  den  Stellen  xh,  yh,  s* 
gleich  ± oo ; wir  müssen  also,  da  cp  innerhalb  der  Flüssigkeit  stetig 
sein  muss,  diese  Punkte  irgendwie,  etwa  durch  unendlich  kleine  um 
einen  jeden  von  ihnen  gelegte  Oberflächen  o„,  z.  B.  Kugeln,  aus  dem 
Bereich,  für  welches  wir  (p  in  der  Bedeutung  eines  Geschwindigkeits- 
potentiales anwenden,  ausschliessen. 

Da  längs  der  Normalen  nk  auf  denselben  cp  bei  den  einen  überall 
wächst,  bei  den  andern  abnimmt,  so  findet  eine  Strömung  durch  diese 
Flächen  statt;  jene  sind  also  resp.  Eintritts-  oder  Austrittsflächen. 
Wir  müssen  uns  daher  die  Vorstellung  bilden,  dass  innerhalb  der 
ersteren  dauernd  Flüssigkeit  zugeführt  oder  erzeugt,'  innerhalb  der 
letzteren  dauernd  abgeführt  oder  vernichtet  -wird  — eine  Vorstellung, 
mit  welcher  wir,  obgleich  sie  in  dieser  Form  practiseh  nicht  realisir- 
bar  ist,  doch  vortheilhaft  rechnen  können. 

Punkte,  in  der  beschriebenen  Weise  von  unendlich  kleinen  Flächen 
umschlossen,  von  denen  aus  Flüssigkeit  in  den  Raum  eintritt,  nennen 
wir  Quellen  oder  Quellpunkte,  Punkte,  nach  welchen  hin  Flüssig- 
keit austritt,  Senken  oder  Senkpunkte. 


(62') 


worin 


n*  = {x  — xhy  + {y  — yhy  + — zhy 
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Das  während  der  Zeit  Eins  durch  eine  dieser  unendlich  kleinen 
Oberflächen,  z.  B.  ok,  in  den  Baum  einströmende  Flüssigkeitsvolumen 
nennen  wir  die  Ergiebigkeit  des  umschlossenen  Punktes  mk  und  be- 
zeichnen sie  mit  Mk. 

Um  sie  zu  berechnen  benutzen  wir,  dass  die  Geschwindigkeit  in 
der  Richtung  der  äussern  Normalen  nk  auf  der  Oberfläche  ok  gleich 
d(p/dnk,  und  dass  demgemäss  das  ganze  aus  der  Oberfläche  ok  aus- 
tretende Yolumen  Mk  gegeben  ist  durch 

M>=f§id0>-  (63> 

K) 

Setzt  man  hier  den  Werth  von  <p  ein,  so  findet  sich: 

f ö~ 

M„=  -2^ J g~dot.  (63') 

0*) 

Aus  dieser  Summe,  welche  über  alle  Massenpunkte  mh  zu  nehmen 
ist,  sondern  wir  das  Glied  aus,  welches  sich  auf  den  Punkt  mk  bezieht, 
und  schreiben 

f dV  fdV 

M-=  - m‘J 

(Oa)  (Oa) 

wo  nun  die  Summe  über  alle  h,  mit  Ausnahme  von  h = k,  zu  er- 
strecken ist 

Diese  Summe  lässt  sich  nach  dem  Hülfssatz  (22')  umformen,  da 
innerhalb  des  von  ok  umschlossenen  Raumes  keines  der  rh  zu  Null 
wird,  und  giebt  in  Rücksicht  auf  A{\ fr)  = 0 selbst  Null.  Die  letzte 
Gleichung  lässt  sich  nun  schreiben 

(.Ok) 

oder  wegen  der  geometrischen  Bedeutung  von  drk\dnk  auch 

J /,=  + mj  c^^dok. 

(Ok) 

Hierin  ist  aber  der  Ausdruck  unter  dem  Integral  nach  der  p.  262 
gegebenen  Definition  nichts  anderes  als  die  Oeffnung  dcok  des 
vom  Punkte  mk  nach  dok  gezogenen  Elementarkegels,  und  die 
Integration  über  die  ganze  geschlossene  Oberfläche  giebt  demnach  die 
Grösse  der  Ergiebigkeit 


Mk  = 4 nmk\ 


(63") 
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positive  mk  entsprechen  also  den  Quellen,  negative  den 
Senken,  wie  dies  auch  direct  einzusehen  ist. 

Liegt  ein  System  von  Quellen  und  Senken  auf  der  Z-  Axe  in  den 
resp.  Abständen  zh  vom  Coordinatenanfang,  so  ist 


cp  = — 2 — » und  r*  — (*  — z*y + 

n r* 

falls  e den  senkrechten  Abstand  des  betrachteten  Punktes  von  der 
Z-  Axe  bezeichnet,  also  e*  = z*  + y7  ist. 

Hieraus  folgt: 

mhx  _ ^ mh y , ^ ^ mh  (%  - xh) 

' ?t 


vn  fflh  y 'ST' 

« = 277’  » = 277’  w = 2 

h ' ,l  h h 


Th 


(64) 


und  wenn  man  die  Geschwindigkeit  parallel  mit  e durch  s bezeichnet: 


mhe 


— 2 v 
h 7,1 

Die  Potentialflächen  sind  Rotationsflächen  und  daher  die  Strom- 
linien ebene  Curven.  Ihre  Differentialgleichung  ist: 

^;^  = S”'-7-r—  :2t£’  (64') 

h T’1  h r>‘ 

oder  anders  geschrieben 

2edx-(x  — %,,)de  A 

v = 0- 

Multiplieirt  man  diese  Gleichung  mit  e,  so  erhält  man  auch 

m„U  (*=S) 

= 0 

‘ l/’  + (^) 

und  hieraus  durch  Integration  als  die  Gleichung  der  Stromcurven: 


»W>.  {x  - xh) 

ff  = y,  ■ ■>— - == 

nVe-  + (z-x„y 


(64") 


worin  <r  kurz  den  Werth  der  Summe  bezeichnet. 

Führt  man  den  Winkel  i%  zwischen  dem  Radiusvector  rh  und  der 
positiven  Z- Axe  ein,  so  schreibt  sich  die  letzte  Gleichung: 

(T  = 2 cos  = Gt  (64"') 

h 

Ein  besonders  wichtiger  Fall  ist  der,  dass  zwei  Quellpunkte  ± m 
von  entgegengesetzt  gleicher  Ergiebigkeit  einander  unendlich  nahe  liegen 
und,  wie  wir  sagen,  ein  Quellpaar  oder  einen  Doppelpunkt  bilden. 
Ihren  Abstand  a,  positiv  von  der  Senke  zur  Quelle  gerechnet, 
bezeichnen  wir  als  die  Axe  des  Paares. 
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Für  Punkte  in  endlicher  Entfernung  hat  das  von  einem  solchen 
Paar  herrührende  Geschwindigkeitspotential  den  Werth 


d — 

/ r 

er  — — m a -= — = 
’ da 


V d~ 
Ma  r 

4n  da 


(65) 


worin 


r*  = {x  — xj  + {y  — yj  + [z  — zj 


ist  und  x , y,  % die  Coordinaten  des  Paares  bezeichnen. 

Der  Differentialquotient  nach  der  Richtung  der  Axe  a ist  ebenso 
zu  verstehen,  wie  p.  349  der  nach  der  Richtung  der  Normalen  nk\  ist  die 
Richtung  der  Axe  einer  Coordinatenaxe  parallel,  so  tritt  an  seine  Stelle 
der  Differentialquotient  nach  der  bezüglichen  Coordinate  des  Quell- 
paares, oder  aber,  da  die  x}  y , z'  nur  in  der  Verbindung  {x  — x ), 
(y  — y),  (z  — z)  in  r Vorkommen,  der  negative  Differentialquotient 
nach  der  bezüglichen  Coordinate  des  Punktes,  auf  welchen  das  Ge- 
schwindigkeitspotential sich  bezieht. 

Demnach  sind  die  negativen  ersten  Differentialquotienten 
des  Newton’schen  Potentiales  nach  den  Coordinaten  als  die 
Geschwindigkeitspotentiale  von  Quellpaaren  gedeutet,  deren 
Axen  den  betreffenden  Coordinatenaxen  parallel  liegen. 

Analog  lassen  sich  die  höheren  Differentialquotienten 
als  die  complicirteren  Verbindungen  von  Quellen  und  Senken 
entsprechenden  Potentiale  betrachten. 

Liegt  das  Quellpaar  auf  der  Z-Axe,  mit  seiner  Axe  dieser  Richtung 
parallel,  und  setzt  man  wieder  x9  -f  y2  — e*,  so  wird  r2  = (z  — z')2  + e 3 
und 


dy 

<P'=  + ,rea-äT  = 


m a(x  — x') 


in  a 

— cos  &: 

r-  1 


(65') 


der  ihm  entsprechende  Antheil  g der  Summe  in  der  Gleichung  (64"') 
der  Stromcurven  berechnet  sich  ebenso  zu 


, öcos#  d cos  a 

a = ma  —= — = — ma  — — 
da  dx 


mae * 
~r* 


(65") 


und  giebt,  für  sich  allein  gleich  c gesetzt,  die  Gleichung  der  einem 
Quellpaar  entsprechenden  Stromcurven. 

Ein  noch  einfacherer  Fall  ist  der  zweier  Quellpunkte  von  ent- 
gegengesetzt gleicher  Ergiebigkeit  in  unendlicher  Entfernung,  oder  der 
eines  Quellpaares  von  unendlicher  Axe.  Wir  wollen  hierfür  die 
Buchstaben  m resp.  M'  und  a anwenden  und  erhalten  unter  der 
Voraussetzung,  dass  a in  die  + Z- Axe  fallt,  durch  eine  einfache 
Rechnung  für  das  Geschwindigkeitspotential , welches  diesem  Paar 
entspricht: 
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<P  = ~ 


8 m'x 


,'2 


(66) 


hingegen  für  den  betreffenden  Antheil  a"  an  der  Summe  in  (64"'): 

2e- 


(7 


= - 2 m 1 - 


a 


f 2 


(66') 


Sind  beide  Paare  zusammen  vorhanden,  das  erstere  im  Coordi- 
natenanfang,  also  x = 0,  so  entspricht  ihnen  als  Geschwindigkeits- 
potential , _ ,v 

' i //  (ma  Sm\ 

<p  = <P  +<P  = - * + 7 rj  ’ (67> 

und,  wenn  man  2m  in  die  Constante  c hineinzieht, 


, . „ . ,/4wi'  am\  , 

a = a +a  = + ® (-JT  - -jr)  = « 


(67'> 


als  Gleichung  der  zugehörigen  Stromcurren. 
Setzt  man 


m aa 


'2 


4 m 7 

und  führt  eine  neue  Constante  C'  ein,  so  erhält  man  aus  (67'): 


(67") 


<f  (l  - f)  = C'.  (67"') 

Diese  Formel  zeigt,  dass  unter  dem  System  der  Stromcurven,  die  man 
durch  wechselnde  Werthe  von  C'  erhält,  eine  Schaar,  nämlich  die  C — 0 
entsprechende,  zusammengesetzt  ist  aus  der  Z-  Axe  und  dem  Kreis  vom 
Radius  R um  den  Coordinatenanfang.  Da  nun  die  Stromcurven  rings 
um  die  Z-Axe  gleichmässig  verlaufen,  so  erfüllt  diese  Schaar  eine 
Kugeloberfläche,  welche,  wie  jede  von  Stromlinien  gebildete  Fläche, 
auch  als  Begrenzung  der  Flüssigkeit  gewählt,  nämlich  durch  eine 
starre  Wand  ersetzt  werden  kann,  ohne  die  Strömung  zu  beeinflussen. 

Die  Werthe  der  Geschwindigkeitscomponenten  folgen  aus  (67) 


3 maxx 

U = -r > V — 

r5 

3 mayx 
r1 

ma  (3x7  . 

) - w <68) 

und  ergeben  für  r = oo : 

U<x>  = 0, 

© 

11 

8 

8 m' 

= --jt5 

(68') 

die  Flüssigkeit  bewegt  sich  also  in  unendlicher  Entfernung  vom  Co- 
ordinatenanfang und  der  begrenzenden  Kugel  mit  der  Geschwindigkeit 
— Sm ja7  parallel  der  Z- Axe. 

Die  Werthe  von  R und  kann  man  benutzen,  um  m,  m,  a , a 
aus  den  Formeln  zu  entfernen;  man  erhält  dann: 
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Die  vorstehenden  Ausdrücke  geben  für  r > li  den  Ein- 
fluss an.  den  eine  mit  ihrem  Centrum  im  Coordinatenanfang 
ruhende  Kugel  auf  einen  parallel  der  Z-Axe  mit  der  Ge- 
schwindigkeit w n fliessenden  Strom  von  sehr  grossem  Quer- 
schnitt ausübt. 

Hierbei  ist  noch  besonders  hervorzuheben,  dass,  weil  die  Haupt- 
gleichung (62)  nur  die  Differentiälquotienten  von  y nach  den  Coordi- 
naten  enthält,  die  Constanten  der  Lösungen,  in  unserem  Falle  also 
die  Coordinaten  und  Ergiebigkeiten  der  Quellen  und  Senken,  beliebige 
Functionen  der  Zeit  sein  können.  Jede  Aenderung  äussert  ihre  Wir- 
kung ' augenblicklich  auf  alle  Theile  der  unendlichen  Flüssigkeit; 
dies  ist  eine  Folge  der  angenommenen  Incompressibilität. 

Ertheilen  wir  dem  ganzen  System  eine  positive  Geschwindigkeit 

Q — ^ oo  7 

so  wird  dadurch  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  zur  Ruhe  gebracht, 
aber  die  Quellen  und  Senken  und  daher  auch  die  um  das  im  End- 
lichen liegende  Paar  construirte  Kugel  werden  die  Geschwindigkeit  wk 
erhalten. 

In  diesem  Falle  ist: 


, 3 SIR'xx  . S£lR3yx 

"=+-^T->  *=+“ 2*>  W = 

ihnen  entspricht  ein  Geschwindigkeitspotential: 


9 = - 


£lR3x 
' 2r*  ' 


(69) 


r bezeichnet  hierin  die  Entfernung  von  dem  mit  der  Geschwindig- 
keit -f-  £2  auf  der  Z-Axe  fortschreitenden  Kugelcentrum,  & die  auf 
dasselbe  bezogene  Z-Coordinate;  das  Geschwindigkeitspotential  ist  also 
nach  (65')  identisch  mit  demjenigen,  welches  von  dem  mit  der  Ge- 
schwindigkeit £2  fortschreitendem  Quellpaar  herrührt. 

Man  überzeugt  sich  direct  davon,  dass  eine  mit  der  Geschwindig- 
keit £2  fortschreitende  starre  Kugel  die  Grenze  dieser  Flüssigkeits- 
bewegung sein  kann,  indem  man  die  Gleichung  (58")  für  die  feste 
Wand  benutzt.  Dieselbe  wird  hier,  da  uk  — vk=  0,  wk  — £2  ist: 

• A 

£2  cos  (r,  x)  = u cos  (r,  x)  v cos  (r,  y)  -f-  w cos  (r,  x), 

oder,  da 

cos  (r,  x)  = -~)  cos  (r,  y)  = -yi  cos  (r,  x)  = — 

. , Slx  SlR3x 

1QT.  • 


für  r — R werden  die  beiden  Seiten  in  der  That  identisch. 
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Ein  mit  der  Geschwindigkeit  Q in  der  Richtung  seiner 
Axe  a geradlinig  bewegtes  Quellpaar  von  der  Ergiebigkeit  M 
bewirkt  in  einer  im  Unendlichen  ruhenden  Flüssigkeit  eine 
Bewegung,  die  sich  durch  eine  um  das  Paar  construirte 
starre  Kugel  vom  Radius 


R = 


Ma 

2xSl 


(69') 


begrenzen  lässt,  also  auch  die  Strömung  darstellt,  welche  in 
der  Flüssigkeit  durch  die  mit  der  Geschwindigkeit  Q gerad- 
linig fortschreitende  Kugel  erregt  wird. 

III.  Zur  Bestimmung  des  Druckes  in  der  Flüssigkeit  dient  die 
Gleichung  (58),  welche  lautete: 


dv  , 
dt  + 


V" 

T + «>  + 


darin  war  <I>  das  Potential  der  äussern  Kräfte,  feiner  war 

n = ff 

gesetzt  und  es  bezeichnete  T die  statt  einer  Integrationsconstanten 
auftretende  willkürliche  Function  von  t. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Dichte  constant  ist  und  äussere  Kräfte 
nicht  wirksam  sind,  so  ergiebt  sie: 


ist  überdies  die  Strömung  stationär,  also  <jr  von  der  Zeit  unabhängig, 
so  findet  sich,  da  nun  T zur  Integrationsconstanten  C wird: 


der  Druck  wird  also  um  so  grösser,  je  kleiner  die  Geschwindigkeit  ist. 
Die  Constante  C findet  sich  dadurch,  dass,  um  das  Problem  voll- 
ständig zu  bestimmen,  für  irgend  eine  Stelle  der  Druck  gegeben  sein 
muss;  sind  die  sich  daselbst  entsprechenden  Werthe  p0  und  V0 , so  folgt: 


P-Pn=y(I?-H.  (70') 

Befindet  sich  ein  starrer  Körper  in  der  Flüssigkeit,  so  erfährt 
derselbe  von  ihr  Drucke,  deren  Componenten  parallel  der  Z-  Axe  die 
Summe  geben 

Z = Jp  cos  [n,  z)  do,  (70") 

worin  die  Normale  n in  das  Innere  des  Körpers  hinein  positiv  ge- 
rechnet ist. 

f 

In  unserem  Falle  einer  in  der  Flüssigkeit  befindlichen  Kugel 
ffillt  die  negative  Normale  mit  dem  Radiusvector  zusammen;  es  wird 
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also,  wenn  man  dessen  Winkel  mit  der  Z-Axe  wiederum  »9  nennt, 
<jos(w,  x)  = — cos  fr  und  do  = R2  d\p  sin  fr  dxt  setzt,  nach  (70): 


Z=-2n  R*  J f (?  - j-t  - *~P)  cos  fr  sin  fr  d fr.  (70'") 

0 

Da  die  Geschwindigkeit  V an  zwei  den  Winkeln  fr  und  tt  — fr 
•entsprechenden  Oberflächenelementen  gleiche  Grösse,  cos  «9*  sin  fr  aber 
gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe  besitzt,  so  ist  der  Werth  dieses 
Integrales  für  den  stationären  Zustand,  d.  h.  für  dcpjdt  — 0,  gleich  Null. 

Eine  ruhende  Kugel  erfährt  von  einem  mit  constanter 
•Geschwindigkeit  fliessenden  Strome  einer  idealen  Flüssig- 
keit Druckkräfte,  deren  Componenten  nach  der  Bewegungs- 
richtung die  Summe  Null  ergeben. 

Dasselbe  gilt  begreiflicher  Weise,  wenn  die  Kugel  sich  gleich- 
förmig bewegt  und  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruht;  das  Ge- 
schwindigkeitspotential 

SLR'x 

rf'  ~ 2 r* 

enthält  hier  zwar  die  Zeit,  denn  x und  r sind  gegen  ein  bewegtes 
Coordinatensystem  gerechnet  und  es  ist  daher 

z — zl  — Sit,  r = er  -f-  (z,  — £21)*, 
worin  zl  sich  auf  einen  festen  Anfangspunkt  bezieht;  aber 


dq>  _ _ SIR*  1 1 
dt  2 \ r* 


3*s\  dz 
ri  ) dt 


ist  eine  gerade  Function  von  fr  und  giebt,  in  das  Integral  (70"') 
eingesetzt,  abermals  den  Werth  Null. 

Anderes  gilt,  wenn  die  Geschwindigkeit  £2  mit  der  Zeit  variirt, 
denn  dann  kommt  zu  dem  obigen  Werth  von  dtp /dt  noch  das  Glied 

R*xd£t 
2 rv  dt  1 


welches  nach  Einführung  in  das  obige  Integral  (70'") 


ergiebt. 

Beachtet  man,  dass 


Z=  - 


2 tu  3 dSl 
~ l<  ~dt 


~T~ 


(‘1) 


gleich  der  Masse  der  von  der  Kugel  verdrängten  Flüssigkeit  ist,  so 
erhält  man  den  Satz: 

Eine  unendliche  und  im  Unendlichen  ruhende  ideale 
Flüssigkeit,  welche  keinen  Kräften  unterliegt,  übt  auf  eine 

23* 
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geradlinig  bewegte  Kugel  Druckkräfte  aus,  deren  Compo- 
nentensumme  nach  der  Bewegungsrichtung  gleich  dem  Pro- 
duct aus  der  halben  Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit  in 
die  Beschleunigung  der  Kugel  ist  und  der  Bewegung  ent- 
gegenwirkt. 

Die  übrigen  Componenten  und  die  Drehungsmomente 
sind  nach  der  Symmetrie  nothwendig  gleich  Null. 

Wirken  Kräfte  auf  die  Flüssigkeit,  so  addirt  sich  der 
von  ihnen  herrührende  hydrostatische  Druck  zu  der  Ein- 
wirkung der  Strömung. 

Da  wir  sonach  die  Einwirkung  der  Flüssigkeit  auf  die  Kugel 
kennen,  so  können  wir  auch  ihre  Bewegung  unter  der  Wirkung  einer 
beliebigen  Kraft  bestimmen;  sie  ist  nämlich  dieselbe,  als  befände  sich 
die  Kugel  im  leeren  Baume  und  wäre  ihre  träge  Masse  um  die  Hälfte 
der  verdrängten  Flüssigkeit  und  die  wirkenden  Kräfte  um  den  hydro- 
statischen Druck  vermehrt. 

Wirkt  z.  B.  auf  die  Kugel  von  der  Dichte  ek  und  die  Flüssigkeit 
von  der  Dichte  e die  Schwere,  so  ündet  die  verticale  Bewegung  der 
ersteren  nach  dem  Gesetz  statt 


Eine  von  der  Geschwindigkeit  abhängige  Widerstands- 
kraft findet  die  Kugel  in  einer  idealen  Flüssigkeit  nicht. 
Zu  einer  solchen  führt  erst  die  Berücksichtigung  der  innern  Reibung, 
die  wir  bisher  ausdrücklich  vernachlässigt  haben. 

IY.  Dem  vorstehenden  Problem,  bei  welchem  die  Potentialflächen 
Rotationsflächen  waren,  entspricht  in  allen  seinen  Theilen  ein  anderes, 
bei  welchem  die  Potentialflächen  Cylinderflächen  sind  und  das  wir 
der  grossen  Aehnlichkeit  wegen  nur  kurz  andeuten  wollen. 

Ist  eine  ideale  incompressible  Flüssigkeit  zwischen  zwei  sehr  nahen 
unendlich  grossen  ebenen  Platten  enthalten,  die  parallel  der  XY- Ebene 
liegen  mögen,  so  findet  eine  Bewegung  parallel  der  Z- Axe  im  Allge- 
meinen nicht  statt,  cp  ist  also  nur  eine  Function  von  x und  y\  die 
Hauptgleichung,  welche  es  erfüllen  muss,  lautet  dann: 


was  wir  hier  und  später  abkürzen  in  Ä cp  = 0. 

Dieser  Gleichung  genügt  eine  Function,  die  in  der  Ebene  ganz 
dieselbe  Stelle  einnimmt,  wie  das  Newton’sche  Potential  im  Raume, 
nämlich  das  sogenannte  Logarithmische  Potential 


r ’ 4.  — n 

dx*  ^ dy 4 ’ 


(72) 


(72') 


h 
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worin  ?nh  eine  im  Punkte  xhf  yh  angebrachte  Masse  bezeichnet  und, 
wie  früher,  auch  weiterhin 

e, ' = {x  - Xh)'  + (y  — ytf 

ist;  eh  rechnen  wir  positiv  von  der  Stelle  xh}  yh  nach  x , y hin.  Je  nach 
dem  Vorzeichen  von  mh  wird  (p  an  den  Stellen  xh,  yh  gleich  ± oo,  was 
andeutet,  dass  dort  entweder  Quellen  oder  Senken  anzunehmen  sind; 
diese  kann  man  in  unserem  Falle  leicht  practisch  herstellen,  indem 
man  in  der  einen,  die  Flüssigkeit  begrenzenden  Platte,  Bohrungen  an- 
bringt, durch  welche  der  Zu-  oder  Abfluss  geschieht.  Natürlich  muss 
man  dann  die  diesen  Stellen  unmittelbar  benachbarten  von  der  Be- 
trachtung ausschliessen,  da  in  ihnen  die  Bewegung  nicht,  wie  oben 
angenommen,  parallel  der  ZF- Ebene  geschieht;  man  kann  etwa  die 
Senken  oder  Quellen  mk  durch  unendlich  kleine  Curven  sk  umgeben  und 
durch  diese  die  Strömung  bestimmter  Volumina,  den  Ergiebigkeiten  Mk 
gleich,  stattfindend  denken. 

Nach  dem  p.  349  angewandten  Verfahren  findet  sich  hier  für 
die,  wie  früher,  durch 

(72"> 

0*) 

definirte  Ergiebigkeit  der  Werth: 

Mk  = 2nmk.  (72'") 

Um  die  Stromcurven  zu  bestimmen  ist  die  Gleichung 


zu  integriren. 


dx : dy  — 2 w* 

h 1 >' 


-Vh 

rh- 


Dieselbe  lässt  sich  schreiben: 


(73) 


fa  - gd  dy  - (y  - vh)  dx  _ 

" (x  - Xh)*  + \y  - yhf 


was  identisch  ist  mit 


2 m* 
h 


dßzJh 

x-xh 


= 0. 


1 + (tzlbY 

\x  - X,J 

Hieraus  folgt  durch  Integration: 

ö-  = 2 m" arct£  f 

\x  — XA/ 


(73') 


(73") 


wo  die  Reihe  kurz  gleich  n gesetzt  ist;  dies  lässt  sich  auch  schreiben: 

* = '£mh&h  = c',  (73'") 

h 

falls  &h  den  Winkel  zwischen  eh  und  der  Z-Axe  bezeichnet. 

Für  ein  Quellpaar  + w,  dessen  unendlich  kleiner  Abstand,  positiv 
gerechnet  von  der  Senke  (—  m)  zur  Quelle  (+m),  wieder  gleich  a sein 
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möge,  wird  das  Geschwindigkeitspotential , wenn  e den  Abstand  von 
dem  Paar  bezeichnet, 


<f  = ma 


8l(e ) _ Ma  6 l(e)  % 
da  2 n da  ’ 


(74) 


in  dem  Falle,  dass  a in  die  4-A-Richtung  fallt  und 

e-  = (x  — x'Y  + if 

ist,  unter  x'  die  A-Coordinate  des  Paares  verstanden,  schreibt  sich  dies 
in  der  oben  benutzten  Bezeichnung  gemäss  der  Formel  (65'): 


, 8 Ke) 

<P  = -maTx 


m a (x  — x')  m a n 

— - = COS 

v r 


(74') 


Der  hiervon  herrührende  Antheil  der  Summe  g in  der  Gleichung 
(78'”)  lautet,  entsprechend  (65”): 


, 8 0 , man  , ma  . n 

g = — ma ■=—  = 4 r2  = 4 sin  »V. 

8 z r r 


(74”) 


Haben  wir  ein  Quellenpaar  ±vi  mit  unendlicher  Axe  a’r 
so  wird,  wenn  die  4- A"- Richtung  mit  der  Axe  zusammenfällt,  das 
ihm  entsprechende  Geschwindigkeitspotential: 

9 = lr,  (7ü> 

der  Antheil  an  der  Summe  g: 


n 1 

g =4 -m 


■(*-?) 


(75') 


Sind  beide  Paare  zusammen  vorhanden,  das  erstere  im  Coordinaten- 
anfang,  also  x = 0,  so  entspricht  dem  ein  Geschwindigkeitspotential: 


/ . „ (ma  4 m’\ 

7 = 9 + 9 = + 


während  die  Gleichung  der  Stromcurven  lautet: 

, , , (ma  2m' 

»="  + " -+*(■?■ 
wo  in  c die  (konstante  m n hineingezogen  ist. 
Setzt  man 

m a a! ™ 

2 in 


= c 


(76) 


(76) 


(76”) 


und  führt  eine  neue  Constante  C'  ein,  so  erhält  man  aus  (76'): 

2,(1-^)  =C'.  (76'") 

Die  Discussion  dieser  mit  (67”')  sehr  ähnlichen  Formel  zeigt.,  dass 
die  C — 0 entsprechende  Stromcurve  aus  der  A-Axe  und  einem  Kreis 
vom  Radius  R um  den  Coordinatenanfang  besteht,  dass  man  also  die 
Flüssigkeitsbewegung  durch  eine  feste  Kreislinie  begrenzen  kann. 
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Aus  dem  Geschwindigkeitspotential  (76)  folgen  die  Geschwindig- 
keitscomponenten 

mal  2x*  . \ 4 m'  2maxy 

“ = (70 

in  unendlicher  Entfernung  r wird  also  = 0,  un  = — 4 in  ja,  sodass 
sich  auch  schreiben  lässt: 

ff  = xUk  + 1 j • (77') 

Man  erkennt  daher  leicht  Folgendes. 

Die  im  Vorstehenden  untersuchte  Flüssigkeitsbewegung 
lasst  sich  dahin  deuten,  dass  sie  den  Einfluss  angiebt,  wel- 
chen ein  mit  seiner  Axe  in  der  Z- Axe  liegender  starrer 
Kreiscylinder  auf  einen  parallel  der  X-Axe  fliessenden 
Strom  von  sehr  grossem  Querschnitt  ausübt. 

Demgemäss  kann  man  auch  das  ganze  System  von  Folgerungen 
aus  den  erhaltenen  Formeln  ziehen,  welches  oben  aus  den  entsprechen- 
den für  eine  Kugel  in  einem  Flüssigkeitsstrome  gewonnen  ist. 


§31.  Mechanik  idealer  Flüssigkeiten;  Ausfluss  aus  einem  Reservoir; 

Fveaction  und  Stoss  eines  Strahles. 


Nur  eine  kleine  Zahl  von  Problemen  der  Hydrodynamik  gestattet 
die  vollständige  und  strenge  Lösung  in  der  im  Vorstehenden  ent- 
wickelten Weise,  und  hierunter  wiederum  nur  der  kleinste  Theil  mit 
elementaren  Hülfsmitteln ; alle  diese  haben  aber  so  gut  wie  keine  ex- 
perimentelle Bedeutung.  Für  die  Zwecke  der  Beobachtung  begnügt 
man  sich  zumeist  mit  unvollständigen  Auflösungen  oder  gewissen 
Hegeln,  die  aus  der  Gleichung  (58) 

Yt+T  + 0 + n=r  (78) 

abzuleiten  sind.  Diese  Formel  setzt  voraus,  dass  die  Flüssigkeit  als 
eine  ideale  betrachtet,  also  die  innere  Reibung  vernachlässigt  werden 
könne  und  die  Bewegung  eine  Potentialbewegung,  also  eine  von  Wir- 
beln freie  sei. 

I.  Wenden  wir  sie  auf  die  stationäre  Strömung  einer  Flüssigkeit 
von  unveränderlicher  Dichte  an,  so  lautet  sie: 


y* 

9 


+ <I>  + y 


= e. 


Wirkt  von  äussem  Kräften  nur  die  Schwerkraft  parallel  der  posi- 
tiven Z-Axe,  so  nimmt  dies  die  Form  an: 

\ — gz  ^ = c.  (78') 
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Nun  sei  ein  Gefäss  mit  Flüssigkeit  gegeben,  aus  welchem  letztere 
durch  eine  Oeffnung  in  der  Wand  ausfliesst,  deren  Dimensionen  wir 
als  verschwindend  gegen  die  Dimensionen  des  Gelasses  ansehen.  Wird 
der  Stand  der  Flüssigkeit  in  dem  Gefäss  constant  gehalten,  so  ist  der 
stationäre  Zustand  als  streng,  sinkt  er  nur  langsam,  so  ist  er  als  an- 
genähert erreicht  anzusehen.  In  der  freien  Oberfläche,  von  der  aus 
wir  * rechnen  wollen,  sei  der  Druck  p0  und  die  Geschwindigkeit 
nahezu  constant;  dann  nimmt  für  eine  beliebige  Stelle  in  der  Tiefe  % 
unter  dem  Niveau  die  letzte  Formel  die  Gestalt  an: 

V'  ~V°  - 9*  + P~Yi  = 0;  ■ (78") 

daraus  folgt  für  eine  Stelle  der  freien  Oberfläche  des  austretenden 
Strahles  in  der  Tiefe  auf  welche  der  äussere  Druck  px  wirken  und 
in  der  die  Geschwindigkeit  Vl  stattfinden  mag: 

v;  - v;  = 2 gxx  + ~ (p.  - pt).  {18"') 

Wäre  im  Querschnitt  qx  der  Ausflussöffnung  der  Druck  constant 
gleich  px,  so  müssten  auch  alle  Theilchen  mit  gleicher  Geschwindig- 
keit Vt  austreten;  die  Beobachtung  zeigt  aber,  dass  dies  nicht  der  Fall 
sein  kann.  Unmittelbar  vor  der  Oeffnung  verjüngt  sich  nämlich 
der  Strahl  innerhalb  eines  Weges,  der  bei  kreisrunden  Oeffnungen 
nur  etwa  ihrem  Radius  gleich  ist,  in  sehr  auffälliger  Weise  um  nahe 
drei  Zehntel  seines  Querschnittes,  und  man  erkennt  leicht,  dass  dies 
nicht  möglich  wäre,  wenn  alle  austretenden  Theile  gleiche  Geschwin- 
digkeit hätten. 

Construirt  man  nämlich  in  der  Oeffnung  qx  eine  alle  Stromlinien 
normal  schneidende  Oberfläche  und  nennt  ihre  Grösse  o,,  eine  zweite 
im  contrahirten  Querschnitt  q von  der  Grösse  o und  nimmt  in  beiden 
constante  Geschwindigkeiten  Vt  und  V an,  so  sind  die  in  der  Zeit- 
einheit durch  sie  strömenden  Volumina  otVt  und  o'Y'  nothwendig  ein- 
ander gleich.  Zugleich  ist  aber  die  Geschwindigkeit  in  der  Ober- 
fläche des  Strahles,  des  dort  stattfindenden  constanten  äussern  Druckes 
px  wegen,  jedenfalls  für  beide  Querschnitte  gleich.  Also  kann  V und 
demnach  auch  p auf  o,  nicht  constant  sein.  Es  zeigt  sich  aber,  dass, 
wenn  man  den  Strahl  horizontal  aus  dem  Gefäss  austreten  lässt,  von 
der  oben  als  contrahirt  bezeichneten  Stelle  an  sein  Querschnitt  sich 
zunächst  nicht  weiter  ändert,  und  man  schliesst  daraus,  dass  dort  die 
Geschwindigkeit  und  also  auch  der  Druck  über  den  ganzen  Querschnitt 
hinweg  einen  nahe  constanten  Werth  und  die  Stromlinien  parallele 
Richtungen  besitzen  werden. 
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Man  wendet  daher  auf  jede  Stelle  des  contrakirten  Querschnittes  q 
die  Formel  (78'") 

V,'  - IV  = 2 gz,  - -f-  (p.  - 1>.) 
an  und  setzt  die  in  der  Zeiteinheit  ausfliessende  Menge 


M=iqVx. 

Da  diese  Menge  M hei  stationärem  Zustand  in  der  Zeiteinheit  auch 
durch  den  Querschnitt  q0  innerhalb  des  Gefasses  gehen  muss,  in  wel- 
chem die  Geschwindigkeit  V0  nahe  constant  ist,  so  gilt  die  Beziehung 

Vxq  = V0q0, 


und  man  erhält  dadurch  schliesslich: 


„ 2 , 

(Px~  PJ 


(79) 


Ist  der  Druck  in  der  Oberfläche  des  Stahles  derselbe,  wie  der  in 
der  freien  Oberfläche  im  Gefass,  also  px  = p0,  und  ist  q so  klein 
neben  q0 , dass  man  (q/qy ,)*  neben  Eins  vernachlässigen  kann,  so 
resultirt 


»» 


•was,  verglichen  mit  der  letzten  Formel  (35)  des  ersten  Tlieiles,  den  von 
To rri celli  herrührenden  Satz  ausspricht: 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Theilchen  einer 
Flüssigkeit,  die  ausschliesslich  unter  der  Wirkung  der 
Schwerkraft  steht,  durch  eine  kleine  Oeffnung  aus  einem 
Behälter  austreten,  ist  dieselbe,  die  sie  beim  freien  Fall  von 
der  Höhe  des  Niveaus  bis  in  diejenige  der  Oeffnung  erlangen 
würden. 

Ueberwiegt  in  der  Formel  (79)  das  von  der  Druckdifferenz  her- 
rührende Glied  erheblich  die  Einwirkung  der  Schwere,  so  findet  sich 
für  kleines  q'/q»: 

17=  4 (P.  -!>,)■  (79") 


Findet  der  Ausfluss  nur  unter  dem  Einfluss  einer  Dif- 
ferenz der  innerhalb  und  ausserhalb  des  Gefässes  auf  die 
Flüssigkeit  wirkenden  Drucke  (p^  — p,)  statt,  so  ist  das 
Quadrat  der  Ausflussgeschwindigkeit  gleich  der  doppelten 
Druckdifferenz  dividirt  durch  die  Dichte  der  Flüssigkeit. 

Haben  im  Strahl  die  Theilchen  eines  jeden  Querschnittes  gleiche 
und  parallele  Geschwindigkeiten , so  wirken  sie  bei  der  Bewegung 
nicht  auf  einander  ein,  sondern  bewegen  sich  wie  freie  Massenpunkte, 
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beschreiben  also  je  nach  der  Lage  der  Abflussöffnung  verschiedene 
Theile  einer  Parabel,  deren  Gestalt  man  benutzen  kann,  um  aus  ihrer 
Beobachtung  die  Ausflussgeschwindigkeit  V1  zu  berechnen.  Die  Mes- 
sungen haben,  wenn  der  Ausfluss  durch  eine  Oeffnung  in  einer  dünnen 
Wand  geschah,  eine  befriedigende  Uebereinstimmung  mit  den  oben 
gefundenen  Formeln  ergeben  und  dadurch  die  Berechtigung  der  ge- 
machten Vernachlässigungen  erwiesen;  Ansatzröhren  vermindern  die 
Ausflussgeschwindigkeit. 

Wird  das  Niveau  in  dem  Flüssigkeitsbehälter  nicht  constant  er- 
halten, so  ist  seine  Tiefe  £ unter  einer  beliebigen  Anfangsposition  ver- 
änderlich nach  dem  Gesetz,  dass 

also  bei  einziger  Wirkung  der  Schwere  nach  (79) 


(80') 


ist.  Da  das  obere  Niveau  die  veränderliche  Tiefe  £,  die  Ausfluss- 
öffnung die  constante  Tiefe  h unter  dem  Anfangsniveau  hat,  so  ist 
(h  — £)  an  die  Stelle  von  %x  getreten.  In  dieser  Formel  wird,  wenn 
das  Gefass  nicht  cylindrische  Gestalt  hat,  auch  q0  von  £ abhängen. 
Durch  Integration  erhält  man  die  Stellung  des  Niveaus  zu  jeder  Zeit 
Damit  das  Niveau  mit  constanter  Geschwindigkeit  Q sinkt,  muss 


also 


(80”) 


sein.  Hieraus  kann  man  eine  Regel  zur  Construction  einer  Wasser- 
uhr ablesen,  bei  der  gleichen  Zeiten  gleiche  vom  Niveau  zurückgelegte 
Wege  entsprechen. 

Schreibt  man  die  Formel  (78”) 

P=Po+eg*-^(V'-V0*),  (81) 

so  giebt  sie  an,  um  wieviel  sich  der  Druck  während  der  Bewegung, 
der  sogenannte  hydraulische  Druck,  in  einer  beliebigen  Tiefe  vom 
hydrostatischen,  der  durch  die  beiden  ersten  Glieder  angegeben 
wird,  unterscheidet.  Man  sieht,  dass  der  erstere  um  so  mehr  kleiner 
als  der  letztere  ist,  je  mehr  die  Geschwindigkeit  V an  der  betrachteten 
Stelle  die  im  Niveau  stattfindende  V0  übertrifft;  es  ist  sogar  möglich, 
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dass  der  hydraulische  Druck  kleiner  als  der  Oberflächendruck  p0  wird. 
Um  dies  zu  erkennen,  führen  wir  ein,  dass 


und 


Vq  — V0q0  = V,q' 


, , 2 . 

2 gh </>,  - p.,) 


T?  = 


1 qj 


ist;  dadurch  wird  obige  Gleichung  zu: 


(81') 


Wirkt  nur  die  Schwere,  ist  also  und  ist  ferner  sowohl  q 

als  q sehr  klein  neben  q0,  so  wird  sehr  einfach 


P = p»  + eg 


(81") 


R 


7 fl 


Diese  Formel  ist  von  Daniel  Bernoulli  auf- 
gestellt und  an  Gefässen  von  nebenstehender  Form 
geprüft  worden;  der  Druck  an  der  verengten  Stelle  q 
wurde  durch  das  Manometer  m bestimmt. 

II.  Ueber  die  Wirkungen  von  Flüssigkeitsstrahlen 
lassen  sich  noch  aus  allgemeinen  mechanischen  Prin- 
cipien  einige  Folgerungen  ziehen,  welche,  ob  sie  gleich 
mit  den  hydrodynamischen  Gleichungen  nichts  zu  thun 
haben,  hier  angefügt  werden  mögen. 

Wir  wollen  uns  ein  mit  Flüssigkeit  gefülltes  Ge- 
fass,  aus  welchem  unter  der  Wirkung  der  Schwere 
ein  Strahl  in  horizontaler  Richtung  austritt,  reibungs- 
frei auf  einer  horizontalen  Ebene  verschiebbar  denken  (/i 
und  auf  dieses  System  die  Gleichungen  für  die  Be- 
wegung  des  Schwerpunktes  anwenden.  Fig-  43. 

Sei  M die  Masse  des  gefüllten  Gefässes  und  U 
seine  horizontale,  unendlich  klein  angenommene  Geschwindigkeit,  m die 
Masse  der  bereits  ausgetretenen  Flüssigkeit,  welche  die  horizontale 
Geschwindigkeit  V1  besitzt,  so  muss 


M U + m V1 

einen  von  der  Zeit  unabhängigen  Werth  haben;  denn  die  Schwere 
giebt  keine  horizontale  Componente  und  ein  etwa  vorhandener  allseitig 
gleicher  Oberflächendruck  desgleichen.  Es  muss  daher 
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j.fdU  TjdM  (IV,  Tr  dm 

Mat  +u  dt+mw  + v'nr 


= 0 


oder,  wenn  man  U als  verschwindend  klein  und  die  Austiussgeschwin- 
digkeit  V,  als  sehr  nahe  constant  annimmt,  auch 

MW  + r'W  = 0 (82) 

sein. 

Nun  ist  dm/dt , d.  h.  die  in  der  Zeiteinheit  austretende  Flüssigkeits- 
menge, gleich  qeV,,  und  MdUjdt  ist  die  Kraft  K,  welche  der  Masse  M 
dieselbe  horizontale  Beschleunigung  zu  ertheilen  vermag,  die  sie  in 
Folge  der  austretenden  Flüssigkeit  erhält;  daher  kann  man 

K = — qeV,*  (82') 

auffassen  als  die  Kraft,  welche  der  austretende  Strahl  auf  das  gefüllte 
Gefass  ausübt. 

Steht  die  Flüssigkeit  in  demselben  nur  unter  der  Wirkung  der 
Schwere,  so  ist  V'  = 2g  h,  unter  h die  Höhe  des  Niveaus  über  der 
Oeffnung  verstanden,  es  gilt  demnach: 

K=  - 2 gheq\  (82") 

steht  sie  nur  unter  der  Wirkung  eines  Ueberdruckes  — P>),  so  ist 
V*  = 2 (.Po  — p,)/e  und  es  gilt: 

K=  — 2 qr  (p0  — j),).  (82'") 

Dividirt  man  K durch  q',  so  erhält  man  den  auf  die  Flächen- 
einheit des  contrahirten  Querschnittes  bezogenen  Reactionsdruck  des 
Strahles  und  kann  daher  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Der  Reactionsdruck  des  aus  einem  Reservoir  austreten- 
den Strahles  einer  incompressibeln  Flüssigkeit  ist  gleich 
dem  Product  aus  deren  Dichte  in  das  Quadrat  der  Strahl- 
geschwindigkeit; in  dem  speciellen  Falle,  dass  der  Strahl 
nur  durch  die  Wirkung  der  Schwere  auf  die  Flüssigkeit  im 
Reservoir  getrieben  wird,  bestimmt  sich  dies  näher  gleich 
dem  doppelten  hydrostatischen  Druck  in  der  Oeffnung  — in 
dem  andern,  dass  nur  ein  Ueberdruck  auf  die  Oberfläche  im 
Reservoir  treibend  wirkt,  gleich  dem  Doppelten  dieses  Ueber- 
druckes. Die  Gesammtkraft,  welche  das  Gefäss  durch  den 
Strahl  erleidet,  ist  gleich  dem  Product  des  Reactionsdruckes 
in  die  Grösse  seines  contrahirten  Querschnittes  und  Kat  die 
dem  austretenden  Strahl  entgegengesetzte  Richtung. 

Durch  eine  ähnliche  Betrachtung  lässt  sich  auch  ein  Schluss 
über  den  Druck  — uneigentlich  Stoss  genannt  — ziehen,  welchen 
ein  Flüssigkeitsstrahl  gegen  einen  starren  Körper  ausübt,  den  er  trifft 
(Figur  44). 
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In  einem  Querschnitt  a bewege  sich  der  Strahl  in  allen  seinen 
Theilen  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  Va,  es  muss  also  der  Druck 
daselbst  auch  überall  gleich  dem  auf  die  Oberfläche  wirkenden  sein. 
Weiter  werde  der  Strahl  durch  die  Einwirkung  des  starren  Körpers 
zertheilt  und  verlasse  ihn  in  eine 
kegelartige  Fläche  ausgebreitet.  Haben 
in  b alle  Theile  desselben  Querschnitts- 
elementes wieder  dieselbe  Geschwindig- 
keit so  muss  hier  auch  der  Druck 
im  Innern  wieder  constant  und,  da  der- 
selbe dem  in  a herrschenden  gleich  ist, 
überdies 


v — v 


sein. 


Wir  wollen  die  Gleichungen  für  Fig.  44. 

die  Bewegung  des  Schwerpunktes  an- 
wenden auf  das  Massensystem,  welches  aus  dem  starren  Körper  k und 
der  zur  Zeit  t zwischen  a und  b befindlichen  Flüssigkeit  besteht.  Sei  M' 
die  Masse  des  ersteren,  dm  ein  Massenelement  der  letzteren  und  seien 
U\  V',  W’  und  u,  v,  w die  betreffenden  Geschwindigkeitscomponenten 
und  A,  B,  C Constanten,  so  lauten  die  hier  geltenden  Gleichungen  für 
die  Bewegung  des  Schwerpunktes,  wenn  wir  von  der  Einwirkung  der 
Schwere  absehen: 


M'ü'  +fudm  = A , 

M'  V + fv  dm  = B , (83) 

M’W  + fwdm  = C. 


U\  V',  W'  betrachten  wir  als  ausserordentlich  kleine  Grössen. 

Differentiiren  wir  diese  Gleichungen  nach  der  Zeit,  so  ist  zu  be- 
denken, dass  während  dt  das  betrachtete  Flüssigkeitsvolumen  sich  längs 
des  Körpers  verschiebt,  etwa  die  Position  zwischen  a und  b'  erreicht, 
wo  dann 

ad  — Va  dt,  bb’ — Vbdt  ist. 


Zwischen  a und  b bleibt  Masse  und  Geschwindigkeit,  da  die 
starre  Oberfläche  eine  nur  unendlich  kleine  Geschwindigkeit  besitzt, 
ungeändert;  die  in  den  Gleichungen  (83)  auftretenden  Summen  er- 
leiden sonach  nur  dadurch  eine  Aenderung  ihres  Werthes,  dass  der 
sich  auf  die  Masse  zwischen  bb'  beziehende  Term  additiv,  der  sich  auf 
die  Masse  zwischen  ad  beziehende  subtractiv  zu  dem  Anfangswerth 
hinzuzufügen  ist.  Demnach  giebt  die  Ausführung  der  Differentiation: 
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+ 

6 f Vu  dq  — 

-u 

Vu  dq 

= 0, 

(f.) 

(«) 

+ 

€ J Vv  dq  - 

-/ 

J'v  dq 

= 0, 

(b) 

(«) 

+ 

€ j*  Vwdq  - 

■£/ 

Vwdq 

= 0. 

(b) 

(o) 

Nehmen  wir  an,  die  Strahlrichtung  in  a sei  parallel  der  + A-Axe, 
die  Bewegungsrichtung  in  dq  hingegen  unter  Winkeln  gegen  die  Co- 
ordinatenaxen  geneigt,  deren  Cosinus  resp.  u,  ß,  y sind,  so  können 
wir  für  die  Componentensummen  A",  Y ',  Z'  der  Drucke,  welche  die 
starre  Oberfläche  durch  den  Strahl  erleidet  und  welche  durch  M'dU'jdt , 
M'dY'/dt,  M' d W' /dt  gegeben  sind,  folgende  Werthe  schreiben: 

X'  = efv'dq  - ef  V'ctdq , 

(®)  (bl 

r=  - tfr'ßdq,  (83") 

(&) 

*'  = -tfryaq. 

(b) 

Jedem  Querschnittselement  von  qa  entspricht  eines  von  qb  in  der 
Weise,  dass  durch  das  letztere  dieselben  Flüssigkeitsthei leben  passiren, 
wie  durch  das  erstere;  da  überdies  nach  Obigem  Va  = Vh  constant  ist, 
so  kann  man  vorstehende  Formeln  einfacher  schreiben: 

X'  — 6 (1  - (()dq , 

(&) 

T~-*Y’Sßdq,  (83'") 

(b) 

Z’=-tV'JYdq. 

(b) 

Um  diese  Integrale  auszurechnen,  bedarf  es  noch  der  Kenntniss 
des  Zusammenhanges  zwischen  u,  ß , y und  dq,.  der  im  Allgemeinen 
die  vollständige  Lösung  des  hydrodynamischen  Problemes  verlangt 
und  demgemäss  nicht  angebbar  ist.  In  dem  speciellen  Falle,  dass 
die  starre  Oberfläche  eine  Rotationsfläche  ist  und  der  auffallende 
Strahl  mit  seiner  Axe  in  ihrer  Axe  liegt,  muss  sich  nach  Symmetrie 
die  Flüssigkeitsmengc  rings  um  die  A-Axe  gleichmässig  vertheilen  und 
daher  werden: 

r=«P?#(l-4  Y'=Z'=  O.  (84) 

Ist  noch  die  Form  der  Oberfläche  eine  solche,  dass  die  Richtung, 
in  welcher  sich  die  Theilehen  der  Flüssigkeit  bewegen,  nachdem  sie 
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die  Fläche  verlassen  haben,  auch  ohne  vollständige  Theorie  angehbar 
ist,  so  lässt  sich  X'  nach  (84)  berechnen.  Derartige  Formen  sind  ins- 
besondere Kegel  von  so  grosser  Seitenlange,  dass  die  Flüssigkeit  ihnen 
parallel  weitergeht,  nachdem  sie  dieselben  verlassen  hat. 

Degenerirt  der  Kegel  zu  einer  normal  zur  X-Axe  liegenden  nicht 
zu  kleinen  Scheibe,  so  kann  man  a = 0 setzen  und  erhält 

X'=eV'qa,  (84') 

also  den  Druck  gleich  der  Reaction  desselben  Strahles,  was  an  sich 
einleuchtend  ist,  da,  wenn  man  sich  das  Gefass  und  die  gestossene 
Oberfläche  zu  einem  festen  System  verbunden  denkt,  dieses  durch  das 
senkrecht  zur  Är-Axe  abfliessende  Wasser  keine  Beschleunigung  parallel 
der  X-Axe  erfahren  kann. 

Die  Resultate  der  letzten  Betrachtung  fassen  wir  zusammen  in 
den  Satz: 

Die  Kraft,  welche  eine  Rotationsfläche  von  einem  axial 
auftreffenden  Strahl  einer  incompressibeln  Flüssigkeit  er- 
fährt, ist  gleich  der  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Strahl- 
querschnitt strömenden  Masse  multiplicirt  mit  der  Differenz 
der  der  Axe  parallelen  Geschwindigkeiten  der  Flüssigkeit 
vor  dem  Erreichen  und  nach  dem  Verlassen  der  Rotations- 
fläche. 

III.  Um  die  vorstehenden  Betrachtungen  auf  Gase  auszudehnen, 
gehen  wir  wiederum  von  der  Gleichung  (78)  aus,  welche  lautete 


und  führen  den  Zusammenhang  zwischen  s und  p ein,  der  dem  Problem 
entspricht. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Ausfluss  aus  einem  Gefässe,  in  wel- 
chem durch  andauerndes  Zupumpen  der  Zustand  constant  erhalten 
werden  mag,  sodass  das  Geschwindigkeitspotential  cp  und  demgemäss 
.auch  T als  von  der  Zeit  unabhängig  angesehen  werden  kann;  den 
Einfluss  der  Schwere  ignoriren  wir  und  haben  demgemäss  einfach: 


= c. 


Ist  die  Einrichtung  angemessen  getroffen,  nämlich  die  Ausfluss- 
öffuung  klein  und  der  Ueberschuss  des  innern  Druckes  über  den 
äussern  gering,  sodass  der  Ausfluss  langsam  stattfindet  und  die  Tem- 
peratur des  ausfliessenden  Gases  in  allen  Theilen  als  constant  an- 
gesehen werden  kann,  so  ist  nach  (39")  « = Cp  zu  setzen,  woraus  folgt: 


f 


V'  1 

~2  + c'l(P)  = 
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Wendet  man  diese  Formel  einmal  auf  das  Innere  des  Reservoirs 
an,  dann  auf  den  freien  Raum,  in  welchen  der  Ausfluss  stattfindet, 
und  bezeichnet  man  die  bezüglichen  Werthe  mit  V0 , p0  und  Vlt  piy  so 
erhält  man 


worin  die  Constante  C der  herrschenden  Temperatur  und  der  benutzten 
Gasart  individuell  ist,  z.  B.  gilt  C — e„lp0  = ejp,. 

Da  der  Zustand  stationär  sein  soll,  so  muss  die  Beziehung  statt- 
linden 

q 1 1 ==  1 o) 


welche  ausdrückt,  dass  durch  den,  wie  p.  360  besprochen,  contrahirten 
Querschnitt  q\  in  welchem  die  Dichte  die  Geschwindigkeit  Vt  ist* 
in  der  Zeiteinheit  dieselbe  Masse  geht,  wie  durch  den  Querschnitt  q0, 
wo  £0  und  V0  stattfindet;  wegen  €„/#,=  si/p1  kann  man  dafür  auch 
schreiben : 

q Pi  1 1 = q«p0h' 


Hierdurch  lässt  sich  die  Formel  (85")  in  die  geeignete  Gestalt  bringen, 
um  Vt  zu  bestimmen,  sodass  sie  lautet: 


T 


r 7 
1 


(85'") 


Findet  das  Ausströmen  in  den  leeren  Raum  statt,  ist  also  p , = 0, 
so  ergiebt  die  Formel  Vt  = oo,  was  zeigt,  dass  unter  diesen  Umständen 
die  gemachte  Annahme  vollständiger  Ausgleichung  der  Temperaturen 
jedenfalls  nicht  zulässig  ist. 

Im  zweiten  extremen  Falle  so  grosser  Ausflussmengen,  d.  h.  so 
grosser  Oefthung  und  so  grossen  Ueberdruckes,  dass  man  die  Wärme- 
leitung ganz  vernachlässigen  kann,  gilt  nach  (39'")  z — Cyp\  also  wird: 


oder 


Angewandt 
dass  hier  aus 

folgt 

giebt  dies 


2 (W*  jj'i* 

V*  x p(x~l)i*_r 
2 +(x-l)  c\'/x 


(86) 

(86') 


wie  die  Fonnel  (85')  und  unter  Berücksichtigung, 


/ 1 X wr  _ „ 1 X rr 

fl  Pi  ^1  (Jo  Po  t 0 1 


qp'*  \ 
q.Pu  '* / ) 


. **Po'f*  ( „ _(*  - «)/*  0/ 

(*  - lje0 


l'*-W'V*).  (86") 
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Hieraus  erhält  man  für  pl  = 0 


2xff0 
(x  - l)e0  1 


(86'") 


also  auch  für  das  Ausströmen  in  den  leeren  Kaum  eine  endliche 
Geschwindigkeit. 

Beide  oben  verfolgte  Annahmen  geben  darin  Uebereinstimmung, 
dass  das  Quadrat  der  Ausflussgeschwindigkeit  bei  gleichen  Druck- 
verhältnissen der  Dichtigkeit  des  benutzten  Gases  indirect,  das  Quadrat 
der  ausgeflossenen  Masse  ihr  also  direct  proportional  ist. 

Die  Beobachtung  kann  an  die  Ausflussgeschwindigkeit  unmittelbar 
natürlich  nicht  anknüpfen,  die  ausgeströmte  Menge  lässt  sich  aber, 
wenn  man  das  Gas  durch  eine  Flüssigkeit  verdrängt  und  Sorge  trägt, 
den  Druck  im  Reservoir  constant  zu  erhalten,  durch  die  Volumen- 
änderung des  Gases  im  Gasometer  oder  durch  die  zugeführte  Flüssig- 
keitsmenge messen.  Auch  lässt  sich  die  bei  constantem  Volumen  in 
Folge  des  Ausflusses  eingetretene  Druckänderung  im  Reservoir  in 
dieser  Hinsicht  verwerthen,  wenn  der  Ausfluss  so  langsam  stattfindet, 
dass  man  in  jedem  Moment  die  für  den  stationären  Zustand  gültigen 
Gleichungen  anwenden  kann. 

Die  Formeln  für  diese  Druckänderung  lassen  sich  nur  angenähert 
integriren,  und  es  bietet  einen  Vortheil,  diese  Annäherung  von  vorn- 
herein einzuführen. 

Wir  erhalten  aus  (85")  und  (86")  für  einen  beliebigen  Querschnitt, 
in  dem  die  Werthe  V,  p , e stattfinden,  und  für  die  behandelten  beiden 
extremen  Fälle  die  allgemeinen  Formeln: 


Nimmt  man  au,  dass  die  Druckdifferenz  p0  — p so  klein  neben 
dem  gesammten  Druck  p ist,  dass  man  [p0  — p)  jp  neben  Eins  vernach- 
lässigen kann,  so  erhält  man  durch  Entwickelung  und  Beschränkung 
auf  das  niedrigste  Glied  aus  (I)  und  (11)  dieselbe  Formel 


also  auch  dasselbe  Gesetz,  wie  für  eine  incompressible  Flüssigkeit, 
welche  nur  unter  der  Wirkung  einer  Druckdifferenz  steht. 

Auf  den  ausfliessenden  Strahl  angewandt  giebt  die  Formel,  wenn 
man  die  Geschwindigkeit  im  Gasometer  gegen  die  Ausflussgeschwindig- 
keit verschwindend  annimmt: 


I. 


und 


II. 


(87) 


(87') 


Voigt,  Elcm.  Mechanik. 
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Die  in  der  Zeit  dt  ausfliessende  Masse  ist  gleich  V^q  dt;  sie  ver- 
ringert die  Masse  M im  Gasometer,  sodass  also 

dM  = — y 2 « {p0  — 2\)  dt 

ist.  Nennt  man  das  Volumen  Gas  im  Gasometer  Ü,  so  ist  M=£>e, 
und  wir  erhalten  allgemein 

Qde  -f-  edüi  = — q V2«(j>0  —~J\)  dt.  (87") 


Hierin  ist,  wenn  man  annimmt,  dass  die  Temperatur  des  Gases 
im  Gasometer  constant  erhalten  wird,  de  = Cdp0  zu  setzen;  e selbst 
ist  als  constant  zu  behandeln,  da  oben  Glieder  von  der  Ordnung 
(«o  — «,) /«,  neben  Eins  vernachlässigt  sind. 

Hat  das  Gelass  constantes  Volumen,  ist  also  dQ  = 0,  so  folgt: 


oder 


Sl  C dpc 

q'  |/2e(p0  - Pr) 


— dt 


HC  ^/2{p0-px)  = c_t. 


Ist  der  Anfangswerth  von  p0  gleich  p0°,  so  erhält  man  für  die 
Zeit,  welche  bis  zur  Erreichung  des  Werthes  p„  verflossen  ist,  die 
Formel: 

fPi) , (87'") 


in  welcher  p ein  beliebiger  mittlerer  Werth  des  Druckes  und  e die  ihm 
entsprechende  Dichte  ist. 

Drückt  man  in  Formel  (87)  V und  V0  durch  die  Ausflussgeschwin- 
digkeit aus  und  setzt  constante  Temperatur  voraus,  so  nimmt  dieselbe 
die  Gestalt  an: 


V* 


--Üh-P), 


oder  durch  Einführung  von  (87'): 


(88) 


Diese  Formel  giebt  den  hydraulischen  Druck  innerhalb  des  Gas- 
stromes an.  Ist  der  Querschnitt  q0  des  Stromes  im  Gasometer  gross 
gegen  den  contrahirten  Querschnitt  q des  austretenden  Strahles,  so  gilt 
einfacher: 

Po -P  = {Po  - Pr)  • (88') 

Wir  werden  nur  innerhalb  der  oben  eingeführten  Annäherung 
bleiben,  wenn  wir  hierin  rechts  pjp  mit  Eins  vertauschen,  aus- 
genommen den  Fall,  dass  das  Verhältniss  q'/q  sehr  stark  von  Eins 
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und  daher  nach  der  Formel  auch  (p„  — p)  sehr  stark  von  (;?,  — ;>,) 
verschieden  ist,  ein  Fall,  den  wir  ausschliessen.  Es  wird  dann 
einfacher: 

p.-p= ( p . - ?.)  (j) 

oder  (88") 

pl-p  = -*)• 

Man  erkennt,  dass,  wenn  (q'/q)9  > 1 ist,  dann  p < p , wird ; in  Folge 
dessen  muss,  wenn  in  dem  Querschnitt  q durch  eine  Oeffnung  in  der 
Wand  des  Canal  es,  innerhalb  dessen  das  Gas  strömt,  eine  Verbindung 
mit  dem  Aussenraum,  in  welchem  der  Druck  px  herrscht,  hergestellt 
wird,  die  Luft  von  aussen  in  den  Canal  hineingetrieben  werden  und 
eine  Art  von  Saugwirkung  entstehen.  Die  Druckdifferenz  p , — p 
lasst  sich  durch  ein  in  der  Oeffnung  angebrachtes  Manometer 
beobachten. 

Für  die  Reaction  und  den  Druck  eines  Gasstrahles  gelten  inner- 
halb der  benutzten  Annäherung  die  Formeln  (82')  und  (84) 
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Während  in  dem  vorigen  Abschnitt  vorausgesetzt  war,  dass  die 
Componenten  der  Rotationsgeschwindigkeit  oder  die  Wirbelcomponenten 


1 

1 die 

dv) 

2 

\dy 

dz) 

1 

(du 

die) 

2 

[dx 

dx)’ 

1 

( dv 

du) 

T 

mWi) 

(89) 


innerhalb  der  bewegten  Flüssigkeit  überall  und  zu  jeder  Zeit  ver- 
schwinden, und  demgemäss,  wie  ausgeführt  ist,  ein  Geschwindigkeits- 
potential existirt,  soll  nun  der  entgegengesetzte  Fall  näher  untersucht 
werden. 

I.  Wir  gehen  dabei  aus  von  den  allgemeinen  Bewegungs- 
gleichungen (55),  die  sich  unter  Annahme  der  Existenz  eines  Poten- 
tiales 0 für  die  Kräfte  schreiben  Hessen: 


du  . du 
dt  U dx 


i du 

-H  v 5 Hm? 

dy 


du 

dz 


dv 

dt 


dv 

+ ur,+ 


v 


dv_ 

dy 


dv 


die 

dt 


, du  , die  , die 

+ wii  + väi  + w8^ 


d(<P  + II) 
dx 

d{4>  + 77) 
dy  ’ 

d(<P  -f  77) . 

Tz  ’ 

24* 


(89') 
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dazu  trat  die  Beziehung 


(89") 


und,  wenn  die  Dichte  jedes  Massentheilchens  während  der  Bewegung 
ungeändert  bleibt,  noch  die  andere 


ÖM  öp  , die  _ 
dx  ' dy  "r  dz  ~~ 


(89'") 


Eliminiren  wir  -f  77  aus  diesen  Formeln,  etwa  indem  wir  die 
zweite  nach  «,  die  dritte  nach  y differentiiren  und  erstere  von  letzterer 
abziehen,  so  erhalten  wir: 


/'die  du 
Oy 


idu 
<dy 
d e du 


d (die  dv\  d (dir  dx A d (dw  dv\  d (die  dt A 

dt'dy  dx ' U dx'dy  dx  ■ ? dy  du  dz-  U dz  'dx/  dz' 


die  _ 

dy  ' dy  dz ! 
die  de  dv  de 
dy  dy  dy 

Schreiben  wir  die  letzten  beiden  Klammern  in  der  Form 


du  dvdu\  ^ idtrdo  dvov\  / 

di 1 dx  dz  / 'dy  du  du  dz'  ' 


dz  ydy 
die  d ic  d v d «A 

dx  dy  dx  dx  ' 


= 0. 


die 

dy 


dv  | de 
dz  dy 


r 


welche  nach  (89'")  identisch  ist  mit 


du  i d ic  dv\ 

dx  dy  dz  1 

und  fügen 

du  du  du  du 

dy  dz  dy  dx 

hinzu,  so  erhalten  wir: 


di. 


d). 


di. 


di. 


4 - u -z — + v v — 4~  w v /, 

dt  dx  dy  dz 


du 

dx 


du  du 
^-vdZ  = Q- 


Die  ersten  vier  Glieder  geben  die  vollständige  Aenderung,  welche 
für  ein  gegebenes  Massenelement  die  Rotationscomponente  A mit  der 
Zeit  erleidet,  und  wir  können  also,  indem  wir  der  ersten  Gleichung 
zwei  ebenso  abzuleitende  hinzufügen,  das  System  aufstellen: 


di. 

. du 

+ 

du 

+ 

du 

d t 

’ dx 

dy 

v 

dz 

du 

. dv 

+ 

dv 

+ 

de 

dt 

' dx 

dy 

V dz 

dv 

. die 

4- 

die 

4- 

die 

dt 

' dx 

dH 

V v— 

dz 

(90) 


Ein  diesem  äquivalentes  erhält  man,  wenn  man  zu  dem  Aus- 
druck, von  dem  wir  ausgingen, 

dv  die  dv  die 
+ ‘dx  dx 


hinzufügt,  nämlich: 


dx  dx 
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d).  , du  . 

dt  = di  + 


dv  . d w 
dx  V dx’ 


d fi 

dt 


. d v dw 
^ dy  V dy’ 


dv  _ j du 

dt  ~ Kdx 


i dv  i 


dw 

dx 


(90') 


Diese  Formeln  sprechen  einige  fundamentale  Eigenschaften  der 
Wirbelbewegungen  aus,  zu  deren  Ableitung  wir  jetzt  übergehen  wollen. 

Sind  zu  irgend  einer  Zeit  für  ein  Massenelement  der  Flüssigkeit 
alle  drei  Rotationsgeschwindigkeiten  gleich  Null,  so  sind  es  auch  seine 
Rotationsbeschleunigungen;  hieraus  folgt  aber,  dass  die  Rotations- 
geschwindigkeiten in  diesem  Falle  überhaupt  immer  gleich  Null  bleiben. 
Denn  eine  Aenderung  dieses  Werthes  würde  eben  eine  von  Null  ver- 
schiedene Beschleunigung  verlangen. 

Ein  Massenelement  oder  ein  endliches  Quantum  Flüs- 
sigkeit, welches  zu  irgend  einer  Zeit  nicht  rotirt,  nimmt 
unter  der  Wirkung  von  Kräften,  welche  ein  Potential  haben, 
niemals  eine  Rotationsbewegung  an. 

Hierzu  lässt  sich  noch  ein  speciellerer  Satz  fügen,  der  sogleich 
aus  den  Formeln  (90')  abzulesen  ist. 

Sind  zu  irgend  einer  Zeit  Rotationen  nur  um  eine  Axe, 
z.  B.  die  Z-Axe,  vorhanden  und  findet  die  Bewegung  in  einer 
dazu  normalen  Ebene  statt,  so  behält  ein  jedes  Theilchen 
auch  die  Rotationsgeschwindigkeiten  /.  = ,u  = 0 und  i/  = Const. 
dauernd  bei. 

Sind  beliebige  Rotationen  vorhanden,  so  kann  man  für  jede  Stelle 
x,  ?/,  % nach  den  Betrachtungen  auf  p.  136  und  137  eine  resultirende 
Rotationsgeschwindigkeit  r bilden  durch 

V=  £*  + fi*  + v\  (91) 

welche  in  positivem  Sinn  um  eine  Axe  « stattfindet,  deren  Winkel 
gegen  die  Coordinatenaxen  gegeben  werden  durch 

cos (<z,  x)  = — > cos  («,?/)  = -^- > cos(tf,  z)  — — > (91') 

wenn  r hierin  stets  positiv  gerechnet  wird. 

Nehmen  wir  zu  jedem  x,  y,  % einen  Nachbarpunkt  xl}  yn  der 
auf  der  Richtung  der  Axe  cc  um  eine  Länge  or  entfernt  liegt,  worin  o 
eine  unendlich  kleine  Grösse  bezeichnet,  dann  haben  diese  Nachbar- 
punkte die  resp.  Geschwindigkeiten 
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Vt 


w 


1 


= w + p(;-aT 


du  . du 

+ >lsi  + vdl 


+ 


+ 


)’ 

dv  dv\ 

dw  . dtc\ 
Pä-y+vr*,)' 


denn  pA,  py,  qv  sind  hier  die  relativen  Coordinaten  des  Punktes 
xn  y},  xl  in  Bezug  auf  x,  y,  x. 

Obiges  ist  aber  nach  (90)  identisch  mit 

dk  du  dv 

u1  = u + qj-,  v^v  + e-^,  w^w  + p—, 
woraus  folgt: 

(w,  — u ) dt  = p dk,  (vx  — v)  dt  — (>  dy,  (w>,  — w)  dt  = p dv. 

Hierin  stehen  links  die  Aenderungen,  welche  die  Projectionen  der 
Entfernung  zwischen  den  Punkten  xn  yn  xt  und  x , y,  x , rechts  die- 
jenigen, welche  die  Projection  der  Länge  or  während  dt  erleidet; 
dass  beide  gleiche  Werth  e haben,  sagt  aus,  dass  die  beiden  Punkte^ 
welche  anfangs  auf  der  Richtung  der  Rotationsaxe  lagen,  nach  deren 
Verschiebung  wiederum  daraufliegen,  und  dass  ihre  Entfernungen  in 
beiden  Zuständen  den  jedes  Mal  stattfindenden  Rotationsgeschwindig- 
keiten proportional  sind. 

Führen  wir  den  Namen  der  Wirbellinie  für  eine  Curve  ein,  die 
an  jeder  Stelle  in  die  Richtung  der  dortigen  Rotationsaxe  fällt,  so  er-  * 
giebt  sich  aus  dem  Vorstehenden  der  weitere  Satz: 

Eine  jede  Wirbellinie  geht  dauernd  durch  dieselben 
Flüssigkeitstheilchen;  bei  einer  Bewegung  ändert  sich  die 
Rotationsgeschwindigkeit  für  jedes  Linienelement  in  dem- 
selben Verhältniss  wie  der  Abstand  zweier  auf  demselben 
befindlichen  Flüssigkeitstheilchen. 

Als  Wirbelfaden  bezeichnen  wir  eine  Röhre,  welche  erfüllt 
wird  von  den  Wirbellinien,  die  durch  die  Punkte  einer  unendlich 
kleinen  Fläche  gehen  und  denen  demgemäss  sehr  nahe  gleiche  Rota- 
tionsgeschwindigkeit entspricht. 

Da  nach  unserer  Annahme  jedes  Massentheilchen  seine  Dichte 
ungeändert  beibehalten  soll,  so  kann  das  Volumen  des  Abschnittes 
eines  Wirbelfadens,  welcher  immer  dieselben  Theilchen  enthält,  während 
der  Bewegung  nicht  variiren.  Die  Rücksicht  auf  den  vorigen  Satz 
ergiebt  daher  das  Resultat. 

Für  jede  Stelle  eines  Wirbelfadens  bleibt  das  Product 
aus  Querschnitt  und  Rotationsgeschwindigkeit  während  der 
Bewegung  constant. 
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Multipliciren  wir  endlich  die  aus  (89)  folgende  identische  Be- 
ziehung 


öA 

dx 


+ 


+ — = 0 


dy  dx 


(92) 


mit  dem  Raumelement  dk  an  der  Stelle  x}  y , x und  integriren  über 
einen  beliebigen  Raum  k , innerhalb  dessen  die  Rotationsgeschwindig- 
keiten stetige  Functionen  der  Coordinaten  sind,  so  erhalten  wir  durch 
Anwendung  des  Hülfssatzes  (22): 


J (A  cos  (n,  x)  + fi  cos  ( n , y)  + v cos  (w,  x)')  do  — 0,  (92') 

(o) 

das  Integral  ausgedehnt  über  die  Oberfläche  des  Raumes  k,  was  sich 
unter  Rücksicht  auf  (91)  und  (91')  auch  schreibt: 


fr  cos  (<z,  n)  do  — 0.  (92") 

(O) 

Wählen  wir  als  Raumtheil  k den  zwischen  zwei  normalen  Quer- 
schnitten qx  und  qt  liegenden  Theil  eines  Wirbelfadens,  so  verschwinden 
im  Integral  alle  Theile,  die  sich  auf  die  Mantelfläche  beziehen,  denn 
für  jene  ist  cos(«,  n)  — 0,  da  dort  die  Normale  n senkrecht  zur  Rota- 
tionsaxe  steht.  Von  den  beiden  Querschnitten  ql  und  qt  giebt  der 
eine  den  Betrag  qxTlf  der  andere  — da  für  den  einen  die  Nor- 
male in  die  Rotationsaxe  fällt,  für  den  andern  ihr  entgegengesetzt 
liegt.  Demgemäss  resultirt 

g.r^y.r,,  (92'") 

wTas  sich,  da  beide  Querschnitte  in  demselben  Wirbelfaden  aber  ganz 
beliebig  liegen,  in  folgendem  Satz  ausspricht: 

Für  alle  Stellen  eines  Wirbelfadens  hat  zu  gegebener 
Zeit  das  Product  aus  der  Grösse  des  Querschnittes  in  die 
Rotationsgeschwindigkeit  denselben  Werth. 

Hieraus  folgt,  dass  kein  Wirbelfaden  innerhalb  der  Flüssigkeit 
endigen  kann,  denn  verschwinden  kann  die  Rotationsgeschwindigkeit 
nach  Vorstehendem  in  einem  solchen  nur,  wenn  sein  Querschnitt  un- 
endlich wird;  die  Wirbelfäden  müssen  also  entweder  in  sich  zurück- 
laufen oder  aber  in  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  endigen. 

Für  einen  geschlossenen  Wirbel  faden  gilt,  falls  man  das  Integral 
über  den  von  dem  Wirbelfaden  eingenommenen  Raum  erstreckt,  die 
Beziehung: 

J Xdk  — J fxdk  = J v dk  — 0;  (93) 

(*)  (*)  (*) 

denn  man  kann  z.  B.  das  erste  Integral  schreiben: 


/ 


qr  COS  ( 5 , x)  ds1 
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wo  nun  nach  dem  letzten  Satz  qr  längs  des  Fadens  constant  ist,  also 
vor  das  Integral  gezogen  werden  kann; 


J cos  («,  x ) ds 


ist  aber  ersichtlich  für  jede  geschlossene  Curve  gleich  Null.  Nennt 
man  das  Product  aus  dem  Volumenelement  in  die  ihm  zugehörige 
Kotationsgeschwindigkeit  um  eine  Coordinatenaxe  das  Rotations- 
moment dieses  Volumens  um  die  betreffende  Richtung,  so  kann  man 
also  sagen: 


Das  Rotationsmoment  eines  geschlossenen  Wirbelfadens 
ist  um  jede  Axe  gleich  Null. 

II.  Specielle  Fälle  von  Wirbelbewegungen  kann  man,  wie  oben 
solche  von  Potentialbewegungen,  dadurch  bilden,  dass  man  innerhalb 
einer  unendlichen  Flüssigkeit  die  Wirbelcomponenten,  soweit  die 
Bedingung 


dX 

dx 


+ §£  + ^ = o 

o y o 'v 


(94) 


dies  gestattet,  willkürlich  festsetzt  und  die  Geschwindigkeiten  aufsucht, 
welche  ihnen  entsprechen.  Es  ist  hierzu  die  Integration  der  Glei- 
chungen (89),  unter  Rücksicht  auf  die  Bedingung 


du 

bx 


£■  + ~ = o. 

o u ö« 


erforderlich;  ist  dieselbe  durchgeführt,  so  kann  dann  jedes  System  von 
Stromlinien  in  eine  starre  Begrenzung  der  Flüssigkeit  verwandelt 
werden. 

Jene  Gleichungen  lassen  sich  auf  bekannte  Formen  reduciren, 
durch  die  Einführung  von  drei  neuen  Functionen  U,  V,  IV,  welche 
wir  Wirbelfunctionen  nennen  wollen;  dies  geschieht  durch  die 
Substitutionen 


dir  er  _ dLl  _ 

dy  dx  1 ~ dx  dx 


dV  _dU 
dx  dy 


(94') 


welche  der  letzten  Bedingung  identisch  genügen.  Die  erste  der  Glei- 
chungen (89)  wird  nach  Einsetzung  dieser  Werthe: 


o;  _ dlv  _ _ d2E_  J_  d'W  _ ö (du  ^ dV  dW\  _ . 

dxdy  dy"  dx 3 dxdx  dx  \ ö o;  1 dy  eG*  / 
fügt  man  also  den  obigen  Formeln  noch  die  Bedingung 


dU 

dx 


+ 


ÖV 

dy 


ew 

ri  -v 


= 0 


(94") 


zu,  so  ergeben  sich  für  die  Wirbelfunctionen  die  Gleichungen 


AU  = - 21,  AV  = - 2 fi,  AW  = - 2v.  . (94'") 
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Diese  Bedingungen  allein  bestimmen  die  U,  V,  W nicht  voll- 
ständig, lassen  also  unendlich  viele  Lösungen  zu. 

Hat  man  ein  ihnen  entsprechendes  System  U,  V,  Jfr  gefunden,  so 
sind  dadurch  auch  die  Strömungen  in  dem  Zeitpunkt,  für  welchen  die 
fij  v gelten,  bestimmt.  Die  Veränderung  des  Svstemes  mit  der  Zeit 
lässt  sich  nach  dem  System  (90)  oder  bequemer  nach  den  im  Vor- 
stehenden daraus  abgeleiteten  Sätzen,  welche  jenes  ersetzen,  beurtheilen. 
Da  die  Wirbelfaden  immer  aus  denselben  Theilchen  gebildet  werden, 
so  geben  die  gefundenen  u,  v.  w mit  der  Bewegung  der  letzteren  zu- 
gleich die  der  ersteren;  mit  der  Veränderung  der  Länge  der  Fäden 
hängt  dabei  die  der  Rotationsgeschwindigkeit  zusammen. 

Aus  den  gefundenen  u,  v,  w ist  endlich  nach  (89')  der  Werth 
von  (0+77)  zu  bestimmen,  welcher  ihnen  entspricht  und  daraus  bei 
gegebenem  äussern  Potential  0 das  Gesetz  des  Druckes  in  der  mit 
Wirbeln  erfüllten  Flüssigkeit.  Die  Gleichungen  (89'),  mit  den  Factoren 
<lx,  dy,  dz  zusammengenommen,  müssen  auch  auf  der  linken  Seite  ein 
vollständiges  Differential  nach  den  Coordinaten  geben,  wenn  man  die 
Beziehungen  (90)  oder  (90')  benutzt;  es  ist  aber  nicht  möglich,  das 
Integral  in  U,  V,  IV  allgemein  auszudrücken. 

Die  Behandlung  der  obigen  Gleichungen  ist  nur  in  wenigen  Fällen 
mit  elementaren  Mitteln  durchführbar. 

Ein  besonders  einfacher  Fall  möge  allen  übrigen  vorausgeschickt 
werden.  Ist  im  ganzen  Raum  A = y = 0,  v = q,  d.  h.  constant,  so 
kann  man  dem  genügen  durch 

U = V = 0,  W=-±(x'+y'),  (95) 

woraus  folgt 

u = — qy,  v = + qx,  w = 0.  (95') 

Diese  Werthe  stellen  eine  Bewegung  dar,  bei  welcher  die  ganze 
Flüssigkeit  wie  ein  starrer  Körper  um  die,  übrigens  willkürliche,  Z- Axe 
rotirt;  eine  solche  Bewegung  erfüllt  also  den  ganzen  Raum  mit 
parallelen  Wirbelfäden  constanter  Rotationsgeschwindigkeit. 

Weiter  wollen  wir  uns  auf  solche  Fälle  beschränken,  bei  welchen 
A,  ft,  v proportional  mit  einem  Differentialquotienten  von  1 jr  oder  le, 
d.  h.  von  dem  Newton’schen  oder  logarithmischen  Potential,  nach 
einer  Coordinate  sind,  wobei,  wie  früher,  stets 

x’  + y'  + z * = r,  x + y = e 

gesetzt  ist. 

Hier  kann  man  leicht  Lösungen  finden  mit  Hülfe  einiger  Be- 
ziehungen, die  aus  den  Fundamentalgleichungen 

A W = 0,  Ä {le)  = 0 
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folgen.  Man  erhält  nämlich  leicht: 


ebenso 

J- (*/«)- 2 !£,  A'iyle) 
und  hieraus  durch  Differentiation  auch 


(96) 

(96) 


u.  s.  f.,  ebenso 


(96") 


Von  diesen  Beziehungen  werden  wir  vielfachen  Gebrauch  machen. 
1.  Der  Gleichung  (94)  zu  genügen  machen  wir  den  Ansatz: 

d—  d — 

x = n~dJ’  ** nlF’  v = 0’  (97) 

was  identisch  ist  mit 


l = 


v = 0. 


Diese  Werthe  zeigen,  dass  der  ganze  Raum  erfüllt  ist  mit  Wirbel- 
fäden in  der  Form  von  Kreisringen  parallel  der  XY- Ebene,  deren 
Centra  auf  der  Z-Axe  liegen.  Die  Rotationsgeschwindigkeit  r ist  durch 


* _ (g*  + yr) 

> 1 


d.  h. 


r = 


ne 

7* 


f 


gegeben;  r verschwindet  also  im  Unendlichen  und  wird  unendlich  im 
Coordinatenanfang,  der  deshalb  ausserhalb  der  Flüssigkeit  liegen  muss. 
Die  Gleichungen  (94'")  lauten  unter  Benutzung  von  (97): 

d—  d — 

AU=-2n-^,  JF=  + 2 n-/-,  AW  = 0; 

dy  ox 

man  gewinnt  nach  (96)  Lösungen,  welche,  wie  erforderlich,  auch  (94") 
genügen,  wenn  man  setzt 

U=-^,  + ^,  W=  0;  (97') 

demgemäss  liefert  (94')  die  Endresultate: 
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Da  u : v — x : y ist,  liegen  alle  Stromeurven  in  Ebenen  durch  die 
Z- Axe;  ihre  Gestalt  bestimmt  sich  aus  der  Differentialgleichung 


oder 


ex  dx 
r3 


0 


ex  dx  — [e2  + 2x *)  de  — 0, 


worin  wieder  e2  — x2  + y%  r2  = e2  + x2  ist. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  e und  setzt  e*  = ij,  x 2 
so  folgt: 


i)d£  — {7}  + 2 C)di}  = 0, 

was  durch  Division  mit  rf  integrabel  wird  und  auf 

r?  ^ 2 tj  2 

oder  auf 


(97'") 


als  Gleichung  der  Stromlinien  führt. 

Diese  Curven  schneiden  wegen  des  Werthes  von  dejdx  sämmt- 
lich  denselben  Radiusvector  unter  dem  gleichen  Winkel,  sie  besitzen 
einen  Wendepunkt  für  efx  = ± ]/2  und  sind  für  —^2<e\x<  + ]/2 
convex  gegen  die  Z-  Axe,  ausserhalb  dieser  Grenze  concav. 

Bilden  wir  die  Componente  q der  Geschwindigkeit  nach  dem 
Radiusvector  r,  so  erhalten  wir: 


o 


N 


ux  + vy  + wx 
r 


Dies  zeigt,  dass  eine  Kugelfläche  vom  Radius  R diese  Flüssigkeits- 
bewegung begrenzen  kann,  wenn  man  sie  mit  der  Geschwindigkeit 


parallel  der  Z- Axe  verschiebt;  denn  unter  diesen  Umständen  erhält 
jedes  Oberflächentheilchen  die  angegebene  Normalgeschwindigkeit  p. 

Wir  haben  hierdurch  also  eine  zweite  Bewegung  einer 
im  Unendlichen  ruhenden  Flüssigkeit  erhalten,  welche  durch 
eine  mit  beliebiger  Geschwindigkeit  geradlinig  fortschrei- 
tende Kugel  begrenzt  werden  kann. 
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2.  Ein  anderer  Ansatz  für  y,  v,  der  (94)  genügt,  ist: 


l 

r 


1 ” qdxdxf 


as— 

r 


ö2 


v — q 


(98) 


1 dxdy  " 7 ds  ö* 

die  Wirbellinien  sind  die  orthogonalen  Trajectorien  des  Systemes  der 
Flächen  6(1  jr)jdx  = c,  welche  oben  p.  351  besprochen  sind.  Aus 


den  Gleichungen 


AU  = - 2 q 
schlossen  wir: 


d1  — 
r 

dx  dx 


Jr— 


& 


AW  = - 2 q 


dx  dx 


g± 


r=-g 


Sy 


ir=  -Q--  + 2-^; 

dx  r 7 


(98') 


dabei  ist  in  W das  Glied  2 q/r,  welches  in  A W verschwindet,  zugefügt, 
um  der  Gleichung  (94")  zu  genügen;  die  ersten  Glieder  geben  näm- 
lich, in  AW  eingesetzt,  nach  (90)  den  Werth  — 2q  d (1  fr)! dz,  und 
dieser  ist  zu  Null  zu  ergänzen.  Die  eigenthümliche  Form  der  U,  V , TF 
lässt  in  u,  vt  w nur  das  Glied  2 qjr  übrig  bleiben,  und  man  erhält  so 

„ l 


«1 
r 


«=  + 2q-L.=  -*J£ 


= 


«o  = 0;  (98") 


dy  r3  'J  dx 

die  Bewegung  der  Flüssigkeit  geschieht  in  Kreisbahnen  um  die  Z-Axe, 
und  zwar  so,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  gleich  2 q/r,  also  nur 
von  r abhängig  ist,  im  Unendlichen  verschwindet  und  im  Coordinaten- 
anfang  unendlich  wird. 

Man  kann  demnach  die  nach  (98")  bewegte  Flüssigkeit 
durch  eine  beliebige  Rotationsfläche  um  die  Z-Axe,  welche 
den  Coordinatenanfang  umseliliesst,  begrenzen. 

3.  Weiter  setzen  wir 


. _ ^ die  _ qy 
' ~ qJy  ~ 


/'  = 


d le 
~~  q~dx 


qx 


v = 0. 


(99) 


was  Wirbelfäden  in  Form  von  Kreisen  um  die  Z-  Axe  ergiebt,  und 
folgern  daraus  gemäss  (96'): 


U=  — qylc.  F = + qxle,  IF  = 0 
und 

w = v = 0,  w = q(2le  + 1).  (99') 

Wir  haben  hier  also  den  Fall  einer  im  ganzen  unend- 
lichen Raum  parallel  der  Z- Axe  stattfindenden  Strömung, 
welche  trotzdem  eine  reine  Wirbelbewegung  darstellt;  w wird 
in  der  Z-  Axe  unendlich,  diese  ist  also  durch  irgend  eine  sie  um- 
schliessende  Cylinderfläche  auszuschliessen. 


Digitized  by  Google 


4?  33.  Potentialbewegungen  mit  Wirbeln  coinbinirt. 


381 


4.  Endlich  sei  noch 


1 = 


P = 


es  liegen  also  die  Wirbelfaden  parallel  mit  e. 
nach  (96'),  um  auch  (94"')  zu  erfüllen, 


v = 0;  (109) 

Wir  sehliessen  daraus 


U=  — qxle,  V = — qyle , W — qz(2le  -f  1)  -f-  F(x,  y ), 

worin  F der  Gleichung 

A'F=  0 


genügen  muss,  also  z.  B.  F = q le  gesetzt  werden  kann.  Dann  resultirt 


u=  +(2?*  + ?')4>  v=-(2  + W = 0.  (100') 

6 C 

Die  Stromcurven  sind  Kreise  um  die  Z-  Axe  in  Ebenen  parallel 
zur  ZF- Ebene. 

Wir  haben  hier  eine  Wirbelbewegung,  bei  welcher 
Wirbel-  und  Stromlinien  in  derselben  Ebene  liegen. 


§ 38.  Mechanik  idealer  Flüssigkeiten;  Potentialbewegungen 
in  Folge  von  Wirbeln;  combinirte  Bewegungen. 

Wir  haben  uns  im  vorigen  Abschnitt  ausschliesslich  mit  solchen 
Wirbelbewegungen  beschäftigt,  bei  denen  die  Rotationsgeschwindigkeit 
im  Endlichen  überall  von  Null  verschieden,  also  der  ganze  Raum  mit 
Wirbelfäden  erfüllt  war.  Wie  aber  früher  schon  bemerkt,  ist  dies 
nicht  der  einzig  mögliche  Fall,  und  wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Be- 
trachtung von  Vorgängen,  wo  die  Wirbel  auf  abgeschlossene  Räume, 
hauptsächlich  auf  einzelne  unendlich  feine  Fäden  beschränkt  sind. 

I.  Ausserhalb  des  von  Wirbeln  erfüllten  Raumes  gelten  nach 
(94")  und  (94'")  die  Formeln 

JU=0,  AV  = 0,  AW  = 0,  + + (101) 

als  die  Bedingungen  für  die  durch  die  Wirbel  erzeugte  Potential- 
bewegung. 

Das  Problem  der  letzteren  hat,  zumal  wenn  man  die  Wirbel- 
räume unendlich  klein  denkt,  eine  grosse  Aehnlichkeit  mit  dem  einer 
durch  Quellen  und  Senken  erzeugten  Potentialbewegung.  U,  Vf  W erfül- 
len jede  für  sich  die  Hauptgleichung  des  Geschwindigkeitspotentiales  (p , 
und  man  möchte  daher  vermuthen,  dass  man  unmittelbar  die  früher 
benutzten  Lösungen  für  (p  hierher  übertragen  könnte.  Um  dies  weiter 
zu  übersehen,  integriren  wir  die  Gleichungen  (94"')  über  den  von 
Wirbeln  erfüllten  Raum  k und  erhalten  leicht  unter  Benutzung  unseres 
Hülfssatzes  (22'): 
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f£‘l0  = -2fUk’  /£-*>  — Sf.ik,  001) 

(o)  (k)  (o)  (k)  (o)  (k) 

worin  o die  Oberfläche  des  Raumes  k und  n die  äussere  Normale 
bezeichnet. 

Ist  der  Raum  k rings  von  Flüssigkeit,  umgeben,  reicht  er  also 
nirgends  an  die  Oberfläche  und  ist  er  demgemäss  nur  mit  ge- 
schlossenen Wirbelfaden  erfüllt,  so  wird  dies  System  nach  (93)  zu: 


(101") 


Wählt  man  also  für  U , F,  W Geschwindigkeitspotentiale,  wodurch 
die  vorstehenden  Integrale  die  Bedeutung  der  durch  o hindureh- 
strömenden  Volumina  erhalten,  so  müssen  innerhalb  o Quellen  liegen, 
welche  zusammen  die  Ergiebigkeit  Null  haben.  Solches  leisten  für 
unendlich  kleine  Räume  k nach  p.  351  die  Quellpaare,  für  deren 
Geschwindigkeitspotential  wir  in  (65)  die  Form 


».L 

r 


ff  = — ma  = — 

7 da  Arr 


M 9~ 
Ma  r 


4 n da 


erhalten  haben,  vorausgesetzt,  dass  M die  Ergiebigkeit  und  a den  Ab- 
stand der  beiden  Quellen  bezeichnete,  und  der  Differentialquotient  in 
der  Richtung  von  der  negativen  zur  positiven  Quelle  genommen  wurde. 

Mittelst  solcher  Quellpaaren  können  wir  leicht  folgendes  System 
der  T/,  F,  W bilden: 

i 


d 


-U  = C 


— V = A 


dy 

d-~ 

r 

dt 
n 1 


a! 
a — 

- C-jf, 

dx 


(102) 


B- 

- W = B 

dx  dy 


welches  mit  der  Gleichung  (94")  in  Uebereinstimmung  ist  und  unter 
Rücksicht  auf  die  Beziehung  A (1/r)  = 0 die  Form  annimmt: 


falls 


dx 


r = , 

dy 


ir= 

dt 


d — 

“ f = A äF  + 11 


1 


(102') 


dy 


d — 

- + °tt 


Setzt  man 

A = rn  a cos  (at  .t),  B — in  a!  COS  (a,  ?/),  C = in  a cos  (a,  z), 
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so  giebt  dies: 

a — 

<p ma'  ~ , (102") 

und  man  erkennt,  dass  unsere  Verfügung  uns  zu  der  früheren  Flüssig- 
keitsbewegung zurückführt.  Darin  liegt  der  folgende  auch  direct  ein- 
leuchtende Satz: 

Ein  Quellpaar  ist  für  Punkte  in  endlicher  Entfernung 
jederzeit  äquivalent  mit  einem  unendlich  kleinen  ebenen 
Wirbelring,  dessen  Axe  mit  derjenigen  des  Paares  zu- 
sammenfällt. 

Während  die  Verwendung  des  Newton’schen  Potentiales  von  ein- 
fachen oder  Doppelpunkten  auf  die  durch  abgeschlossene  Wirbel  hervor- 
gebrachte Potentialbewegung  uns  nicht  zur  Kenntniss  neuer  und 
characteristischer  Erscheinungen  geführt  hat,  liefert  das  logarithmische 
Potential  deren  eine  grosse  Zahl. 

"Wir  betrachten  dazu  eine  von  zwei  der  XY-  Ebene  parallelen  Ebenen 
begrenzte  unendliche  Flüssigkeit,  welche  sich  so  bewegt,  dass  w — 0 ist 
und  u,  v von  z unabhängig  sind.  In  einer  solchen  sind  nur  Wirbel- 
fäden parallel  der  Z- Axe  vorhanden,  denn  es  ist  A = fi  = 0 und  v nur 
eine  Function  von  x und  ?/;  wir  genügen  demgemäss  den  Gleichungen 
(94')  bis  (94'"),  indem  wir  U = V = 0 und  W gleich  einer  Function 
von  x und  y setzen.  Es  bleiben  sonach  nur  folgende  Bedingungen  übrig. 

Für  jede  Stelle  der  X Y- Ebene  ausserhalb  des  von  Wirbeln  er- 
füllten Flächenstückes  f muss  gelten: 

& w fl*  w 

TF  + 17-0»  d-  h-  ^'W-0,  (103) 

und  falls  man  die  Grenze  von  f mit  $ bezeichnet  und  unter  v die 
dem  Flächenelement  df  entsprechende  Rotationsgeschwindigkeit  versteht, 


fj!rd‘  = -2fvdf=-2v'< 

(*)  (/) 

wobei  v die  Abkürzung  des  Flächenintegrales  ist,  welches 
Rotationsmoment  entspricht. 

Die  Strömungsgeschwindigkeiten  sind 


u = 


d \V 
dy  ’ 


die  Gleichung  der  Strömungslinien  ist  wegen 


w = 0, 


(103') 
hier  dem 


(103") 


dx\dy  = uw, 

was  hier  identisch  ist  mit 


fl  Tr 
dx 


dx  + 


fl  ir 

dy 


dy  = 0, 
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allgemein  angebbar  und  lautet: 

W=c'.  (103'") 

Das  der  Bewegung  entsprechende  Geschwindigkeitspotential  ff  er- 
hält man  durch  Integration  der  Gleichung: 


öW  . dW  . . 

(l  x — -5-—  dy  = dtp . 


dy 


Ox 


(103"") 


Besteht  f nur  aus  einer  Anzahl  von  unendlich  kleinen  Flächen- 
stucken fh , d.  h.  sind  nur  discrete,  unendlich  dünne  Wirbelfaden  vor- 
handen, so  giebt  das  negative  logarithmische  Potential 

W — — 2 mh  l?h  (1 04) 

h 

einer  auf  jedem  fh  liegenden  Masse  mh  eine  Lösung,  wenn  man  gemäss 
dem  Umstand,  dass  2v  an  Stelle  der  Ergiebigkeit  einer  Quelle  steht, 

«>„  = -j  (104') 

setzt. 

Die  Strömungslinien,  d.  h.  die  Curven  constanter  Werthe  von  W 
lassen  sich  in  einfachen  Fällen  leicht  discutiren.  Für  einen  Wirbel- 
faden sind  es  Kreise  um  den  Ort  des  Fadens  als  Mittelpunkt,  für 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  Wirbelfaden  sind  es  Kreise,  welche 
das  System  der  durch  die  beiden  Wirbel  zu  legenden  orthogonal 
schneiden,  für  zwei  gleiche  sind  es  Cassini’sche  Curven. 

Bildet  man  nach  (103"")  das  zu  dem  obigen  W gehörige  Ge- 
schwindigkeitspotential, so  gelangt  man  zu  der  Form 

_ da  — dtp, 

worin  a die  auf  p.  357  so  bezeichnete  Summe  bedeutet.  Daher  er- 
halten wir  unter  Weglassung  einer  Integrationsconstanten : 

- a = - 2 m"  arcto  (firfr)  = — 2 m>‘  ft»  = <f>  (104  ') 

und  können  sogleich  den  Satz  aussprechen: 

Die  Probleme  punktförmiger  Quellen  und  einzelner 
Wirbelfäden  in  der  unendlichen  Ebene  sind  insofern  reciprok 
zu  einander,  als,  wenn  man  die  Quellen  so  mit  Wirbelfäden 
vertauscht,  dass  die  Ergiebigkeit  der  ersteren  und  die  Rota- 
tionsmomente  der  letzteren  einander  proportional  sind,  die 
Potentialcurven  des  einen  Systemes  zusammenfallen  mit  den 
Stromcurven  des  andern  und  umgekehrt. 

Für  ein  Paar  von  Wirbelfaden  von  entgegengesetzt  gleichem 
Rotationsmoment  vl  = nm1  und  einem  unendlich  kleinen  Abstand  cr„ 
den  wir  positiv  von  dem  negativ  zum  positiv  rotirenden  Faden  rechnen, 
haben  wir: 
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T r=-OT,0l|j*  (105) 

zu  setzen,  was,  im  Falle  das  Paar  an  der  Stelle  y der  Y-Axe  liegt 
und  seine  Axe  ax  in  die  + Y-Richtung  fällt,  wird  zu: 


ir=  + m,a, 


dU_ 

dy 


= + 


»*,  a,  (y  — y’\ 


(105') 


Das  ihm  entsprechende  Geschwindigkeitspotential  fulgt  aus  (103"") 


gemäss: 

{& le  , 

dHe 

-f 

U" 

dx  dy 

dies  führt  wegen 

d*le 

d'  le 

dy* 

dx * 

sogleich  zu: 

9 


— m,  ax 


d le 
dx 


mxax 

r 


COS  fr. 


(105") 


Vergleicht  man  dies  mit  der  Formel  (74')  und  berücksichtigt  die 
Bedeutung  von  ma  dort  und  m,a,  hier,  so  erkennt  man  den  Satz: 
Bei  Bewegungen  in  der  unendlichen  Ebene  ist  ein 
Wirbelpaar  mit  einem  normal  dazu  liegenden  Quellpaar 
äquivalent,  wenn  das  Product  aus  der  Axenlänge  in  das 
Rotationsmoment  für  das  Erstere  gleich  ist  dem  halben  Pro- 
duct aus  der  Axenlänge  in  die  Ergiebigkeit  für  das  Letztere. 

Da  in  einem  unendlich  dünnen  Wirbelfaden  bei  einem  end- 
lichen Werth  des  Rotationsmomentes  v die  Rotationsgeschwindigkeit 
unendlich  wird,  so  kann  ein  solcher  Faden,  streng  genommen,  in 
Wirklichkeit  nicht  existiren,  und  es  ist,  um  ein  endliches  Rotations- 
moment zu  geben,  auch  ein  endlicher  Querschnitt  erforderlich.  Man 
kann  aber  die  obigen,  wie  auch  die  folgenden  Sätze  als  eine  An- 
näherung betrachten,  die  den  Vorgang  bei  dem  möglichen  Falle  end- 
licher Querschnitte  der  Wirbelfäden  um  so  genauer  wiedergiebt,  je 
weiter  die  betrachtete  Stelle  von  dem  Wirbelfaden  abliegt. 

II.  Aus  dem  Werthe  (104) 

W — -^£m„leh 

h 

folgen  die  Geschwindigkeiten  an  jeder  Stelle 


ii  — 


?/- 


Cu 


y>, 

- > 


V 


x - Xu 


i •*' 


zu  welchen  jeder  einzelne  Wirbelfaden  einen  Antheil 


— mh 


y- Vu 
e,r 


und 


+ mh 


x- X,, 
Cu 


beiträgt.  Dies  ergiebt  wegen  mh  = vh'l n den  Satz: 

Voigt,  Eiern.  Mechanik. 
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Ein  Flüssigkeitstheilclien  erhält  von  einem  jeden  gerad- 
linigen Wirbelfaden  eine  Geschwindigkeit  mitgetheilt,  welche 
normal  zu  dessen  Abstand  und  im  Sinne  von  dessen  Rota- 
tionsrichtung  liegt,  und  mit  dessen  Rotationsmoment  v,,' 
direct,  mit  der  Entfernung  eh  indirect  proportional  ist. 

Wir  betrachten  nun  die  Punkte  x,  y eines  um  den  Wirbelfaden 
?nk  an  der  Stelle  xk,  yk  construirten  unendlich  kleinen  Bereiches  und 
schreiben  für  dieselben  die  obigen  Formeln: 


(«*)  = - - (//  — ?a) 

(».)=  + (*“*) 


2^5- 
u e>‘S 

•sr^  mh 


v.1  (Vk-y,,) 

— >j  mh  . — > 

* 

"SP  (%k~%h) 

+ 2jm"  -TT-' 
i,  Wi  A 


Hierin  beziehen  sich  die  Summen  auf  alle  Werthe  von  & mit 
Ausnahme  von  = /.;,  und  es  ist 


«**  — («  — a*)s  + (?/  — ?/*)*,  = (a*  — <r*)’  + {>/„  — 2/a)*, 

da  in  letzterem  Ausdruck  das  unendlich  kleine  (a?  — ac*)  resp.  iy  — yk) 
neben  dem  endlichen  (.r,,  — .r<)  resp.  (//,,  — yk)  vernachlässigt  werden  kann. 

Die  ersten  Glieder  in  den  Werthen  von  (m*)  und  (vk)  geben  eine 
Rotation  des  Bereiches  um  mk  mit  einer  vom  Abstand  ek  abhängigen 
Geschwindigkeit,  die  zweiten  eine  Rotation  mit  constant-er  Geschwin- 
digkeit. Die  dritten  enthalten  x und  y nicht  und  stellen  daher  eine 
parallele  Verschiebung  des  Bereiches  dar,  deren  Geschwindigkeit  die 
Oomponenten  hat 


uk  = 


V— — y 


e„k‘ 


M ^ Hh  (Xk  - Ofc) 

Vi  + • * 


e-hk 


(100) 


und  zu  der  ein  jeder  Wirbelfaden,  mit  Ausnahme  von  mk  selbst,  einen 
A nt  heil  giebt. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  ein  Wirbelfaden  an  der 
Stelle  xk,  yk  von  einem  andern  an  der  Stelle  xh,  yh  Trans- 
lationsgeschwindigkeiten mitgetheilt  erhält  von  den  Be- 


trägen 


,,  _ (yk-y„) 

M'kU  — — M'h — » > 

e„k 


, (xk  — X,,) 
Vkh  •—  + — J 1 

e,,k 


worin  nmu  — vk  das  Rotationsmoment  des  Fadens  an 
Steile  xu,  y,,  bezeichnet. 

Diese  Geschwindigkeiten  geben  eine  Resultante  Vkh 
der  Grösse 


der 

von 


deren  Richtung  normal  zu  der  Verbindungslinie  ehk  und  im 
Sinne  der  Rotation  von  mh  liegt. 
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Wir  haben  demgemäss,  um  die  gesammte  wirklich  stattfindende 
Bewegung  unter  alleiniger  Einwirkung  von  Wirbelfäden  zu  erhalten, 
in  dem  Ansatz 

W = — 2 1 0* 

h 

die  Massenpunkte  mh  mit  den  Geschwindigkeiten  uh,  vh  parallel  den 
Coordinatenaxen  bewegt  und  eh  auch  von  diesen  bewegten  Punkten 
gerechnet  zu  denken. 

Ueber  die  Bewegung  der  Wirbel  faden  lassen  sich  noch  einige 
allgemeine  Gesetze  angeben. 

Multiplicirt  man  die  obigen  Gleichungen  (106)  mit  mk  und  summirt 
sie  über  alle  Wirbelfaden  mhf  so  ergiebt  sich,  da  in  der  Summe  jedes 
Glied  von  der  Form  mhmk  (xk  — x,)je„k  resp.  mhmk{yk  — y,)/ehk  zweimal 
mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  vorkommt: 

2«ia  = 0,  ^rtikvk  — 0.  (106') 

k k 

Der  Schwerpunkt  der  supponirten  Massenpunkte,  den 
man  passend  den  Wirbelmittelpunkt  nennen  kann,  bleibt  an 
seinem  Ort. 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  (10G)  mit  mkvk,  zieht  sie 
von  der  mit  mkuk  multiplicirten  zweiten  ab  und  bildet  die  Summe 
über  alle  mk,  so  erhält  man:  . 

2 2 (®*  Cv*  - y>)  + (**  - *>))  = 

k h 7 

was  sich  auch  schreiben  lässt: 


^2  ^7^  ((v* — v>‘)  — Vh)  + (w*  — Uh)  {xk  — xk)) 


daraus  folgt  durch  Integration,  da 


ist: 


^■mhmklehk  — c. 

hk 


(106”) 


Das  logarithmische  Potential  der  Wechselwirkung  zwi- 
schen den  supponirten  Massen  bleibt  bei  der  Bewegung 
constant. 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  (106)  mit  mkxk,  die  zweite  mit 
mkyk , addirt.  sie  und  bildet  die  Summe  über  alle  mk , so  erhält  man: 


V mk  {xkuk  + ykvk)  = — 2 m V ~r  fe  (/A  — Vf)  — ?A  (?k  — xh)) 

k k U e>‘>‘ 

= - 2 “7-  ((-r*  - x»)  (y*  - y>)  - (2a  - y>)  (**  - *»)) = o. 

25* 
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Hieraus  folgt  durch  Integration,  indem  man  xk  yk  = ek  setzt 
und  berücksichtigt,  dass  die  Entfernung  ek  von  dem  ganz  beliebigen 
Coordinatenanfang  gerechnet  ist: 

2 (106"') 
k 

Das  Trägheitsmoment  der  supponirten  Massen  um  eine 
beliebige  Axe  normal  zur  XF-Ebene  ist  constant, 

Multiplicirt  man  endlich  die  erste  Gleichung  (106)  mit  mkyL, 
die  zweite  mit  ?nkxL,  subtrahirt  und  bildet  die  Summe  über  alle  mk, 
so  resultirt: 

2 {xkvk  - ykuk)  = (xkfa  — + ?/*(?/*  — yh)) 

k k h e'-k  ' 

= +2  (fa  - x»Y  + (?a  - y>Y) 

hk  hk 

oder  nach  der  Bedeutung  von  eUk  und  unter  Einführung  der  Flächen- 
geschwindigkeit i2k  um  den  willkürlichen  Coordinatenanfang: 

•2  2 mk  L2k  = + 2 rrb,mk.  (106"") 

k hk 

Die  doppelte  Summe  der  Flächenmomente  der  suppo- 
nirten Massen  um  eine  beliebige  Axe  ist  gleich  der  Summe 
über  die  Combinationen  aller  dieser  Massen  zu  je  zwei. 

Sind  nur  zwei  Wirbelfäden  vorhanden,  so  lässt  sich  deren  Be- 
wegung auf  Grund  der  vorstehenden  Sätze  leicht  angeben. 

Nach  (106')  können  sie  nur  um  ihren  ruhenden  Schwerpunkt 
rotiren,  nach  (106")  bleibt  ihre  gegenseitige  Entfernung,  und  daher 
auch  die  jedes  einzelnen  von  ihrem  Schwerpunkt  constant.  Wählen 
wir  diesen  Punkt  zum  Coordinatenanfang,  so  ergiebt  (106""),  dass  die 
Kotationsgeschwindigkeit  constant  ist;  Formel  (106"')  enthält  bei  nur 
zwei  Fäden  kein  neues  Resultat. 

Nehmen  wir  zunächst  zwei  Fäden  mit  gleicher  Rotationsrichtung, 
also  auch  gleichem  Vorzeichen  von  m,  dann  liegt  der  Schwerpunkt 
zwischen  den  beiden  Punkten;  nennt  man  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Verbindungslinie  elt=e  um  den  Schwerpunkt  r<>,  die  Entfernungen 
der  supponirten  Massen  ml  und  mt  vom  Schwerpunkt  resp.  e,  und  et7 
so  liefert  die  letzte  Gleichung  das  Resultat: 

(m,c,2  + M*e»*)  (o  = m,mt. 

Nun  ist  nach  der  Delinition  des  Schwerpunktes 

_ e m.;  _ ew, 

1 t/i,  + w,  2 m,  + w, 

und  daraus  folgt: 

m,  4-  mt 

e: 
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Besitzen  die  beiden  Wirbelfäden  entgegengesetzte  Rotationsrich- 
tung, so  sind  die  supponirten  Massen  von  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen; ihr  Schwerpunkt  fällt  ausserhalb  ihrer  Verbindungslinie  und 
rückt  um  so  weiter  nach  dem  Unendlichen  hin,  je  mehr  sie  gleiche 
absolute  Werthe  erhalten.  Die  Rotation  verwandelt  sich  also  für  zwei 
entgegengesetzt  gleiche  Wirbelfäden  in  eine  geradlinige  Fortschreitung 
mit  der  Geschwindigkeit  V — m/ 2e.  — 

III.  Allgemeinere  Bewegungen,  als  bisher  betrachtet,  erhalten  wir 
durch  Superposition  von  Potential- und  Wirbelbewegungen;  die  hierdurch 
resultirenden  nennen  wir  eombinirte  Flüssigkeitsbewegungen. 
Ks  lässt  sich  zeigen,  was  wir  hier  aber  unterlassen  müssen,  dass  diese 
combinirten  Bewegungen  die  allgemeinsten  überhaupt  möglichen  dar- 
stellen. In  Bezug  auf  sie  ist  ganz  allgemein  Folgendes  zu  bemerken. 

Die  Continuitätsbedingung  (89'")  ist  in  u , v,  w homogen  linear; 
sie  wird  also  stets  erfüllt,  wenn,  wie  bei  der  combinirten  Bewegung, 
u , v,  w je  gleich  einer  Summe  von  Theilen  sind,  die  einzeln  dieser 
Bedingung  genügen. 

Die  Gleichungen  (89')  sind  in  u,  v,  w und  ihren  Differential- 
quotienten nicht  homogen  linear;  also  tritt,  wenn  wir  u,  v,  w aus 
einer  Potential-  und  einer  Wirbelbewegung  combiniren,  in  ihnen  auf 
der  rechten  Seite  ein  anderer  Werth  (</>-}- 77)  auf,  als  die  Summe 
der  den  beiden  Theilen  entsprechenden  Ausdrücke  ergiebt;  die  Super- 
position der  Geschwindigkeiten  hat  also  nicht  eine  Superposition  der 
äussern  Kräfte  und  der  inneni  Drucke  zur  Folge.  Dies  findet  viel- 
mehr nur  dann  statt,  wenn  die  Geschwindigkeiten  n,  v , w und  ihre 
Differentialquotienten  so  klein  sind,  dass  man  die  Glieder,  welche  ihre 
Producte  enthalten,  gegen  die  übrigen  vernachlässigen  kann,  ln  diesem 
speciellen  Falle  wird  aus  (89'): 

du  d ((P  4-  II)  dv  _ di'P  + Il)  dto  d(<l>  + II) 

dt  ~~  dx  7 dt  ~ dy  7 dt  ~ dx  7 

und  dies  zeigt,  dass  dann  die  eombinirte  Bewegung  entweder  ein  Ge- 
schwindigkeitspotential besitzen  oder  aber  stationär  sein  muss ; im 
letzteren  Falle  ist  dann  0 + 77  im  ganzen  Raume  constant. 

Der  allgemeinste  Ansatz  für  eine  eombinirte  Bewegung  wird  nach 
(57')  und  (94')  lauten 


d tp 

+ 

dW 

dV 

dx 

dy 

dx  ’ 

dtp 

dU 

d w 

" dy 

dx 

dx  7 

dtp 

+ 

dV 

dü 

~ dx 

dx 

dy  ’ 

(107) 
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worin,  wenn  die  Dichtigkeit  constant  ist  und  wenn  die  Wirbelcom- 
ponenten  überall  gegeben  sind,  nach  (62),  (94")  und  (94'")  cp , U,  V,  IV 
folgenden  Bedingungen  zu  genügen  haben: 


Arp  = 0, 


AU  = —21,  AV=-  2/u, 


dU  . dV  dlV 
dx  ' dy  dx 


AW  = — 2v, 

(107') 


Sind  die  Wirbeloomponenten  nicht  gegeben,  so  halten  U,  V,  W 
nur  die  letzte  Gleichung  zu  erfüllen  und  sind  im  Uebrigen  willkür- 
lich, wenn  die  Flüssigkeit  unbegrenzt  ist;  im  andern  Fall  bestimmen 
sie  sich  durch  die  Grenzbedingungen. 

Wir  betrachten  schliesslich  noch  ein  einfaches  Beispiel  für  die 
combinirte  Bewegung. 

Auf  p.  3T9  haben  wir  gesehen,  dass 


, v xx 

n — -\ — ~r~  ’ 


, n ijx 

v = + -fr* 


w — -f-  n 


(?  + r) 


eine  Wirbelbewegung  darstellt,  welche  von  einer  mit  der  Geschwin- 
digkeit Q'  parallel  der  Z-Axe  fortschreitenden  Kugel  vom  Radius  R 
begrenzt  werden  kann,  wenn  man 

12  'R 


n — 


setzt. 


Dagegen  stellen  nach  p.  353  die  aus  (p  — folgenden 

Componenten 


, 8 <7 xx  , Ha  ux 

U = 4 1 V = 4 -y-  > 

I r->  r* 


w 


= - V ('  - £) 


eine  Potentialbewegung  von  der  analogen  Eigenschaft  dar,  wenn 

SIR * 


Q = 


2 


ist. 


Combinirt  man  diese  beiden  Bewegungen,  indem  man  £2  = — £2' 
oder  q — — n A,s  setzt,  so  erhält  man  durch 


11  XX 


v = 


nyx 

r* 


w 


eine  sehr  eigen thümliche  Bewegung  gegeben,  welche  im  Unendlichen 
verschwindet  und  durch  eine  ruhende  Kugelfläche  vom  Radius  R be- 
grenzt werden  kann,  denn  die  Gesehwindigkeitscomponente  o parallel 
dem  Radius  erhält  den  Werth: 

2 nx  i , R'\ 

0 = -.-1 =•  * 
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Für  eine  zur  gegebenen  concentrisclie  Kugel  vom  Radius 


wird 


R'=  R\ 3 


u — 0,  v = 0, 


w 


4 n 

Ä|/3*’ 


die  »Stromcurven,  welche  jene  Kugel  schneiden,  liegen  also  in  derselben 
der  Z-  Axe  parallel. 

Einige  andere  combinirte  Flüssigkeitsbewegungen  werden  wir  in 
den  beiden  nächsten  Abschnitten  behandeln. 


§ 34.  Mechanik  reibender  Flüssigkeiten;  Potential-  und  Wirbel- 
bewegung; Strömung  in  Spalten  und  Röhren. 

Die  Mechanik  idealer  Flüssigkeiten  oder  die  gewöhnliche  Hydro- 
dynamik bot  zu  den  in  den  ersten  Abschnitten  dieses  Theiles  ange- 
stellten  allgemeinen  Betrachtungen  nur  ein  sehr  specielles  Beispiel, 
insofern  die  gemachten  Voraussetzungen  allein  Druckkräfte  zuliessen, 
welche  stets  normal  zu  dem  Flächenelement  stehen,  gegen  welches 
sie  wirken.  Anders  verhalten  sich  die  wirklichen  Flüssigkeiten. 

Beginnt  ein  mit  einer  solchen  gefülltes  Gefass,  das  die  Gestalt 
einer  Rotationsfläche  hat,  sich  um  seine  Axe  zu  drehen,  so  bemerken 
wir,  dass  die  Flüssigkeit  allmählig  an  der  Bewegung  mehr  und  mehr 
Theil  nimmt;  die  äussem  Schichten  werden  von  dem  Gefäss,  die  innern 
von  den  äussern  mitgeführt.  Hört  die  Rotation  des  Getasses  plötzlich 
auf,  so  kommt  die  Flüssigkeit  von  den  äussern  zu  den  innern  Schichten 
fortschreitend  ebenfalls  allmählig  zur  Ruhe. 

Dieser  einfache  Vorgang  zeigt,  dass  bei  den  wirklichen  Flüssig- 
keiten noch  andere  Druckkräfte  vorhanden  sind,  als  die  bisher  be- 
trachteten, und  dass  dieselben  auch  tangentiale  Componenten  ergeben. 
Wir  bezeichnen  diese  innern  Kräfte  mit  dem  Namen  der  Flüssig- 
keitsreibung und  wenden  uns  nunmehr  ihrer  Betrachtung  zu. 

I.  Die  Flüssigkeitsreibung  ist  eine  Kraft,  welche  nur 
auftritt,  wenn  innerhalb  der  Flüssigkeit  Geschwindigkeits- 
differenzen vorhanden  sind;  sie  ist  unmerklich,  wenn  sich  die 
Flüssigkeit  wie  ein  starrer  Körper  bewegt,  also  auch  wenn  sie  ruht. 
Dies  ist  dadurch  erwiesen,  dass  sich  alle  Gesetze  der  gewöhnlichen 
Hydrostatik  mit  der  Beobachtung  an  reibenden  Flüssigkeiten  voll- 
ständig in  Uebereinstimmung  ergeben  haben. 

Die  Gesetze  der  Flüssigkeitsreibung  durch  das  Experiment  aufzu- 
suchen, wie  das  für  die  Reibung  zwischen  starren  Körpern  möglich 
war,  verbietet  sich  durch  die  grosse  Complication  der  maassgebenden 
Verhältnisse.  In  diesem,  wie  in  ähnlichen  Fällen  entwickelt  man  die 
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Theorie  aus  einem  System  von  Annahmen,  welche  nach  Wahrschein- 
lichkeit gewählt  werden,  und  prüft  dieselben  durch  die  Vergleichung 
specieller  von  der  Theorie  gelieferter  Folgerungen  mit  der  Beobachtung. 

Von  solchen  Annahmen  legen  wir  folgende  zwei  der  Theorie  der 
Flüssigkeitsreibung  zu  Grunde. 

1.  Die  Ursachen  der  Flüssigkeitsreibung  sind  moleculare 
Wirkungen,  daher  hängen  die  innerhalb  eines  unendlich  kleinen  Be- 
reiches B erregten  Druckkräfte  nur  von  dem  Zustande  dieses  Bereiches 
ab.  Jede  Bewegung  eines  nichtstarren  Körpers  stellt  sich  nun,  wie 
wir  im  ersten  Abschnitt  dieses  Theiles  gesehen  haben,  innerhalb  des 
Bereiches  B als  die  Superposition  einer  parallelen  Verschiebung,  einer 
Drehung  und  einer  Dehnung  nach  drei  zu  einander  normalen  Rich- 
tungen dar.  Da  nach  dem  Vorausgeschickten  eine  Reibung  im  Innern 
einer  als  Ganzes  bewegten  Flüssigkeit  nicht  stattfindet,  so  können  die 
ersten  beiden  Antheile  einen  Einfluss  auf  die  Reibung  nicht  besitzen. 
Da  ferner  im  Ruhezustände  keine  innere  Reibung  auftritt,  so  können 
nicht  die  absoluten  Werthe  der  Deformationen,  sondern  nur  ihre 
Acnderungen  mit  der  Zeit,  die  Deformationsgeschwindigkeiten, 
deren  Grösse  bestimmen. 

Die  Defomiationsgesclnvindigkeiten  innerhalb  des  Bereiches  B zer- 
legen sich  nach  dem  Inhalt  von  § 20  in  die  Geschwindigkeiten  der 
Axendehnungen: 


du  , Sr 
dI~Xx'  dy  ~ Vy  ’ 

und  die  der  Axenwinkeländerungen: 


die 

dx 


dv  die  _ , die  du  , 

dx  ' dy  ~ 1,3  ’ dx  + dx  ~ ’ 


du 

dy 


4- 


dv 

dx 


— x 


y j 


von  diesen  Grössen  allein  müssen  also  nach  dem  Vorstehenden  auch 
die  von  der  innern  Reibung  herrührenden  Druckkräfte  abhängen. 

Auf  die  Art  der  Abhängigkeit  der  letzteren  von  den  ersteren 
bezieht  sich  die  zweite  Annahme,  die  wir  vorausschicken. 

2.  Die  Druckcomponenten  der  Flüssigkeitsreibung  sind 
lineare  Functionen  der  Deformationsgeschwindigkeiten. 

Das  hypothetische  dieser  Festsetzung  leuchtet  ein,  wenn  man  be- 
denkt, dass  die  Deformationsgeschwindigkeiten  keineswegs  unendlich 
kleine  Grössen  sind  und  es  demnach  von  vornherein  keineswegs  er- 
laubt. ist,  eine  Reihenentwickelung  der  Druckcomponenten  nach  Potenzen 
jener  Unabhängigen  mit  den  niedrigsten  Gliedern  abzubrechen.  In- 
dessen wird  die  gemachte  Annahme  in  jedem  Falle  um  so  näher  er- 
füllt sein,  je  kleiner  die  vorkommenden  Deformationsgeschwindigkeiten 
sind,  und  die  abzuleitenden  Resultate  werden,  selbst  wenn  sie  sich 
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unter  Umständen  nicht  bewähren  sollten,  als  Grenzwerthe,  denen  man 
bei  kleinen  Geschwindigkeiten  sich  nähert,  Bedeutung  behalten. 

Ueberdies  ist  ersichtlich,  dass  von  den  nächsten  Gliedern  einer 
Reihenentwickelung  erst  diejenigen  dritter  Ordnung  in  Betracht 
kommen  würden , weil  die  zweiter  nicht  mit  dem  Vorzeichen  der 
Dilatationsgeschwindigkeiten  das  ihrige  umkehren;  die  Annäherung 
erscheint  hierdurch  also  noch  bedeutender. 

Da  sechs  Deformationsgeschwindigkeiten  und  sechs  Druckeom- 
ponenten  vorhanden  sind,  so  wird  die  allgemeinste  homogene  lineare 
Beziehung  zwischen  beiden  36  Constanten  enthalten.  Diese  Anzahl  re- 
ducirt  sich  aber  durch  folgende  Ueberlegung  sogleich  auf  neun. 

Wir  haben  im  ersten  Abschnitt  dieses  Theiles  gezeigt,  dass  für 
jedes  System  von  Deformationen  innerhalb  des  unendlich  kleinen  Be- 
reiches B ein  Coordinatensystem  Xn,  Y°,  Z\  das  sogenannte  Haupt- 
dilatationsaxen system,  existirt,  in  Bezug  auf  welches  die  Winkel- 
änderungen  y,n , zx}  x°  und  demnach  auch  ihre  Geschwindigkeiten 
(.V*°)>  (**7,  M'  verschwinden,  womit  zusammenhing,  dass  die  Defor- 
mationen sich  symmetrisch  um  dieses  Axensystem  gruppirten.  Wir 
haben  in  dem  zweiten  Abschnitt  für  ein  beliebiges  System  von  Span- 
nungen innerhalb  des  Bereiches  B ein  Axensystem  X*,  Y,°,  Z ,°  kennen 
gelernt,  das  System  der  Hauptdruckaxen,  in  Bezug  auf  welches 
die  tangentialen  Druckcomponenten  Y,°,  Zx°,  X„°  verschwanden,  womit 
zusammenhing,  dass  die  erregten  Spannungen  sich  symmetrisch  um 
dieses  System  ordneten. 

Haben  wir  eine  Flüssigkeit  vor  uns,  bei  welcher  jede  Richtung 
physikalisch  gleich werthig  ist,  so  muss  für  jedes  System  von  Defor- 
mationsgeschwindigkeiten und  dadurch  hervorgerufenen  Druckkräften 
nach  Symmetrie  das  Hauptdilatations-  und  das  Hauptdmckaxensystem 
nothwendig  zusammenfallen. 

Dies  giebt  die  Folgerung,  dass  bei  Einführung  dieses  Ooordinaten- 
systemes  X°,  Y°,  Z"  nur  drei  lineäre  Relationen  mit  drei  Unabhängigen 
aufzustellen  sind,  welche  also  nur  neun  Constanten  enthalten.  Wir 

schreiben  sie,  indem  wir  den  von  der  Geschwindigkeit  unabhängigen 

Theil  der  Druckkräfte,  der  bei  verschwindender  Reibung  allein  übrig 
bleibt,  mit  ph  bezeichnet,  hinzufügen: 

X*  = p,  - (a„  (xx0)'  + a„  (y,;)'  + ai3  (z.0)'), 

Yy  = Pt  — («»(a?*0)'  + an  (yf)'  + «m  (**•)')>  (108') 

z»  =Pz—  («„  {xjy  + an  (y;)'  + aS3  (s,0)'), 

wobei  das  negative  Vorzeichen  ausdrückt,  dass  bei  positiven  Werthen  ahk 
die  Kräfte  den  Deformationen  entgegenwirken. 

Diese  Formeln  vereinfachen  sich  noch  sehr,  wenn  wir  benutzen, 
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dass  die  drei  Coordinatenaxen  untereinander  gleichwertige  Richtungen 
sind,  und  dass  demgemäss  eine  Vertauschung  der  Coordinaten  die  Glei- 
chungen nicht  ändern  darf.  Denn  ein  System  (1)  von  Deformations- 
geschwindigkeiten, welches  gegen  das  System  X,  Y,  Z ebenso  liegt, 
wie  ein  System  (II)  gegen  das  System  Y,  Z,  X,  muss  auf  ein  System 
(!')  von  Drucken  führen,  welches  sich  in  dem  Axensystem  XYZ  ebenso 
ausdrückt,  als  das  durch  (II)  erregte  System  Drucke  (11')  in  dem 
Axensystem  Y,  Z,  X. 

Hieraus  folgt,  dass  zwischen  den  neun  Constanten  ahk  und  den 
drei  ph  die  Beziehungen  stattfinden  müssen: 

au  = a„  = nM  = 2a  + a',  pt  = pt  = pt  = p, 

— Öji  — ö|3  — = (ln  — CI  , 


worin  p,  a und  a neue  Bezeichnungen  sind.  Die  Formeln  (108) 
werden  hierdurch,  wenn  man  noch  die  Abkürzung  ?7-'  für  die  Ge- 
schwindigkeit der  räumlichen  Dilatation  einführt,  also 


+ jr  + ~sr  = 

ox  dy  ax 

setzt* 

X;=V-  (2a(*,7+  «WO» 
y;  = p-  (2a  M'  + a{,ry)t 
z.°  = p - (2rt(^°)'  + a(/ry). 


(108") 

(108"') 


Indess  setzen  diese  Gleichungen  ein  eigenartiges  Axensystem  vor- 
aus, das  weder  im  Voraus  bekannt,  noch  selbst  innerhalb  der  ganzen 
betrachteten  Flüssigkeit  von  gleicher  Lage  ist,  da  es  ja  nur  durch 
deren  Verhalten  innerhalb  des  Bereiches  B der  Stelle  x , y,  % definirt  ist. 
Für  die  Anwendung  müssen  daher  die  obigen  Formeln  (108'")  noch 
auf  ein  beliebiges  Coordinatensystem  transformirt  werden  und  zwar 
in  ihren  beiden  Seiten. 

Dies  geschieht  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  Formeln  (17)  und  (36), 
wenn  man  darin  benutzt,  dass  für  das  System  X°,  Y°,  Zn  sowohl 


W,  M,  M'  als  r.#,  z*,  x; 


verschwinden,  und  dass  &'  in  allen  rechtwinkligen  Coordinatensystemen 
sich  in  derselben  Form  ausdrückt.  Man  erhält  so  als  schliessliches 
Resultat: 


Xx  = p — (2 axx'  + a &'), 

Yv  = p — (2  ay’  + a &')> 

Zt  = p — (2 axj  + a &')j 

I J = dH*  J YjX  ==  (1%X  , Xy  = dXy  . 


(109) 


Die  beiden  Constanten  a und  a heissen  die  Reibungscoeflicienten 
der  Flüssigkeit;  beachtet  man  die  Dimensionen  der  Druckcomponenten 
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nach  (19'")  lind  der  Deformationsgeschwindigkeiten  nach  (108),  so 
findet  man  für  ihre  Dimension  den  Werth: 


[a]  — [a']  — [in  l ' t *]. 

Ist  die  reibende  Flüssigkeit  incompressibel,  also  auch  t9-'=0,  so 
hängt  ihre  Bewegung  nur  von  a allein  ab. 

Setzt  man  die  erhaltenen  Resultate  in  die  Bewegungsgleichungen 
(25)  ein,  so  erhält  man  folgendes  System: 

du  v dp  . . , / , '\dö' 

*äi  = eX~e^  + aJu+(a+a)'^S, 

*57  = er“l| + aJv  +(a+a')^r  (uo> 

dw  fy  dp.  . , , , ,.d&' 

e7r=eZ--£  + aAw  + (a+a,)-^. 


Zu  diesen  Formeln  tritt  noch  weiter,  als  für  jeden  Punkt  im 
Innern  der  Flüssigkeit  geltend,  das  Gesetz,  welchem  die  Dichtigkeit  € 
folgt,  also  im  Falle  dieselbe  nur  eine  Function  des  Druckes  ist,  die 
Gleichung: 

e = F(p),  oder  f-?  = 11,  (110  ) 

ferner  die  Gleichung  der  Continuität: 


du 

dx 


dv  dw  1 de  n 

+ §y+  a*  +7d7  = 0 


oder 


,r  + I = ü. 

e dt 


(110") 


II.  Die  Bedingungen  für  die  Oberfläche  der  Flüssigkeit 
bilden  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass  dieselbe  von  einer  zweiten 
Flüssigkeit  begrenzt  wird;  dieser  Fall  umschliesst  den  einer  festen 
Wand,  wie  auch  den,  dass  die  Grenze  den  Abschluss  gegen  ein  Gas  oder 
den  leeren  Raum  hin  bildet.  Haben  die  Elemente  der  beiden  Flüssig- 
keiten ( h ) und  (k)  an  der  Stelle  x,  y , * die  Geschwindigkeitscomponenten 
uh,  vh,  wh  und  uh  vk,  wk}  so  folgt  aus  (18")  zunächst  die  Gleichung 


{uh  — uk)  cos  {n,  x)  4-  (v„  — vk)  cos  (n,  y ) -f  (wh  — wk)  cos  (n,  z)  = 0.  (111) 

Weiter  kommen  die  in  (27')  enthaltenen  Bedingungen  für  die 
Druckkräfte  zur  Anwendung,  und  zwar  einmal  für  ein  Volumenelement 
innerhalb  der  Flüssigkeit  ( h ),  einmal  für  eines  innerhalb  (k). 

Flüssigkeiten,  welche  innere  Reibung  besitzen,  reiben  sich  auch 
an  einander  oder  an  einer  festen  Wand;  in  Folge  dessen  wirken  in 
der  Grenze  zwei  Kräfte,  welche  den  Theilen  der  Xx...  oben  in  (109) 
entsprechen,  ein  normaler  Drucke*  und  eine  Reibungskraft  RHk,  welche 
man  in  Analogie  zu  der  Reibung  zwischen  zwei  starren  Körpern  der 
relativen  Geschwindigkeit  entgegen  wirkend  an  nimmt.  Die  relative 
Geschwindigkeit  Vhk  von  ( h ) gegen  (&)  hat  die  Componenten 


Uh  — Uk,  Vk  — Vky  IV  h — LVk 
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und  demnach  eine  resultirende  Grosse 


vhk  = ]/  (i/h  — uky  + (v„  — vky  + (wh  — w*.)*; 

demgemäss  hat  die  Reibung  Rhk,  welche  die  Flüssigkeit  (//)  erfährt, 
die  Componenten 

r>  M*  - «*■  ,,  tCh-  Wk 

— -'Oa- — y — ‘Hk — ~ > — -'Oi* -= ’ 

I hk  Vhk  Vhk 

und  Analoges  gilt  für  die  auf  (/.)  wirkende.  Daher  folgen  aus  den 
Gleichungen  (27')  die  Systeme: 

(A'„),  +ylloos(«„,  *)  - «,»"*  = - = 0, 

t hk 


( 1 n)h  4*  Pi>k  cos  (/Oi,  //)  — lihk  — == — 


(4)„  -|-  J?h k cos  (tih , :;•)  — Ri,k  — — " 


(X)4  4-  y>**cosK,  *)  - Rkh~~Uh 


v 

‘ hk 
— V 
Vhk 
i_—  t 


0, 

0; 

0, 


(Hl) 


( 1 n)k  4“  pk  h COS  (//*,  y)  Rkh  — = — - — 6, 

Vkh 

(4)*  4-  Pk»  cos  (%,  ä)  — 74*  — = 0. 

nA  bezeichnet  hierin  die  äussere  Normale  auf  der  Flüssigkeit  (/*), 
ebenso  rc*  auf  (&). 

Nach  dem  Satz  von  der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung ist  Phk  und  pkh , Rhk  und  Rkh,  und  nach  ihrer  Definition  Vhk 
und  Vkh  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet;  die  Summe  der  ent- 
sprechenden Formeln  beider  Systeme  führt  also  auf  (27)  zurück. 

Die  Reibung  in  der  Grenze  verschwindet  nach  der  Beobachtung 
im  Zustande  der  Ruhe,  sie  muss  also  eine  Function  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit Vhk  sein,  und  die  einfachste  Annahme,  welche  obenein 
der  über  die  innere  Reibung  gemachten  entspricht,  ist  die,  sie  mit  Vhk 
proportional  zu  setzen.  Schreiben  wir  demgemäss 

Rhk  = äVhk,  (111") 

so  ist  a,  die  Constante  der  äussern  Reibung,  eine  nur  von  der 
Natur  der  beiden  zusammentreffenden  Körper  abhängige  Grösse;  ihre 
Dimension  ist  nach  den  Beziehungen,  durch  welche  sie  eingeführt  ist: 

[o]  = [m/- *<— *]. 

Tritt  an  Stelle  der  Flüssigkeit  (k)  ein  fester  Körper,  so  wollen 
wir  für  dessen  Geschwindigkeitscomponenten  im  Oberflächenelement  do 
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die  Bezeichnung  uk , vk , wk , für  diejenigen  der  Flüssigkeit  u,  v,  w 
beibehalten;  die  Kräfte,  welche  die  Flächeneinheit  des  Körpers  seitens 
der  Flüssigkeit  erfahrt,  seien  A,  Y,  Z,  wo  dann  also  nach  (27'): 

x=-  (A,)*,  Y = - ( Yn)k,  Z = - {Zn)k 

ist;  A»,  Y„,  Zn  seien  die  Drucke  in  der  Flüssigkeit. 

Dann  folgern  wir  aus  den  Gleichungen  (111)  bis  (111")  die  Be- 
dingungen: 

(u  — uK)  cos  (n,  x)  + (v  — vk ) cos  (»,  y)  -f-  {w  — wk)  cos  (»,  z)  = 0,  (11 2) 

A = + Ar„  = — pk  cos  («,  x)  + a (u  — uk), 

y = + Y»  — — 2h  cos  {n,  y)  + a(v  — vk),  (1 1 2') 

Z = + ZH  = — pk  cos  (n,  z)  -f  a (w  — wk) . 

Hierin  bezeichnet  n die  äussere  Normale  auf  der  Flüssigkeit; 
nehmen  wir  dazu  eine  Richtung  s parallel  der  relativen  Geschwindig- 
keit Vk  der  Flüssigkeit  gegen  den  Körper  und  eine  Richtung  l normal 
zu  diesen  beiden  und  bezeichnen  die  auf  sie  bezogenen  Kraftcomponenten 
resp.  mit  N,  S,  L und  N„,  Sn , Ln , so  erhalten  wir  aus  (112')  mit 
Hülfe  der  Factoren  cos  (n,  x),  cos  (n,  y),  cos  (n,  z)  und  cos  (s,  x), 
cos (s,  y),  cos (5,  z)  und  cos(/,  x),  cos cos(l,  z)  die  Gleichungen: 

N=NU=  -pk,  S=SH=  +aVkj  L=  L„  = 0,  (112") 

deren  Richtigkeit  sofort  einleuchtet. 

Beachtet  man  die  Werthe  der  Componenten  Ax...  nach  (109) 
und  bezeichnet  mit  n,',  l,'  dieselben  Ausdrücke  für  das  System 

Ar,  S,  L,  die  für  das  System  X,  Y,  Z durch  xj,  yj , zj  gegeben  sind, 
so  erhält  man  auch: 

N=j-2a nt  - d = - Jk,  -aiH'=+äVk,  L=  -a//= 0;  (112'") 

diese  Formeln  sind  unter  Umständen  für  die  Anwendung  bequemer, 
als  die  ursprünglichen  (112'). 

Bezüglich  der  Reibung  der  Flüssigkeit  gegen  den  festen  Körper, 
der  sogenannten  äussern  Reibung,  haben  zwei  extreme  Fälle  besondere 
Bedeutung. 

Ist  die  Constante  a ausserordentlich  gross,  so  erfordern  die  vor- 
stehenden Gleichungen  sehr  kleine  Werthe  von  Vk,  bei  unendlichem  a 
muss  Vk  verschwinden  und  daher  die  dem  Körper  benachbarte  Flüssigkeit 
sich  vollständig  mit  diesem  bewegen,  ihn,  wie  man  sagt,  „benetzen“. 

Dies  geschieht  in  den  bei  Weitem  meisten  Fällen,  wo  sich  Flüssig- 
keiten in  Berührung  mit  festen  Körpern  befinden,  und  wo  man  Ur- 
sache hat,  das  als  nicht  streng  stattfindend  anzunehmen,  zeigen  die 
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weiter  unten  zu  besprechenden  Beobachtungsmethoden  eine  so  nahe 
Erfüllung  dieser  Bedingung,  dass  man  an  Stelle  der  Gleichung  (112) 
fast  immer  die  einfachere  Form  der  Grenzbedingungen 

u = ukf  v = vk,  w = wk  (1 13) 

benutzen  kann. 

Die  Kräfte,  welche  der  Körper  seitens  der  Flüssigkeit  erfährt, 
bestimmen  sich  nach  (112'"): 

N = p-  2 an,,'  - a fr',  S = - asj,  L = 0;  (11 3') 

ähnlich , aber  complicirter  für  ein  beliebiges  Coordinatensystem 
nach  (112'):  __  _ _ 

X = X„,  Y=Yn,  Z=Zm.  (113") 

Ein  zweiter  extremer  Fall  ist  der,  dass  die  äussere  Reibung, 
also  a,  unendlich  klein  ist;  dann  bleibt  Gleichung  (112)  bestehen, 
aber  in  (112"')  wird  ausser  L auch  S gleich  Null,  der  begrenzende 
Körper  erleidet  nur  einen  Normaldruck  seitens  der  Flüssigkeit  und 
umgekehrt. 

Aehnliche  Bedingungen  gelten  in  der  Grenze  gegen  eine  nicht 
reibende  Flüssigkeit,  z.  B.  ein  Gas  oder  gegen  den  leeren  Raum. 

III.  Die  vorstehenden  sehr  allgemeinen  und  complicirten  Glei- 
chungen vereinfachen  sich,  wenn  wir  eine  incompressible  Flüssig- 
keit voraussetzen,  also  fr'  = 0 nehmen,  und  uns  auf  äussere  Kräfte 
beschränken,  die  ein  Potential  </>  haben. 

Dann  wird  aus  den  Gleichungen  (109): 


Xx  = p — 2 ax,',  Yy  = p — 2 ayu',  Z.  — p — 2 ax.\ 

Ym  = — ayt',  Zx  = — azx't  Xv  = — axj, 

aus  (110): 


du 

d{*t>  + 

11) 

+ 

a 

A 

dt 

dx 

e 

A u, 

dv 

d('/'  + 

11) 

a 

dt 

dy 

i 

e 

u i , 

dir 

dl'/'  + 

11) 

+ 

n 

dt  ~~ 

dx 

e 

Aw 

(114) 


(114') 


aus  (110')  und  (110"): 
aus  (112'"): 


77  = — j 


du  dtf  die 

dx  dy  dx 


(114") 


N = p — 2 an,,'  = — pk,  S = - asH'  = + aVk,  L=  — alH'  = Q.  (114'") 

Nachdem  wir  bei  nich treibenden  Flüssigkeiten  eine  so  grosse  Ver- 
einfachung durch  Einführung  eines  Geschwindigkeitspotentiales  erhalten 
haben,  liegt  es  nahe,  zu  fragen,  ob  auch  in  reibenden  Flüssigkeiten 
reine  Potentialbewegungen  möglich  sind. 
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Setzen  wir  also 


dtp 

“ = äi 


dtp 

V — - 

dy 


dtp 

w = 

dz 


und  beachten  die  aus  (114")  folgende  Beziehung 


A (p  = 0, 

so  erkennen  wir,  dass  aus  den  Hauptgleichungen  (114')  bei  Potential- 
bewegungen der  Einfluss  der  innern  Reibung  vollständig  verschwindet 

In  einer  unendlichen  incompressibeln  Flüssigkeit,  die 
mit  beliebigen  Quellen  und  Senken  versehen  ist,  sind  also 
mit  oder  ohne  innere  Reibung  dieselben  Potentialbewegungen 
möglich  und  erfordern  dieselben  äusseren  Kräfte  und  die- 
selbe Vertheilung  des  Druckes. 

An  den  Grenzen  können  wir  mit  dem  Geschwindigkeitspotential 
im  Allgemeinen  nur  einer  Oberflächenbedingung  — z.  B.  der  bei 
festen  Wänden  nach  (112)  stets  geltenden  dtpjdn  — 0 — genügen; 
da  aber  bei  wirkender  Reibung  in  der  Grenze  für  die  Geschwindig- 
keiten drei  von  einander  unabhängige  Gleichungen  zu  erfüllen  sind, 
so  ist  es  im  Allgemeinen  unmöglich,  die  Geschwindigkeiten  durch  ein 
G eschwindigkeitspotential  darzustellen. 

In  einer  begrenzten  reibenden  Flüssigkeit  ist  eine  reine 
Potentialbewegung  im  Allgemeinen  unmöglich. 

Es  werden  daher  in  Folge  der  Reibung  stets  Wirbel  auftreten. 

Bilden  wir  nach  p.  372  die  Gleichungen  für  die  Rotationscom- 
ponenten  X,  p9  v,  so  erhalten  wir  jetzt: 


di l 
dt 


, du  , du  , du  , 


a 

t- 


Al 


t 


dft 

dt 


dv  , die  . dw  , die  . 

-TT  = A -rq b jU  -jä V A~ 

rdy  dz 


dt 


dx 


Die  Wirbelbewegung  hat  also  in  einer  reibenden  Flüssigkeit  auch 
bei  Abwesenheit  einer  Begrenzung  einen  andern  Charakter  als  in  einer 
nicht  reibenden;  speciell  gilt  in  ihr  im  Allgemeinen  nicht  der  funda- 
mentale Satz,  dass  ein  Theilchen,  welches  zu  irgend  einer  Zeit  nicht 
rotirt,  auch  niemals  in  Drehung  geräth. 

Um  von  den  vorstehenden  allgemeinen  Gleichungen  Anwendungen 
auf  bestimmte  Probleme  zu  machen,  die  mit  elementaren  Hülfsmitteln 
durchführbar  sind,  betrachten  wir,  wie  früher,  ihnen  entsprechende 
Bewegungen  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  und  versuchen  sie  dann 
längs  aus  Stromlinien  gebildeten  Flächen  durch  feste  Wände  zu  be- 
grenzen. Für  so  gewählte  Flächen  ist  die  erste  Bedingung  (1 12)  stets 
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erfüllt,  es  handelt  sich  also,  da  pk  an  starren  Flächen  jeden  Werth 
annehmen  kann,  im  Allgemeinen  darum,  noch  zwei  Gleichungen  durch 
die  Geschwindigkeiten  in  der  Grenze  zu  befriedigen. 

Der  einfachste  Fall,  der  die  Reibung  zur  Wirkung  kommen  lässt, 
ist  offenbar  der,  dass  eine  stationäre  Strömung  parallel  einer  Coordi- 
natenaxc  statt, findet.  Setzen  wir 


u = v = 0, 

so  nehmen  die  Gleichungen  (114')  die  Form  an 


n 5(0  + 77) 
0 = — d~  ’ 


o = +JO 


dy  e 

wobei  schon  benutzt  ist,  dass  (114")  liefert: 

dw 


a 5(0+77) 

- A W — r J 


dx 


dz 


= 0. 


(115) 


(115) 


Jede  Cylinderfiäche  parallel  der  Z-Axe  ist  von  Stromlinien  erfüllt, 
kann  also  eine  feststehende  Begrenzung  bilden,  wenn  die  aus  (114"') 
hierfür  folgenden  beiden  Bedingungen  erfüllt  sind: 


dw 

a -jr—  — aw , 
du 


^ = 0 
Bl  ’ 


in  denen  unter  n die  äussere  Normale  auf  der  Begrenzung  und  unter  / 
die  normal  zu  n und  s in  der  Begrenzung  liegende  Richtung  ver- 
standen ist.  Die  letzte  Gleichung  lässt  sich  über  die  Querschnittscurve 
der  Cylinderfiäche  integriren  und  giebt,  verbunden  mit  (115'),  das  Re- 
sultat, dass  die  Geschwindigkeit  längs  der  festen  Wand  einen 
constanten  Werth  haben  muss.  Demnach  kann  man  die  allein 
übrigen  Oberflächenbedingungen  auch  schreiben: 

— a = aw , w — Const  (115") 


Aus  den  ersten  beiden  Gleichungen  (115)  folgt,  dass  (0  -f-  77) 
von  x und  y,  aus  (115'),  dass  w von  £ unabhängig  ist,  die  dritte  Glei- 
chung (115)  kann  also  nur  dadurch  erfüllt  werden,  dass  jedes  Glied 
für  sich  gleich  einer  Constanten  C wird;  sie  reducirt.  sich  daher  auf: 


d (0  + 77) 


(115'") 


Aus  der  ersteren  folgt: 

0 4-/7=  Cx  + C'\  (1 1 G) 

dies  zeigt,  dass  0 und  77  beliebig  gegeben  sein  können,  wenn  nur 
ihre  Summe  eine  lineäre  Function  von  * ist 
Zwei  besonders  einfache  Fälle  sind  folgende, 
a)  Es  wirkt  keine  äussere  Kraft,  0 ist  gleich  Null,  und  es  ist 
der  Druck  p0  und  pt  in  zwei  Querschnitten  *0  und  gegeben;  dann  ist: 
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Po  = « {CZo  + C'),  J)>  = € {Cz,  4-  C), 

also  ' (116') 

q _ 1 p.  - Po  und  • O.  - fi>)*  + 

b)  Es  wirkt  parallel  der  Z-Axe  die  Schwere,  und  im  Querschnitt 
und  hat  der  Druck  den  gleichen  Werth  p„.  Dann  ist  p überall 
= p„  und 

</>  = — gxt  also  C — — rj.  — (116") 


Die  zweite  Gleichung  (115'")  A’w  — Ce/a  kann  in  sehr  verschie- 
dener Weise  erfüllt  werden;  wir  beschranken  uns  auf  einige  Fälle,  in 
denen  sie  sich  in  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  verwandelt. 

Der  einfachste  dieser  Fälle  ist  der,  dass  w von  y unabhängig  ist; 
dann  wird 


d’w 

d? 


eC  , 
— ) also 

a 


(2.  ^ X ’ 


(116'") 


und  die  Geschwindigkeit  in  Ebenen  parallel  der  FZ- Axe  constant. 

Die  hierdurch  gegebene  Bewegung  besteht  aus  einer  Potential- 
bewegung 

w,  = der  ein  Potential  <p  — —{C*%  -+-  G!) 


entspricht,  und  aus  einer  Wirbelbewegung 


= T (f  + c‘x)  ’ 


deren  Wirbelfäden  der  F-Axe  parallel  sind  und  eine  Rotationsgeschwin- 
digkeit 

,*--&*+ c.) 

besitzen. 


Als  Begrenzung  kann  man  zwei  feste  der  FZ-Ebene  parallele 
Wände  z.  B.  in  x = 0 und  x — h wählen,  deren  Reibung  gegen  die 
Flüssigkeit  verschieden  sein  darf;  für  sie  ist  die  letzte  Bedingung  (115") 
durch  den  erhaltenen  Werth  von  w bereits  erfüllt.  Die  erste  Glei- 
chung (115")  liefert,  auf  beide  Wände  angewandt,  die  beiden  Bedin- 
gungen, dass 

für  x — 0 
für  x — h 

sein  muss,  unter  au  und  n , die  betreffenden  äussern  Reibungsconstanten 
verstanden.  Man  erhält  hieraus: 

£ C ( h (x an  + a)  ( 2 a + axk) 

‘ w = i>“  \x = — ~ 

tLa  \ a(a0  + a.)  -f-  h a0  a, 

Voigt,  Klein.  Mechanik.  26 
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In  dem  speciellen  Falle,  dass  beide  Wände  gleichartig  sind,  ist 
a„  — a,  = a,  also 

«,  = £(*•-*(*  + 1)),  (117") 


und  die  Bewegung  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Ebene  x = h/ 2. 

Das  zwischen  diesen  beiden  Wänden  längs  einer  Breite  b aus- 
fiiessende  Flüssigkeitsvolumen  12  findet  sich: 

h 


iv  dx  = 


eC bk*  ( , ßa\ 
-12«  1 ' + ha)  ' 


Die  Constante  C bestimmt  sich  entweder  durch  72  oder  durch  </> 
und  77  gemäss  (11 6X)  und  (116").  Für  die  oben  besprochenen  speciellen 
Fälle  wird: 


12  = + 


Pu-P,  bh3  /1  , 


6a  \ 
ha  j 


resp. 


12  = + eg 


bh £ 
12  a 


Diese  Formeln  können  zur  Berechnung  von  a und  a aus  beob- 
achtetem 72  dienen,  da  man  sie  auf  den  Ausfluss  aus  einem  Rohr 
von  rechteckigem  Querschnitt  an  wenden  kann,  falls  die  eine  Seite  des 
Querschnittes  ( b ) sehr  gross  gegen  die  andere  (h)  ist. 

Ist  a,  = 0,  a0  = a,  so  haben  wir  den  Fall,  dass  die  Ebene  x — h 
keine  Reibung  ausübt,  also  etwa  die  freie  Oberfläche  darstellt,  wenn 
zugleich  p in  ihr  constant  ist.  Es  folgt  dann  aus  (117'): 

*'=;4(*’-2a(*+t));  ei  n 


die  Formel  ist  dieselbe  wie  im  vorigen  Falle,  nur  h mit  2 h vertauscht, 
eine  Thatsache,  deren  Bedeutung  man  sich  leicht  klar  macht.  Die 
Bewegung  lässt  sich  deuten  als  die  Strömung  in  einem  sehr  breiten 
Canal  mit  ebenem,  gegen  die  Horizontale  geneigtem  Boden.  Ist  der 
Neigungswinkel  der  Z-Axe  gleich  a und  die  XZ- Ebene  vertical,  die 
A'-Axe  nach  oben  positiv  angenommen,  so  ist 


damit  nun 
sei,  muss 


= -H  g (a?  cos  u — * sin  cc) ; 

</>  + 77  = G%  + C 

77=  ^ = C'-gx  cos  a,  C — — g sin  « 


sein.  C'  bestimmt  sich  durch  den  Druck  p0  auf  die  freie  Oberfläche, 
sodass  wir  als  Endresultat  erhalten: 


p — p0  -f  eg  (h  — x)  cos  — 
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Die  zweite  Gleichung  (115'") 


A' 

A w = — 
a 


verwandelt  sich  auch  noch  in  dem  Falle  in  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung, dass  w nur  eine  Function  des  Abstandes  e von  der  Z- Axe 
ist  Dann  nimmt  sie  wegen 


dw  x dw 

dx  e de 

dw 
dy  ~ 

y dw 
e de 

d*w 

y 5 dw  x-  d*w 

e*  de  e * de*  1 

d*w 

x1  dw 

dx • 

•0 

II 

e 3 de 

die  Form  an: 

* 

d (e  dw" 

1 dw  d*w 

e de  de * — 

1 ( de) 

1 _ (C 

e de 

a 

+ 


y1  d:  w 
e:  de* 


und  liefert  integrirt,: 

w = ia  ^ + C'le  + 6*)* 

Wiederum  haben  wir  also  eine  Potentialbewegung 


(118) 


(118') 


u\  = - 


(CG , 


vom  Potential  cp  = ~~(CU  -f  C\') 


4 a 


und  eine  Wirbelbewegung 

+ CWe) 

erhalten;  letztere  giebt  kreisförmige  Wirbelfaden  um  die  Z-Axe,  denn 
es  ist: 

- e Cy  ( . Ct  \ (Cx  ( 1 . C,  \ 

;-= + - 4vl1  + WT 

Die  resnltirende  Rotationsgeschwindigkeit  ist 


eOe  1 1 C,  ^ 

T ” iv  \l  + §?■) 


c, 


Die  durch  (118')  gegebene  Bewegung  können  wir  nach  (115") 
durch  zwei  feste  coaxiale  Cy  linderflächen  von  den  Radien  R(  und  Ra 
und  mit  den  Reibungsconstanten  a(  und  a„  begrenzen,  indem  wir  setzen : 


d 


für  e = Ri  -f  = a;Wf 

für  e — Ra  — ad~  — aaw. 

de 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 
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wobei  gesetzt  ist: 


a„  (üilR;  — —j  — di  ( a„lR„  + = n. 


In  dem  speciellen  Falle,  dass  der  innere  Cylinder  verschwindet, 
also  /?,  = 0,  R„  = R ist,  gilt: 

R (2 a + Ra) 
a 


G\  — 0, 


r = — 


Das  während  der  Zeiteinheit  ausfliessende  Volumen  Q bestimmt 
sich  allgemein  zu 

il  = - R?)  + C,(r;(IR;  -\)~  R?(Ut? -I))  + 2C,{R,.,-R’)\;  (118 

in  dem  speciellen  Falle,  dass  Ä,=  0,  R„  = R ist,  findet  sich: 

t>  = ~(w+2cjn, 

und  nach  Einsetzen  des  Werthes  von  C./. 

\ a ) 

Wirkt  nur  eine  Druckdifferenz,  so  ergiebt  dies  nach  (116'): 
p = Ir*  + 4 ?*a\  • 

“ + „ j’ 

wirkt  nur  die  Schwere,  so  folgt  nach  (116"): 

u = n‘9[ir  + 4ß’“V 

8*  \ a ) 


Beobachtungen  über  den  Ausfluss  aus  horizontalen  Röhren,  welche 
ziemlich  lang  gegen  ihren  Querschnitt  sein  müssen,  damit  die  Voraus- 
setzungen, die  oben  gemacht  sind,  der  Wirklichkeit  entsprechen,  sind 
von  Poiseuille  und  Hagen  angestellt  und  haben  Resultate  ergeben, 
die  mit  der  Annahme  a = 00  verträglich  sind,  also  der  einfacheren 
Formel  entsprechen:  • 

negR4 

— * 


§ 35.  Mechanik  reibender  Flüssigkeiten;  Beschränkung  auf 
unendlich  kleine  Geschwindigkeiten. 

I.  Die  Behandlung  der  allgemeinen  Gleichungen  (114')  ist  haupt- 
sächlich deshalb  eine  schwierige,  weil  dieselben  nicht  linear  sind  und 
in  den  Gliedern  zweiten  Grades  die  Geschwindigkeiten  u , v,  w neben 
einander  enthalten,  sodass  eine  Sonderung  der  Unbekannten  unmöglich 
ist.  Wir  umgehen  diese  Schwierigkeit,  wenn  wir  uns  auf  so 
kleine  Geschwindigkeiten  und  Geschwindigkeitsänderungen 
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nach  den  Coordinaten  beschränken,  dass  wir  bis  zu  einem 
gewünschten  Genauigkeitsgrade  die  Producte  udu/dx  u.  s.  f. 
neben  den  in  die  Reibungsconstante  a multiplicirten  linearen 
Gliedern  ad^u/dx*,  . . . vernachlässigen  können. 

Dadurch  erhalten  die  Hauptgleichungen  (114')  die  Form: 


du  d[  '/'  + 77 ) 

dt  dx 

dv  d{<P  + n i 
dt  + dy 
d w d{*P  + II) 

dt  dx 


- Au , 

e 


a , 

“ T Av’ 


(ii  n) 


Wir  können  dieselben  zwar  ohne  Rücksicht  darauf  benutzen,  durch 
welche  Vernachlässigungen  sie  entstanden  sind,  also  auch  innerhalb 
der  Flüssigkeit  Quellpunkte  und  discrete  Wirbelfaden  annehmen,  in 
denen  die  Geschwindigkeiten  unendlich  werden;  aber  für  unser  specielles 
Problem  sind  immer  nur  diejenigen  Bereiche  anwendbar,  innerhalb 
deren  die  stattfindende  Bewegung  die  gemachten  Annahmen  rechtfertigt. 

Tst  die  Bewegung  stationär,  so  erhalten  wir  noch  einfacher 


dl'/'  + II)  a { 

— 

dx  t 


dl'/' + 77)  a . 

— 5-  — = — Ar, 
dy  e 


d('/'+77)  n . 

__  j„.t  (U9) 


dazu  kommt, 


du  dv  , die 

dx  dy  f dx  ~~ 


(11 9") 


Aus  den  Gleichungen  (119')  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  letzte 
(119"): 

A (0  + 77)  = 0.  (120) 

Wir  bemerken,  dass  jede  Potentialbewegung  die  Gleichungen 
(119')  und  (119")  erfüllt,  und  zwar,  was  für  die  Anwendungen  wichtig 
ist,  speciell  (<l>  + 77)  zu  einer  Constanten  macht;  ferner  sehen  wir, 
dass  jede  Wirbelbewegung  ihr  entspricht,  welche  den  Bedingungen 

A).  = 0,  Afi  = 0,  Av  = 0 (120') 

genügt,  und  dass  eine  solche  eine  Veränderlichkeit  von  0 4-  77  mit 
dem  Orte  verlangt. 

Nach  p.  399  haben  Wirbelbewegungen,  welche  den  Bedingungen 
(120')  genügen,  die  Pligenschaft,  dass  jedes  Theilchen  der  Flüssigkeit 
seinen  Rotationszustand  dauernd  beibehält;  es  sind  also  die  bei  nicht 
reibenden  Flüssigkeiten  über  die  Bewegung  von  Wirbelfäden  geltenden 
Sätze  hier  ebenfalls  anzuwenden. 

Da  eine  reine  Potentialbewegung,  wie  wir  oben  gesehen  haben, 
im  Allgemeinen  mit  den  Grenzbedingungen  für  reibende  Flüssigkeiten 
im  Widerspruch  ist,  so  wird  man,  um  die  Möglichkeit  einer  Begrenzung 
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zu  erhalten,  Wirbelbewegungen  allein  oder  mit  Potentialbewegungen 
combinirt  anzunehmen  haben.  Dabei  ist  hervorzuheben,  dass,  weil  die 
Gleichungen  (119')  und  (119")  in  den  u,  v,  iv  und  TI)  homogen 
linear  sind,  die  Combination  mehrerer  Bewegungen,  die  einzeln  ihnen 
genügen,  auf  einen  Werth  0 + 77  führt.,  welcher  ebenfalls  die  Summe 
der  den  einzelnen  Theilen  entsprechenden  ist. 

II.  Die  auf  p.  377  bis  381  betrachteten  Wirbelbewegungen  sind 
sämmtlich  solche,  welche  den  Bedingungen  (120')  entsprechen. 

1.  Der  Ansatz  (98) 


Ö?r 

= q dxdx  ’ 


fl'  ~ q dxdy' 


giebt  nach  p.  380: 


2qy 

U,  = J 


2 qx 

—r' 


1 

(121) 

r 

”■  = » ~s* 

wt=  0, 

(121') 

und  dadurch  eine  Kotation  der  Flüssigkeit  um  die  Z- Axe,  bei  welcher 
die  Winkelgeschwindigkeit  in  concentrischen  Kugeln  constant  ist;  wir 
können  sie  also  begrenzen  durch  eine  starre  Kugel,  welche  mit  con- 
stanter  Winkelgeschwindigkeit  rotirt. 

Wir  verallgemeinern  diese  Lösung,  indem  wir  die  p.  377  aus  dem 
Ansatz  (95) 

;„  = 0,  = 0,  r,=  n (121") 

folgenden  Beziehungen 

u2  = — ny}  vt  — + nx,  u\  = 0,  (121"') 

welche  eine  Kotation  der  ganzen  Flüssigkeit  mit  durchweg  constanter 
Winkelgeschwindigkeit  darstellen,  hinzufügen  und  bilden: 

n = — y > v = + x * w — 0.  (122) 

Diesen  Werthen  entspricht  die  Winkelgeschwindigkeit 

o>  = + nj , 

welche  ebenfalls  in  concentrischen  Kugeln  constant  ist  und  zwei  Con- 
stanten  enthält,  also  an  zwei  Kugeln  vom  Kadius  Ra  und  R{  gegebene 
Werthe  ma  und  annehmen  kann;  da  sie  im  Coordinatenanfang  un- 
endlich wird,  muss  dieser  Punkt  ausserhalb  der  Flüssigkeit  liegen. 

Man  kann  die  Lösung  (122)  also  dem  Problem  anpassen, 
dass  eine  Flüssigkeit  zwischen  zwei  concentrischen  benetzten 
Kugeln  eingeschlossen  ist,  welche  um  dieselbe  Axe  mit  be- 
liebigen constanten  Geschwindigkeiten  rotiren. 
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Die  Consfcanten  q und  n bestimmen  sich  dadurch  so,  dass  all- 
gemein wird: 


fü  = 


(»<  — 0)„)  Ra*  Ri3  + (««  Ra * — «i  Ri*)  f* 

r*(Äa* - Äi*) 


(122') 


Steht  die  innere  Kugel  fest,  so  gilt  einfacher: 


ma  Ra*  (r*  - R^ 
r*  (Ra*  - R^) 


(122") 


Wir  wollen  das  Drehungsmoment  um  die  Z* Axe  berechnen,  welches 
die  innere  Kugel  in  Folge  der  Rotation  der  äussern  erleidet.  Hierzu 
benutzen  wir,  dass  nach  (114'")  die  Componente  S der  Einwirkung  der 
Flüssigkeit  auf  das  Oberflächenelement  des  festen  Körpers,  genommen 
nach  der  Richtung  der  relativen  Bewegung,  gegeben  ist  durch 

S = — as,'; 

das  gesammte  Moment  ist  demnach: 


N = f eS  do  = — a J es,'  do.  (123) 

(°)  (o) 

Da  die  Richtung  der  äussern  Normale  derjenigen  des  Radius  ent- 
gegengesetzt und  eine  Bewegung  ihr  parallel  nicht  vorhanden  ist,  so 
findet  sich 


wobei 


/ 


ds' 


o)aRa*  (" 

5 -e0)-  Ra3-  R3  1 


ist,  falls  / den  Winkel  zwischen  der  -\-r-  und  der 
bezeichnet. 

Man  erhält  daher: 


und  wenn  man  dies  nebst 


+ Z-  Richtung 


(128') 


do  = R*  sin  x dx  dxfj 


in  das  Integral  (123)  einsetzt  und  über  die  ganze  Kugelfläche  integrirt, 
folgt  schliesslich: 


8 710) a ( lR a Ri* 
~RS^~R} 


(123") 


Eine  mit  reibe nder  Flüssigkeit  gefüllte,  um  einen  Durch- 
messer mit  der  Winkelgeschwindigkeit  co  rotirende  Kugel 
übt  auf  eine  mit  ihr  concentrische  in  der  Flüssigkeit  ruhende 
Kugel  ein  Drehungsmoment  aus,  welches  proportional  mit 
ihrer  Winkelgeschwindigkeit  und  der  Reibungsconstante  der 
Flüssigkeit  ist. 
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Hängt  man  die  innere  Kugel  bitilar  auf,  so  erleidet  sie  in  Folge 
der  Rotation  der  äussern  eine  Ablenkung,  deren  Messung  nach  den 
Betrachtungen  in  § 20  zur  Bestimmung  von  N dienen  kann.  Ist  N 
gefunden,  Ra,  7?,  und  coa  direct  beobachtet,  so  lässt  sich  nach  der 
letzten  Formel  a berechnen. 

Wie  die  vorstehenden  Betrachtungen  eine  Lösung  ergaben,  welche 
gestattete,  die  Flüssigkeit  in  zwei  benetzten  und  mit  gegebenen  Ge- 
schwindigkeiten rotirenden  Kugeln  zu  begrenzen,  liefert  die  Combination 
der  Potentialbewegung  (61)  mit  der  Wirbelbewegung  (95)  eine  Lösung, 
die  dieselbe  Eigenschaft  bezüglich  zweier  coaxialer  Kreiscylinder  besitzt. 
Eine  Discussion  des  Resultates  erscheint  indess  nicht  nöthig. 

2.  Auch  die  aus  dem  Ansatz  (97) 


/,  = n 


dy 


M>  = 


a— 


v,  = 0 


(124) 


auf  p.  378  gewonnenen  und  discutirten  Geschwindigkeitscomponenten 

= + n ^ + — J (124  ) 


, nxx 
W.  “ H TT*  1 


lassen  sich  für  unser  neues  Problem  verwerthen,  wenn  wir  sie  mit 
einer  Potentialbewegung  von  ähnlichem  Charakter  combiniren.  Eine 
solche  haben  wir  oben  in  der  Wirkung  zweier  mit  ihren  Axen  in  der 
Z-Axe  liegender  Quellpaare  kennen  gelernt.  Hatte  das  eine  unendlich 
grossen  Abstand,  das  andere  unendlich  kleinen  und  lag  letzteres  im 
Coordinatenanfang,  so  galt  nach  (67) 


9>,=  -*(£  + »'),  (124") 

worin  q und  q Abkürzungen  für  gewisse  constante  Aggregate  sind; 
daraus  folgt  dann: 


, ‘iqx\ 

U?  — -J-  r — > 


, 'iqyx  (’dx-  i \ , ~ . 

r,  ' ».=  +-*3r-’  (124) 


Combinirt  man  die  beiden  Systeme  von  Werthen  zu 


u 


= ~x  {nr  + 37),  v = (nr  +37), 
w = -p-  {nr  + 3q)  + — - - 7 , 


(125) 


so  erkennt  man,  dass  man  durch  Verfügung  über  die  Constanten 
n,  7,  q alle  Geschwindigkeiten  auf  einer  Kugelfläche  vom  beliebigen 
Radius  R zu  Null  machen  kann.  Im  Coordinatenanfang  werden  die 
u , v , w unendüch,  dieser  Punkt  darf  also  nicht  in  die  Flüssigkeit 
fallen;  im  Unendlichen  verschwinden  sie  mit  Ausnahme  von  w,  welches 
dort  gleich  — q wird. 
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Man  kann  also  die  Lösung  (125)  dem  Fall  anpassen,  dass 
in  einem  unendlichen,  der  J^-Axe  parallel  fliessenden  Flüssig- 
keitstrome eine  starre  Kugel  vom  Radius  li , an  welcher  die 
Flüssigkeit  haftet,  in  Ruhe  verharrt. 

Die  Constanten  haben  den  Bedingungen 

wM'+  Hij  = 0,  0,  (125') 


zu  genügen,  falls  u\  die  im  Unendlichen  stat.tfindende  Geschwindigkeit 
bezeichnet.  Daraus  folgt: 


R' 

(1  — ~ "* 


4 


X > 


)l  — 


3 R 

T «'co, 


(125") 


und  es  wird  schliesslich: 


3 00  X R IV 00  / »y>  A. 

*«  = — 4>—  (ß 


^ y } u'i:  ^ 


= IC 


uo 


(125'") 


Giebt  man  dem  ganzen  System  die  Geschwindigkeit  in  ent- 
gegengesetzter Richtung,  so  kommt  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen 
zur  Ruhe  und  die  Kugel  schreitet  mit  derselben  Geschwindigkeit  wm 
in  der  Flüssigkeit  fort. 

Um  das  Aggregat  0 -f-  TI  für  diese  Bewegung  der  Flüssigkeit  zu 
bestimmen,  hat  man  nur  die  von  der  Wirbelbewegung  herrührenden 
Antheile  ulf  vl}  u\  in  die  Gleichungen  (110')  einzusetzen,  am  einfachsten 
in  der  Form: 

a*  bv 

r r 

u = — n -= — i v — — n -s-  > tc  — 4-  n 

0 i OX 

und  die  Hüllssätze  (90")  zu  benutzen;  dann  ergiebt  sich . sogleich  bis 
auf  eine  additive  Constante: 

e JL 

Q + Il — (126) 

e ox  ' 


Schliesst  man  die  Einwirkung  äusserer  Kräfte  aus  und  setzt  dem- 
gemäss 0=  —c/e,  II  = p/e,  so  folgt:  • : 


V ='* 


2 na 


dx 


0 + 


2nax 


— > 


(126') 


worin  n den  in  (125")  gegebenen  Werth  hat  und  c — px  ist 

Die  Wirkung,  welche  die  Kugel  parallel  der  Z- Axe  seitens  der 
Flüssigkeit  erfahrt  und  welche  nach  der  Symmetrie  die  einzige  statt- 
findende ist,  berechnen  wir  nach  der  Formel 
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Z = / Z.io  = - f + Z,^  + Z,  *-)  do,  (1 26") 
in  welcher  nach  (114) 

Zx  = — azx',  Z„  — — a Xy,  Z:  = p — 2 ax' 

ist;  wir  haben  auch  hier  für  u,  v , w nur  die  von  den  Wirbeln  her- 
rührenden  Antheile  einzusetzen,  da  ja  die  Potentialbewegung,  wie  wir 
früher  gesehen  haben,  keinen  Antheil  zu  Z giebt.  Nach  einer  ein- 
fachen Rechnung  erhält  man: 

n 

Z — — 12 nan  j cos2/sin/rf/  = — 8 7r<m, 

0 

oder  in  Rücksicht  auf  den  Werth  von  n: 

Z=  -f -GitaRw^'  (126") 

Ein  unendlicher  gerader  Flüssigkeitsstrom  mit  der  Ge- 
schwindigkeit und  der  innern  Reibungsconstante  a übt 
auf  eine  in  ihm  ruhende  benetzte  Kugel  vom  Radius  R 
Druckkräfte  aus,  welche  eine  Resultante  parallel  der  Be- 
wegungsrichtung von  der  Grösse  6n  Ratv^  ergeben. 

Gleich  gross  und  entgegengesetzt  gerichtet  ist  die  Ein- 
wirkung, wenn  die  unendliche  Flüssigkeit  ruht  und  die  feste 
Kugel  ohne  Rotation  mit  der  Geschwindigkeit  wm  geradlinig 
fortschreitet 

§ 36.  Mechanik  elastischer  Körper;  Gleichgewichtszustände. 

Potentialdeformationen;  homogene  Deformation. 

Elastisch  nennen  wir  einen  Körper  dann,  wenn  jede  durch  äussere 
Einwirkung  hervorgebrachte  Deformation  in  ihm  Kräfte  erregt.,  welche 
diese  Deformation  rückgängig  zu  machen  streben.  Der  Körper  heisst 
vollkommen  elastisch,  wenn  jene  Reactionskräfte  auf  keine  andere 
Weise,  als  durch  Wiederherstellung  der  ursprünglichen  Anordnung,  zum 
Verschwinden  gebracht  werden  können,  dann  aber  auch  stets  ver- 
schwinden. Wir  beschäftigen  uns  weiterhin  ausschliesslich  mit  diesen 
vollkommen  elastischen  Körpern. 

I.  Bezüglich  des  Zusammenhanges  zwischen  den  Deformationen 
und  den  durch  sie  erregten  Reactionskräften  machen  wir  ähnliche 
Annahmen,  wie  wir  sie  im  vorigen  Abschnitt  der  Theorie  der  Flüssig- 
keitsreibung zu  Grunde  gelegt  haben. 

1.  Die  Ursachen  der  elastischen  Kräfte  sind  moleculare 
Wirkungen;  daher  hängen  die  Werthe  dieser  Kräfte  in  einem  beliebigen 
Punkt  p nur  von  dem  Zustand  des  Körpers  innerhalb  des  Bereiches  B 
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dieses  Punktes  ab.  Die  Verschiebung  und  Drehung  dieses  Bereiches 
als  eines  Ganzen  kann  nach  dem  Vorausgeschickten  auf  die  elastischen 
Kräfte  in  p keinen  Einfluss  haben,  sondern  nur  seine  Deformation. 
Letztere  bestimmt  sich  aber  nach  dem  in  § 26  Entwickelten  vollständig 
durch  die  sechs  Differentialausdrücke 


d Ax 
dx 


= x 


dAy 

dx 


, d ix 

+ W = 'J” 


d Ay  ___  d Ax 

dy  “ V,J'  !x' 


d Ax 
dx 


VXJ 


d Ax  d Ay  __ 
dy  + ~dx  ~ Xyt 


welche  wir  die  Deformationsgrössen  genannt  haben  — von  ihnen  und 
etwa  noch  von  ihren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  können  also 
allein  die  elastischen  Drucke  an  der  Stelle  p abhängen. 

Der  Bequemlichkeit  halber  bezeichnen  wir  weiterhin  die  Ver- 
schiebungen Sx , Sy,  Sx  selbst  mit  den  Buchstaben  u,  v , w,  die  wir 
im  vorigen  Abschnitt  für  Sx/Sf , Sy/ St,  SxfSt  angewandt  haben; 
u , v , w haben  also  weiterhin  nicht  mehr  die  frühere  Be- 
deutung von  Geschwindigkeitscomponenten,  sondern  sind  die 
Verrückungscomponenten  an  der  Stelle  x , y , Zugleich 

wird  jetzt  gelten: 


du 

r*=x'’ 


Bv 

dx 


. dw 

+ dy  ~ y‘  ’ 


dv 

dy  ~~  y*  ’ 
dw  , du 
dx  + d^~%x) 


dw 

dx 

du  . dv 
dy  dx  Xu’ 


(127) 


Die  räumliche  Dilatation  ft  ist  gegeben  durch 


du  + *1  4.  d”  - fr 
dx  ^ dy  ^ dx  ~ ’ 

die  Drehungswinkel  um  die  Coordinatenaxen  durch 


(127') 


(127") 


2.  Die  Druckcomponenten  sind  lineare  Functionen  der 
Deformationsgrössen.  Diese  zweite  Annahme  ist  hier  viel  weniger 
willkürlich,  als  die  entsprechende  in  § 84,  da  die  Deformationsgrössen 
elastischer  Körper  in  der  Praxis  in  der  That  immer  ausserordentlich 
kleine  Zahlen  sind,  also  die  unbekannte  Function,  welche  den  Zusammen- 
hang mit  Strenge  angiebt,  bis  zu  einer  grossen  Genauigkeit  durch  das 
erste  Glied  der  Potenzentwickelung  dargestellt  werden  kann. 

Da  alle  Kräfte  nur  dann,  aber  dann  auch  stets  verschwinden  sollen, 
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wenn  alle  Deformationen  verschwinden,  so  können  Glieder,  welche  die 
Differentialquotienten  der  Deformationsgrössen  nach  der  Zeit  enthalten, 
nicht  Vorkommen,  eine  Abhängigkeit  von  den  Geschwindig- 
keiten ist  unmöglich,  auch  darf  ein  constantes  Glied  nicht 
auftreten. 

Der  allgemeinste  Ansatz  für  die  Druckcomponenten  ist  also: 

— X*  = onxx  4 cl2yy  4 c„zM  4 eHya  4 clb%x  4 c„x„ 

1 y = o.}lxx  -j-  o.,..  yy  4 4 y.  -J-  zx  4 o*»  •Ty  u.  s.  I. 


Beschränken  wir  uns  aber  auf  Körper,  in  denen  alle  Richtungen 
physikalisch  gleich werthig  sind,  also  sogenannte  isotrope  Medien,  z.  R. 
homogene  unkrystallinische  feste  oder  flüssige  Körper,  so  lässt  sich  nach 
dem  im  vorigen  Abschnitt  in  gleichem  Falle  angewandten  Verfahren 
eine  grosse  Vereinfachung  erzielen  und  wir  können  das  dortige  Resultat 
mit  anderen  Constanten  ohne  Weiteres  auf  unser  Problem  übertragen 
und  setzen: 


— Xjc  = oxx  4 c'y,j  + czIf 

— Yy  = gxx  + cijy  4 cz2, 

— Z3  — oxx  4 G ijy  4 cx„ 


(128) 


c — c' 


Die  beiden  Coefficienten  o und  o sind  der  Substanz  des  betrachteten 
Körpers  individuell  und  heissen  seine  Elasticitätsconstanten;  sie 
sind  für  feste  Körper  theoretisch  weder  unter  einander  noch  mit  an- 
deren physikalischen  Constanten  des  Mediums  in  Zusammenhang  zu 
bringen  und  nur  durch  directe  Beobachtungen  zu  bestimmen. 

Für  Flüssigkeiten,  in  denen  nach  den  Resultaten  der  früheren  Ab- 
schnitte im  Gleichgewichtszustände  tangentiale  Druckkräfte  nicht  bestehen 
können,  muss  c.  = g sein  und  demgemäss  statt  (128)  folgendes  System 


gelten : 


(128') 


- X=  - Yv=  - Zm=gV, 

- Yt=  — Zx=  — Xy=  0. 

Die  Dimension  einer  Elasticitätsconstanten  ist  die  einer  Druck- 


kraft, also 

[p]  = [c]  = [ml-'t-'].  (128") 

Mit  den  Beziehungen  (128)  sind  die  allgemeinen  Bewegungsglei- 
chungen (25)  aus  § 27  zu  verbinden.  Dabei  wollen  wir  ebenso,  wie 
in  den  Definitionen  der  Deformationsgrössen,  x, »/,  z consequent  in  der 
Bedeutung  der  Coordinaten  der  Anfangslage  des  Volumenelementes 
weiterführen,  auf  welches  sich  die  Formen  beziehen.  In  den  Beschleu- 
nigungen ( i*x\dt % d'y/dt *,  ( Fz/dt 4 haben  sie  aber  die  Bedeutung  der 
Coordinaten  der  verschobenen  Lage.  Wir  werden  in  ihnen  also  an 
Stelle  von  x,  y,  z nunmehr  x 4 u,  y 4 v,  z 4 w setzen  und  berück- 
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sichtigen,  dass  hierin  die  x,  y,  % sich  nicht  mit  der  Zeit  ändern.  Dem- 
gemäss erscheint  d'x/dt2,  d'y/dt*,  cl'z/dt’-  mit  d2ujdt%  d^'v/dt2,  d'wjdt'1 
vertauscht. 

Diese  vollständigen  Differentialquotienten  sind  nun  weiter,  da  wir 
?/,  v , w als  Functionen  von  x}  y , » und  l anseheu,  in  ihre  Theile  zu 
zerlegen  gemäss  dem  Schema: 

d” t/<  _ d* i/i  d2v>  du  d2\t>  Op  . 

dt 2 d<*  ö/  dyö/  di  ' ’ 


<la  aber  u,  v,  w und  ilire  Diff'erentialquotienten  als  sehr  kleine  Grössen 
angesehen  werden,  so  können  wir  die  Glieder,  welche  in  Bezug  auf 
sie  zweiter  Ordnung  sind,  neben  denen  erster  vernachlässigen  und  also 
einfach  d'u/dt2  mit  ö,njdt%  drvjdt * mit  d':v/dl%  d'w/dt * mit 
d2  w I dt * vertauschen. 

Die  Grundgleichungen,  von  denen  wir  bei  der  Behandlung 
elastischer  Körper  auszugehen  haben 3 sind  hiernach  folgende.  Erstens 
die  „Hauptgleichungen"  (25),  für  einen  jeden  innern  Punkt  geltend: 


d’u 

£ w 

d"  v 
e di* 

d'w 

€ w 


= sX  - 
= c r- 
= 6 Z- 


dX,  dXA 
\ dx  dy  dx  / 
(d_J,  dYy.  9Y.\ 

[ dx  + dy  + dx  J1 
( dZx  dZ„  d'ZA. 
{ dx  + l)y  + ’W  )’ 


(129) 


zweitens  die  Oberflächenbedingungen  (27)  für  die  Druckkräfte 
an  der  Grenze  zweier  Körper  (h)  und  (k): 


+ (Xu)k  = o , ( y„),  + ( y„),  = o,  [zn\  + {zn\.  = o,  (129") 

welche  wir,  wenn  in  dem  einen  der  Grenzdruck  direct  gegeben  ist, 
nach  (27')  schreiben: 

XH  + 1=0,  Y„+  F=  0,  Z„  + Z = 0;  (129") 

drittens  die  Grenzbedingungen  für  die  Verrückungen  in  der 
Grenze  zweier  Körper  (li)  und  (/.;),  in  der  Form  (18"): 

(?/,,,  — uL)  cos  («,  .r)  -1-  (vh  — vk)  cos  (n,  y)  + (wh  — w,)  cos  (»,  x)  = 0,  (1 80) 


falls  die  Körper  in  Berührung  sind,  aber  sich  an  einander  verschieben 
können,  oder  aber  nach  (18'"): 

Hfc—  vh  = vtt  w„  = wk,  (130') 


falls  sie  fest  Zusammenhängen;  viertens  die  Bestimmung  des  An- 
fangszustandes oder  die  Festsetzung  der  Werthe  der  Verrückungen 
und  Geschwindigkeiten  zu  einem  bestimmten  Zeitpunkt,  die  wir  so 
formuliren,  dass  für  t = 0 : 


u — u 


v — v 


' > 


w = w 


du  , 

&i  - " > 


dv  , 
dl  " r ’ 


dw 

dt 


— V' 


(130") 
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gegeben  sein  soll,  unter  «°,  v°,  w°,  u , v , w stetige  Functionen  der 
Coordinaten  verstanden. 

Diese  vier  Systeme  von  Gleichungen  bestimmen  vollständig  die 
Deformationen  für  einen  freien  elastischen  Körper  als  Functionen  des 
Ortes  und  der  Zeit , wobei  allerdings  zu  bemerken  ist,  dass  die  wirken- 
den Kräfte  so  gegeben  sein  müssen,  dass  die  Verschiebungen  u,  v,  w 
unendlich  klein  bleiben. 

Ist  der  Körper  nicht  frei,  so  kommt  zu  den  obigen  noch  ein 
fünftes  System  von  Gleichungen,  welches  man  passend  dasjenige  der 
Befestigungsbedingungen  nennen  kann,  und  welches,  je  nach  den 
Umständen,  in  verschiedener  Weise  zu  formuliren  ist. 

Meistens  wird  man  einen  Punkt  p0,  in  den  man  ohne  Beschrän- 
kung der  Allgemeinheit  den  Ooordinatenanfang  legen  kann,  absolut 
festhalten,  also 

u = v = w — 0 für  x — 0,  y — 0,  x = 0 (131) 

machen  können;  mit  einem  zweiten  p , oder  dritten  pt  wäre  aber  das- 
selbe im  Allgemeinen  nicht  möglich,  da  ihre  Abstände  vom  ersten  wie 
auch  die  Winkel  zwischen  ihren  Verbindungslinien  sich  in  Folge  der 
Deformation  ändern  können. 

Aber  man  kann  die  Richtung  der  Verbindungslinie  von  p0  und 
pi  unverändert  erhalten,  d.  h.  wenn  man  sie  etwa  zur  Z- Axe  wählt, 
auch 

u — v = 0 für  x = y — 0,  x = x,,  (131') 

setzen. 

Für  einen  dritten  Punkt  p,  kann  man  dann  nur  noch  fordern, 
dass  er  in  einer  festen  Ebene  durch  die  feste  Richtung  p0px  bleiben 
soll,  während  seine  Verschiebung  in  derselben  beliebig  ist.  Wählt  man 
diese  Ebene  zur  YZ- Ebene,  su  muss  noch 


H 


— 0 für  x — 0,  y = yt) 


(131") 


sein. 


Ein  besonders  wichtiger  Fall  ist  der,  dass  die  Punkte  px  und  pt 
unendlich  nahe  bei  p0  liegen;  die  vorstehenden  Bedingungen  werden 
dann  in  Rücksicht  auf  die  Beziehungen  (1),  welche  für  die  Verschie- 
bungen unendlich  naher  Punkte  gelten,  die  Form  annehmen,  dass 
für  x — y — x = 0 gelten  muss: 


u = v = w = 0, 


du  dv  du 

dx  dx  dy 


(132) 


Man  kann  sie  dahin  deuten,  dass  der  Coordinatenanfangspunkt . 
an  seinem  Ort,  das  erste  Element  der  Z- Axe  in  seiner  Richtung,  das 
erste  Element  der  FZ- Ebene  in  seiner  Ebene  festgehalten  wird. 

Eine  andere  wichtige  Art  der  Befestigung  ist  die,  dass  der  Co- 
ordinatenanfang  an  seiner  Stelle  verharrt  und  das  ihm  benachbarte 
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Volumenelement  keinerlei  Drehung  um  irgend  eine  Axe  erfahrt. 
Nach  (4")  sind  die  Bedingungen  dann  die,  dass  für  x=y—%—  0 gilt: 


u = v = w = 0, 


dw  _ dv 
dy  dx 


du  _ dw 
dx  ~~  dx  1 


dv  du 

dx  ~ dy 


(132') 


II.  Wir  wenden  uns  nunmehr  zur  Behandlung  specieller 
Probleme  des  Gleichgewichtes  eines  homogenen  isotropen 
Körpers. 

Die  bei  nur  einem  Körper  für  die  Kräfte  in  Betracht  kommenden 
Gleichungen  sind  folgende;  für  jeden  innern  Punkt  gilt: 


eX  = 
eV  = 
«Z  = 


ex, 

dx 
d Y, 
dx 

dJx 

dx 


, dXy  dX: 
+ dy  + ~dx  ’ 
d Yv  d Yt 


+ äü. 


, BZ. 

dy  dx  1 


für  jedes  Oberflächenelement: 


(133) 


X„  + X = Yn  + Y = Z„  + Z = 0,  (1 33') 

worin  n die  äussere  Normale  bezeichnet.  Hierzu  nehmen  wir  nach  (24) 
die  Beziehungen: 

Xn  = Xr  cos  (n,  x)  -f-  Xv  cos  {n,  y ) + A”.  cos  (n,  ^), 

Yn  = Yx  COS  (n}  x)  4-  Yy  cos  (n,  y)  + Yr  cos  («,  z),  (133") 

ZM  = 7jx  cos  {n,x)  + Zv  cos  (»,  y)  4*  cos  {n,  x), 

und  für  die  Xx ...  die  sie  definirenden  Gleichungen  (128). 

Bei  ihrer  Behandlung  wenden  wir  ein  Verfahren  an,  das  genau 
dem  in  den  übrigen  Abschnitten  dieses  Theiles  benutzten  entspricht. 

Die  Schwierigkeit  zu  vermeiden,  welche  die  Erfüllung  der  Grenz- 
bedingungen bietet,  sehen  wir  zunächst  von  diesen  ganz  ab,  betrachten 
also  gewissermaassen  einen  unendlichen  Körper.  Für  diesen  nehmen 
wir  willkürlich  Werthe  der  Verrückungen  u , v , w an,  bestimmen  die 
ihnen  entsprechenden  Deformationen  xx,y!lf...  nach  (127),  die  Molecular- 
drucke  Xx)  Y„,...  nach  (128)  und  setzen  dieselben  in  die  Haupt- 
gleichungen (133)  ein;  dadurch  ünden  sich  diejenigen  Werthe  der 
äussem  Kräfte  X , Y , Z,  welche  die  angenommenen  Deformations- 
grössen bewirken  könnten.  Hierauf  suchen  wir  den  Körper  passend 
zu  begrenzen,  zumeist  so,  dass  er  längs  eines  Stückes  seiner  Ober- 
fläche einen  constanten  äussem  Druck,  z.  B.  den  Druck  Null,  erfährt, 
weil  dies  practisch  am  ersten  realisirbar  ist 

Die  für  u,  v,  w einzuführenden  Functionen  der  Coordinaten  müssen 
im  ganzen  Körper  eindeutig  und  stetig  sein;  Stellen,  in  welchen  eine 
oder  alle  unendlich  werden  würden,  müssen  durch  eine  Begrenzung  des 
Körpers  aus  ihm  ausgeschieden  werden. 


Digitized  by  Google 


416 


Mechanik  nichtstarrer  Körper. 


Sind  in  dieser  Weise  mehrere  Lösungen  uh,  vhJ  wh  der  Differential- 
gleichungen erhalten,  so  lassen  sich  aus  ihnen  neue  bilden,  indem 
man  sie  mit  willkürlichen  Constanten  multiplicirt  und  zusammenaddirt, 
also  setzt: 

U = 2 Ahutl,  V — 2 Ahvh,  w = ^ Ahwh. 

Da  die  Gleichungen  sämmtlich  in  u,  ??,  w,  X,  Y,  Z,  X,  Y,  Z 
linear  homogen  sind,  so  entsprechen  die  combi nirten  Lösungen  äussern 
und  Oberiliichendruckkräften,  welche  in  demselben  Zusammenhang  mit 
denjenigen  stehen,  die  den  einzelnen  Lösungen  zugehören,  wie  u , w 

mit  den  uh,  vh}  wh. 

Indessen  ist  hervorzuheben,  dass  die  dargelegte  Methode,  die  sich 
in  der  Hydrodynamik  so  fruchtbar  erwiesen  hat,  in  der  Elasticitäts- 
lelire  erheblich  weniger  leistet.  Der  Grund  ist  leicht  einzusehen. 

ln  der  Hydrodynamik  gaben  die  begrenzenden  festen  Wände  direct 
ein  Gesetz  für  die  Bewegung  und  konnten  umgekehrt  aus  gegebener 
Bewegung  direct  erschlossen  werden;  der  Druck,  den  sie  erfuhren,  blieb 
zumeist  ganz  ausser  Betracht. 

Starre  Wände,  welche  die  Deformation  eines  elastischen  Körpers 
in  ähnlicher  Weise  leiten  und  umgekehrt  aus  seiner  Deformation  er- 
schlossen werden  könnten,  giebt  es  aber  nicht,  denn  unsere  Be- 
trachtungen betreffen  zumeist  die  Veränderungen  eben  derjenigen 
Körper,  welche  den  starren  von  allen  am  nächsten  kommen  und  welche 
Flüssigkeiten  gegenüber  auch  als  starr  angesehen  werden  konnten. 

Demzufolge  haben  wir  in  Wirklichkeit  bei  den  elastischen  Kör- 
pern fast  ausschliesslich  die  Kräfte  in  den  Grenzen  als  gegeben  anzu- 
sehen, und  diese  hängen  mit  den  Deformationen  in  so  complicirter 
Weise  zusammen,  dass  es  sehr  schwierig  ist,  zu  übersehen,  ob  irgend 
ein  Deformationssystem  in  einer  practisch  möglichen  Weise  hervor- 
zubringen ist. 

ln  der  That  ist  deshalb  in  einigen  Gebieten  der  Elasticitätslehre 
zur  Durchführung  specieller  Probleme  erfolgreich  ein  Weg  einge- 
schlagen worden,  der  dem  unserigen  in  mancher  Hinsicht  gerade  ent- 
gegengesetzt ist;  es  sind  nämlich  zunächst  die  Gesetze  für  die  elastischen 
Kräfte  willkürlich  angenommen,  welche  in  einfacher  Weise  gegebenen 
Grenzbedingungen  entsprechen,  und  aus  diesen  die  Gesetze  der  Ver- 
rückungen abgeleitet. 

Wir  wollen  uns  hier  auf  den  schon  angedeuteten  Weg  beschränken, 
weil  er  interessante  Beziehungen  zwischen  Erscheinungen  der  Hydro- 
dynamik und  Elasticitat  ergiebt  und  fast  nur  diejenigen  Hülfsmittel 
benutzt,  welche  wir  in  den  früheren  Abschnitten  kennen  gelernt  haben, 
dabei  aber  doch  zur  Lösung  einiger  auch  practisch  wichtiger  Probleme 
führt. 
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In  der  Hydrodynamik  haben  wir  zwei  Arten  von  Bewegungen 
unterschieden,  Potentialbewegung  und  Wirbelbewegung,  und 
haben  bemerkt,  dass  aus  diesen  die  allgemeinste  sich  züsammensetzen 
lässt;  es  liegt  nahe,  dieselbe  Theilung  hier  bei  dem  elastischen  Gleich- 
gewichtsproblem bezüglich  der  Verrückungen  u , v,  iv  vorzunehmen, 
welche  in  vieler  Hinsicht  den  Geschwindigkeitscomponenten  in  der 
Hydrodynamik  parallel  gehen. 

Wir  nennen  eine  Deformation  eine  Potentialdeformation, 
wenn  sich  die  Verrückungen  u , v , w darstellen  lassen  als  die 
partiellen  Differentialquotienten  einer  und  derselben  Func- 
tion cp  der  Coordinaten,  welche  das  Deformationspotential 
heissen  mag,  d.  h.  wenn  die  Beziehungen  gelten: 


u = 


dtp 
dx  1 


dtp 


dtp 


(134) 


Ueber  die  geometrischen  Eigenschaften  dieses  Verrückungssystemes 
gelten  nach  p.  344  folgende  Sätze: 

Construirt  man  das  System  der  Oberfächen 

cp  = G 

für  um  constante  Incremente  ÖG  wachsende  Werthe  der  (kon- 
stanten, so  ist  für  jede  Stelle  des  Raumes  die  Richtung  der 
Verrückung  gegeben  durch  die  Normale  auf  der  Potential- 
i'läche,  welche  durch  jene  Stelle  geht,  positiv  gerechnet  von 
kleinen  zu  grossen  Potentialwerthen,  ihre  Grösse  ist  indirect 
proportional  mit  dem  Abstand  zweier  Nachbarflächen  an 
jener  Stelle. 

Aus  den  Bedingungen  für  die  Existenz  eines  Deformations- 
potentiales 

dv  dw  dw du  du  dv 

dx  dy  ’ dx  dx*  dy  dx 

folgt  weiter  in  Verbindung  mit  der  Definition  der  Drehungs-  oder 
Drillungswinkel  an  der  Stelle  «,  y,  z 


2X  = 


dw  dv 
dy  dx 


n du  dw 


dv  du  ' 
dx  dy 


Deformationspotential  und  Drillung  schliessen  sich  gegen- 
seitig aus. 

Aus  den  Werthen  der  u,  v,  w ergeben  sich  die  Deformationen 
gemäss  den  Formeln: 


d'tp  d7tp 

x*  ~ däj* 1 y*  ~ äUt 1 


_ o d*<p 
y'~  2 dydx ’ 
Voigt,  Eletu.  Mechanik. 


dy7 

_ o d7v 
Zx~2  dxdx1 


d'tp 

~ dx 1 ’ 

x — 2 • 

dxdy ’ 


27 


(134') 
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zugleich  folgt  die  räumliche  Dilatation 


& = Aff.  (134") 

Erfüllt  das  Deformationspotential  die  Beziehung 

Acp  — 0, 

so  ist  die  Deformation  von  einer  räumlichen  Dilatation  nicht 
begleitet. 

Die  Anwendung  der  Betrachtungen  auf  p.  345  giebt  den  wei- 
teren Satz: 

Die  Hauptdilatationsaxen  und,  falls  das  Medium  isotrop 
ist,  die  mit  ihnen  parallelen  Hauptdruckaxen  liegen  für  jeden 
Punkt  den  Hauptaxen  derjenigen  Fläche  zweiten  Grades 
parallel,  mit  welcher  innerhalb  des  dem  Punkt  zugehörigen 
Bereiches  B die  Oberfläche  q?  — C zusammenfällt. 

ln  dem  speciellen  .Falle,  dass  das  Deformationspotential  eine 
Function  zweiten  Grades  ist,  tritt  natürlich  die  PotentialÜäche  selbst 
an  die  Stelle  jener  llülfsfläche. 

Setzen  wir  die  Werthe  xx...  nach  (134')  in  die  Ausdrücke  für 
die  Druckcomponenten  ein,  so  lauten  dieselben: 

-Xx=(c-c')6^  + oJ9, 


- Y.  = (c-c) 


d1 


9 


-Z.  =(c -*')?£  + c’Jy, 


(135) 


-Xy  = (c-c) 


d*( v 


dx  dy 1 


dydx  x v ~Jdxdx 

und  die  Hauptgleichungen  (133)  werden  unter  Benutzung  hiervon: 


eX  — — c d = — cAu,  e Y — — c = — cAv, 


dx 


dy 


fy  d d (ß  4 

eZ  — — g -= — = — cAw. 
dx 


(135') 


Existirt  also  ein  Deformationspotential  q>,  so  müssen 

die  wirkenden  Kräfte  nothwendig  ein  Kraftpotential  0 haben, 

dessen  Werth  sich  bis  auf  eine  additive  Constante  bestimmt 

durch  , c 4 

0 = ± Aff  = (135") 


Potentialdeformationen  mit  constanter  oder  verschwin- 
dender cubischer  Dilatation  können  nur  eintreten,  wenn 
keine  äussern  Kräfte  wirken. 

Umgekehrt  erfordert  das  Fehlen  äusserer  Kräfte,  dass 
das  Deformationspotential  der  Gleichung  Aq?  = 0 genügt. 
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Der  Druck  P„  gegen  ein  beliebig  gelegenes  Flächenelement  hat 
nach  (135)  die  Componenten: 

cos  to x)  + faly cos  K y)  + cos  *))  + c' cos  K a’)> 

= (c  - c)  (J~~x cos  (», s)  + l~  COS (n, y)  + cos  (n, z)j  + c Acp  cos  (», y),  (1 36) 

= (c-e')  f^cos (n,x)  + cos */)  + cos (7?,, z))  + c Acp  cos («, z). 

Gehört  das  Flächenelement  einer  Potentialfläche  an,  was  wir  durch 
die  Vertauschung  der  Normalen  n mit  v andeuten  wollen,  so  ist: 

cos  ( v , x)  = -^lo<p,  cos  ( v , y)  = -j^j®<p,  cos  (1/,  = Ocp , 


worin 


®>  - (£)'+  ( 
es  gilt  demgemäss: 


dy 


+ 


(dvY_  (dvY 

\d*J  ~ (dr)  ’ 


— Af,  = (c  — c)  + c A(p  cos  (1/,  x), 
-Y,=  (c-c')^- h c cos (jr,  y), 

— Z,  = (c  — c) -f  c Acp  cos  ( v , z). 


(136') 


In  dem  speciellen  Fall,  dass  Acp  — 0 ist,  stehen  also  die  Drucke 
gegen  die  Potentialflächen  an  jeder  Stelle  normal  zu  der  durch  sie 
hindurchgehenden  Fläche  Ocp  = Const.  und  haben  die  Resultante 

P„  =(c  — c)O{0cp). 

Allgemein  erhält  man  die  Normalcomponente  Nv,  wenn  man  die 
letzteren  Formeln  mit  den  Factoren 


/ \ dx 

cos  (v.  X)  = —) 

' 1 dv 


cos  ( v , y)  = ~ ) cos  ( v , z)  = ~ 

' ' dv  ' 7 ' dv 


zusammenfasst;  es  folgt  dann  nämlich: 
-K 


(c  ~ c')tT  + e!  A(P  = (c~  c')f^r  + G'  Aff- 


(136") 


Aehnlich  liefern  die  Factoren 

, \ dx  , . dy  , . dz 

cos  (ff,  x)  = 7 cos  (ff,  y)  = cos  (ff,  *)  = 

die  Componente  Sy  nach  der  Richtung  einer  beliebigen  Tangente  a an 
der  Potentialfläche;  es  wird 

ä tu  „ ä?  - 

(136'") 


c / ,.dto<p  , d7  v 

S.  = (o-c)-Jrr  = {c-6) 


da  v 'da d v 

Die  Resultirende  Pv  steht  normal  zu  der  Potentialfläche,  wenn 
Sy  für  jede  Richtung  er  verschwindet,  also  in  der  Fläche  neben  cp  auch 
Ocp  = dcpjdv  constant  ist. 

27* 
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Diese  Resultate  kommen  in  Betracht,  wenn  es  sich  darum  handelt, 
bei  gegebenem  Deformationspotential  in  dem  unendlichen  elastischen 
Körper  eine  Oberfläche  zu  bestimmen,  welche  die  Begrenzung  eines 
Theiles  desselben  bilden  kann. 

Man  kann  den  Satz  aussprechen: 

Eine  Fläche,  in  welcher  das  Deformationspotential  cp  con- 
stant  ist,  kann  bei  Einwirkung  äusserer  Druckkräfte,  welche 
normal  gegen  sie  wirken,  eine  Oberfläche  des  elastischen 
Körpers  bilden,  falls  in  ihr  dcpjdv  constant  ist.  Die  äusseren 
Druckkräfte  erhalten  dabei  constante  Werthe,  wenn  gleich- 
zeitig in  ihr  auch 

- 1\  = (c -,■)*-*  + c A<p  (136'"') 

constant  ist. 

Was  die  Bedingungen  der  Befestigung  anbetrifft,  so  beschränken 
sich  dieselben,  wenn  ein  Deformationspotential  existirt,  darauf,  dass  für 
einen  beliebigen  Punkt,  z.  B.  den  Coordinatenanfang,  w,  v,  w ver- 
schwinden müssen;  denn  da  die  Rotation  irgend  eines  Volumenele- 
mentes durch  die  Annahme  eines  Deformationspotentiales  bereits  aus- 
geschlossen ist,  so  sind  die  Bedingungen  (132')  nicht  nur  für  einen 
Punkt,  sondern  allgemein  erfüllt. 

IV.  Der  denkbar  einfachste  Fall  einer  Potentialdeformation  ist 
der,  dass  die  Deformation  homogen  ist,  die  Deformationsgrössen 
xx,..  nämlich  Constante  sind,  das  Deformationspotential  also  eine 
Function  zweiten  Grades  ist.  Diese  Verfügung  ist  nicht  nur  an  sich 
der  practischen  Beziehungen  halber  von  grossem  Interesse,  sondern 
auch  in  der  Combination  mit  andern  Potentialen  von  Nutzen. 

Wir  machen,  um  u , v,  w im  Coordinatenanfang  verschwinden  zu 
lassen,  für  das  Potential  der  homogenen  Deformation  den  Ansatz 

2 cp  — WjX*  + 4-  ^ -f-  2 (w,  if  x,  -f-  n„zx  4-  n»xy),  (137) 

haben  also: 

xx=m,7  yy=mt1  «,=  ml7  y,—  2nl7  zx=2  nt,  xg=2 (137') 

die  räumliche  Dilatation  ist 

& = m,  + mt  4-  m».  (137") 

Die  Druckkräfte  werden  constant,  nämlich: 

— Xx  = (c  — c)  mt  4-  c & = Mx , 

_ Yy  = (c  - c)  rnt  4 -c&  = Mtf  (137"') 

— Z,  = (c  — c)  m,  4-  o & = MtJ 

— Y,=  (c  — c)  nl  — N i , — Zx=  (c  — c)nt=  Nt7  — Xv—  (c  — c')nt=  N„ 

worin  die  Mh  und  Nh  Abkürzungen  sind,  die  wir  auch  weiterhin  be- 
nutzen wollen. 
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Sind  die  Mh  und  Nh  bekannt,  so  folgen  aus  ihnen  die  mh  und 


nh  nach  den  Formeln: 


(c  + c')  Mx  - c'(M;  + M3) 
(r  - c')(c  + 2c) 

— c)  Af.  — c'(M3  + Mx) 
W*  ~ _ C>)(C  + 2c) 

m _ (c  + c')  M - o\Mx  + Mt) 

'"t  / h / . . « Jv  t 


Nx 

nx  = - — b > 


c — c 


(c  — c'j  (c  + 2 c') 

a; 

» 

c — c 


na  = 


iV, 


c — c 


(1 37"") 


Die  äussern  Kräfte  linden  sich  nach  (135')  gleich  Null;  homogene 
Deformationen  sind  also  nur  durch  Oberflächendrucke  hervor- 
zubringen. 

a)  Die  elastischen  Druckcomponenten  gegen  ein  beliebig  gelegenes 
Flächenelement  nehmen  die  Werthe  an: 


— Xn  — Mx  cos  {n,  x)  + cos  (n,  y)  + N.,  cos  (??.,  z), 

— Yu  = N3  cos  (n,  x)  + i/2  cos  (n,  y)  + Nx  cos  (n,  z),  (138) 

— Zn=  Nt  cos  (n,  x)  + Nx  cos  (»,  y)  -}-  Mt  cos  (n,  z)\ 

sie  sind  also  gegen  alle  Flächenelemente  normal,  wenn 


Mx  = M,  = M3  = M,  Nx  = K = N3  = 0 

% 

ist;  in  diesem  Falle  haben  sie  auch  für  alle  Flächen  die  gleiche  Grösse. 
Der  hierdurch  characterisirte  Zustand  lässt  sich  hervorbringen,  indem  man 
den  Körper  einem  allseitig  gleichen  Druck  p aussetzt.  Da  ein  solcher  der 
äussern  Normalen  n entgegen  wirkt,  ist  nach  den  Gleichungen  (133') 

— Xn  = X — — p cos  (' n , x)}  — Y„  — Y — — p cos  (n,  y ), 

— Zn  — Z — — p cos  (n,  z) 
zu  setzen  und  es  folgt  daraus: 


M = 


-p. 


Setzen  wir  dies  in  die  Formeln  (137)  und  (137"")  ein,  so  erhalten 
wir  den  Satz: 

Das  Deformationspotential  eines  unter  dem  allseitig 
gleichen  Druck  p stehenden  homogenen,  isotropen  Körpers  ist: 


9 


mr 


p (x1  + y-  + zr) 


2 2 (c  + 2 c') 

seine  Verrückungen  haben  die  Werthe: 





V 


py 


c + 2c''  ~ c + 2c 

seine  Deformationen  sind: 


”T> 


w 


xx=yv=z,=  — — 


}h  = *x  = 


(138') 

pz 

c + 2c' ’ 

(138") 

= 0, 

(138"') 

Digitized  by  Google 


422 


Mechanik  nichtstarrer  Körper. 


seine  cubische  Dilatation  ist: 


& = 


- 3 p 


c + 2c' 

Die  Dilatations-  und  Druckellipsoide  sind  hier  nach  p.  288  und 
307  Kugeln. 

Zu  diesen  Resultaten  machen  wir  eine  allgemeine  Bemerkung. 

Nach  unserer  Grundannahme  über  die  elastischen  Drucke  und 
nach  den  Fundamentalgleichungen,  welche  diese  mit  den  äussern  und 
Oberflächendruckkräften  verbinden,  werden  wir  bei  allen  elastischen 
Problemen  lineäre  Beziehungen  zwischen  den  ausgeübten  Kräften  Ku 
und  den  Deformationen  Sk  erhalten,  also  Gleichungen  von  der  Form 

$k  — Am  Ai,  , 

h 

in  welchen  die  Ahk  nur  von  der  Gestalt  des  Körpers,  auf  welchen  die 
Kh  wirken,  und  von  seinen  Elasticitätsconstanten  c und  c abhängen. 
Häufig  nehmen  dabei  dieA*  specieller  eine  Form  an,  bestehend  aus  einem 
Factor  Chk,  der  nur  die  Elasticitätsconstanten,  und  einem  andern 
Bhk , der  nur  die  Dimensionen  des  Körpers  enthält  und  von  der 
Dimension  Null  sein  muss,  wenn  die  Kh  Druckkräfte,  bezogen  auf  die 
Flächeneinheit,  sind. 

Die  hier  auftretenden  Aggregate  Chi  nennen  wir  die  Coefficienten 
der  betreffenden  Deformation  oder  die  Deformationscoöfficienten, 
ihre  Reciproken,  die  um  so  grösser  sind,  je  geringer  der  Effect  der 
Kraft  ist,  die  Deformationswiderstände  der  Substanz  des  Körpers. 

Ein  sehr  einfacher  Fall  der  besprochenen  Art,  in  welchem  die 
Bhk  — 1 sind,  ist  der  obige.  Die  Grösse  1 /(c  + 2c)  wird  man  demgemäss 
den  Coüfficienten  der  lineäreu  Dilatation,  3/(c  + 2 c)  den  Coöffi- 
cienten  der  cubischen  Dilatation  bei  allseitig  gleichem  Druck 
nennen;  ihre  Reciproken  sind  die  bezüglichen  Dilatation s widerstände. 

Für  Flüssigkeiten  wird  wegen  c = c gelten: 


Xx  Ify  g c ’ 


c 


ihre  einzige  Elasticitätsconstante  c ist  also  direct  als  ihr  Compres- 
sionswiderstand  definirt. 

Wir  wollen  weiterhin  allgemein  den  Coefficienten  der  cubischen 
Dilatation  bei  allseitig  gleichem  Drucke 

3 = K 

c + 2c' 

setzen. 

Zur  experimentellen  Bestimmung  von  K dient  das  Piözometer 
(Figur  45),  ein  mit  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  gefülltes  starkwandiges 
Reservoir  B,  innerhalb  dessen  in  einem  Quecksilbernapf  Q das  eigent- 
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liehe  Beo  buch  tun  gsgefäss  0 in  Form  einer  grossen  Thermometerkugel 
mit  graduirtem  Messrohr  rr  und  das  geschlossene  Luftmanometer  M 
aufreht  steht.  Der  Druck  p,  welchen  man  mit  Hülfe  der  Schraube  S 
auf  die  äussere  Flüssigkeit  ausüben  kann,  pflanzt  sich  durch  das  Queck- 
silber des  Napfes  Q auf  den  Inhalt  des  Gelasses  Cf  und  die  Luft  im 
Manometer  fort;  die  Ablesung  des  Standes  des  Queck- 
silbers in  M gestattet  die  Bestimmung  des  im  Innern 
herrschenden  Druckes  p,  diejenige  des  Standes  in  rr  die 
Bestimmung  der  Volumenänderung  des  Inhaltes  von  G. 

Zu  letzterem  Zwecke  hat  man  zu  überlegen,  dass  der 
ganze  Raum,  welchen  G darbietet,  gegeben  ist  durch  das 
Volumen  V bis  zur  Nullmarke  auf  rr  weniger  dem  Vo- 
lumen, welches  von  dem  in  der  Röhre  stehenden  Queck- 
silber eingenommen  wird,  also  weniger  lq , wenn  / die 
Länge  der  Säule  vom  Nullpunkt  aus  und  q den  Quer- 
schnitt der  Röhre,  bezeichnet.  Dieses  Volumen  erleidet 
nach  der  obigen  Formel  bei  dem  stattfindenden  allseitig 
gleichen  Druck  die  Verminderung  (Jr—  lq)p  IQ,  wenn  K, 
den  Compressionscoefticienten  des  Gefässes  G bezeichnet; 
denn  da  jeder  Volumentheil  des  comprimirten  Körpers 
in  demselben  Verhältniss  verkleinert  wird,  gilt  Gleiches 
auch  von  dem  Hohlraum. 

Das  Volumen  der  Flüssigkeit,  die  zunächst  das  Gefäss  G erfüllen 
mag,  erleidet  die  Verminderung  (V  — lq)p K7,  wenn  K/  den  Compres- 
sionscoefficienten  für  sie  bezeichnet.  Die  Differenz  beider  Volumen- 
änderungen oder  die  relative  Volumenänderung  ruft  die  Veränderung 
des  Standes  im  Messrohr  um  dieLänge  t hervor,  so  dass 

rq  = {V-lq)p  (K/-K,) 


ist.  Hierbei  kann  der  Querschnitt  q auf  der  linken  Seite  als  dem  ur- 
sprünglichen gleich  angesehen  werden,  da  wir  sehr  kleine  Deformationen 
vorausgesetzt  haben  und  in  Praxi  stets  erhalten.  Die  letztere  Formel 
giebt 


lg 

p(V-lq) 


t 


und  dies  zeigt,  dass  die  Beobachtungsmethode  nur  die  Differenz  der 
beiden  Coöfficienten  K/  und  K„  giebt,  der  eine  also  auf  andere  Weise 
bestimmt  werden  muss.  Hierin  liegt  eine  bedeutende  practische  Schwierig- 
keit; denn  zumal  wenn  das  Gefäss  G , wie  meist,  aus  Glas  besteht,  ist 
die  Benutzung  des  an  einem  andern  gläsernen  Körper  auf  andere  Weise 
bestimmten  K sehr  bedenklich,  da  verschiedene  Glasstücke,  selbst  von 
der  gleichen  Sorte,  in  ihrem  elastischen  Verhalten  häufig  stark  differiren. 
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Die  Methode  des  Piezometers  ist  auf  feste  Körper  anwendbar, 
wenn  man  dieselben  mit  einer  Flüssigkeit  in  das  Gefass  G bringt.  Ist 
das  Volumen  des  festen  Körpers  Vk)  sein  Compressionscoöfficient  K*,  so 
ist  seine  Volumenänderung  VkpKk,  die  der  Flüssigkeit 

( V - Vk-lq)pK„ 

die  gesammte  relative  Volumenänderung  also: 

{V-lq)V{  .K,-K,)  + VkP(  K.-K,); 

sie  wird  gemessen  durch  eine  Veränderung  des  Standes  im  Messrohr  rr 
um  die  Länge  l”.  Beobachtet  man  in  G erst  die  Flüssigkeit  allein, 
dann  mit  dem  festen  Körper  zusammen,  so  gelten  die  beiden  Glei- 
chungen: 

l'q  = (V-lq)p{  K/-K,), 

l"q  = [V—  lq)p{ K,-  Ky)  + Vkp(Kk-  K,), 

und  hieraus  folgt: 

(/"  - l)  g 


K*  — K,  = 


Vkp 


Für  diese  Beobachtungsart  ist  also  die  Kenntniss  des  Compressions- 
coöfficienten  Kg  des  Gefässes  nicht  nöthig,  wohl  aber  desjenigen  K/  der 
Flüssigkeit.  — 

b)  Hat  der  betrachtete  Körper  die  Gestalt  eines  Voll-  oder  Hohl- 
cylinders  von  beliebigem  Querschnitt,  die  Axe  parallel  der  ^-Richtung, 
so  sind  die  Gleichungen  (138)  auf  die  Cy  linder-  und  die  Grundflächen 
gesondert  anzu wenden;  sie  geben  für  erstere: 

— Xn  — M1  cos  (n,  x)  + N3  cos  (n,  y), 

— Yn  — Nn  cos  («,  x)  -}-  M3  COS  (n,  y),  (139) 

— Zn  — Nt  cos  («,  #)  + cos  (n,  ?/), 

hingegen  für  letztere: 

— An  = Nt  cos  (n,  z),  — Y„  — N,  cos  (n,  z),  — Zn  — M3  cos  (>? , z). 

Die  Drucke  gegen  die  Cylinderfläche  sind  überall  normal  gegen 
dieselbe  und  von  constanter  Grösse,  wenn 


M,  = Mt,  Nt  = N,=  Nt=  0 

ist,  zugleich  sind  dann  auch  die  auf  die  Grundflächen  wirkenden  Drucke 
normal  zu  jenen  und  überall  gleich  stark. 

Wirkt  auf  die  Mantelflächen  von  aussen  nach  innen  ein  Druck 
von  der  Grösse  p',  so  folgt  für  sie  aus  den  Gleichungen  (133') 

— A'n  = X — — p'  cos  (n,  x),  — Yn  — Y = — p'  cos  (w,  y),  — Z„  = Z ==  0, 
und  man  erhält  daraus: 
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Wirkt  auf  die  Grundflächen  von  aussen  nach  innen  ein  normaler 
Druck  p,  so  ist  ebenda  zu  setzen 

Ä'=  0,  - y„=  Y = 0,  - Z„=Z=  — p cos (n,  z), 

und  es  folgt: 

Mt  = -p. 

Setzt  man  diese  WTerthe  in  (137)  und  (137"")  ein,  so  erhält  man 
den  Satz: 

Das  Deformationspotential  eines  homogenen  isotropen 
Cylinders,  der  auf  seinen  Mantelflächen  den  constanten 
Druck  p',  auf  den  Grundflächen  den  constanten  Druck  p er- 
fährt, hat  den  Werth: 


_ mer  + mtx*  _ ( cp ' — cp)  (x'  -f  y-)  + ((c  + c')  p — 2 dp') z1 

^ ~ 2 — 2(c  — c')(c  + 2 c)  ’ 

seine  Verrückungen  haben  also  die  Grössen: 


ii  = — 


(cp'—  c'p)x 


(c  - cr)  (c  + 2c) 


v — 


(cp'  — c'p)y 


751’ 


(c  - c')  (c  -f  2 c') 


((<?+•  c')p  — 2 cp')  z 

W -7T7 — — r— — ’ 


(C  — c ) ( C + 2 c') 


seine  Deformationen  sind: 


(139') 


(139") 


xx—yu=  — 


cp  — cp 


J _ , _ - _ _ J ^ /▼  ■ — 

l.e  - c)  (c  + 2c) 

IJt  ==  Xy  ==  0, 

seine  räumliche  Dilatation  ist: 

p + 2p' 


= - 


c + 2c’ 


(c  + c')p  — 2 cp' 

Tc-c’)  (c  + 2(Sj’  (139"') 


Dilatations-  und  Druckellipsoide  sind  ersichtlich  Rotationsflächen 
um  Parallele  zur  Z-Axe. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  Fall,  dass  die  Cy linder- 
flächen frei  sind,  also  p — 0 ist  und  nur  auf  die  Grundflächen  ein 
constanter  Zug  oder  Druck  ausgeübt  wird,  was  sehr  nahe  realisirt  ist, 
wenn  ein  Draht  oder  Stab  durch  ein  angehängtes  Gewicht  gedehnt 
wird.  Dann  findet  sich 


x*  = + 


cp 


ZM 


(c  + c')  p 


(14Ü) 


( c — c)  (c  4-2 c) ' ’*  (c  — c')  (c  + 2 c') 

und  diese  Formeln  zeigen,  wie  bei  positivem  p,  also  ausgeübtem 
Druck,  eine  Längscontraction  und  Querdilatation,  bei  negativem  p , 
also  ausgeübtem  Zug,  eine  Längsdilatation  und  Quercontraction  eintritt. 
Die  Coöfficienten  A und  A'  der  Längs-  und  Querdilatation 
bei  einseitigem  Druck  sind  resp. 

c + c' 


A'  = 


r-7t  ’ 


(c  - c')  (c  + 2c) 


A = 


(c  - c')  (c  +-  2 c'j  ’ 


(HO') 
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beide  sind  der  Beobachtung  zugänglich  und  geben  Mittel,  die  beiden 
Elasticitätsconstanten  gesondert  zu  berechnen.  Da  die  practische  An- 
wendung der  vorstehenden  Formeln  einen  Cylinder  voraussetzt,  dessen 
Länge  sehr  viel  grösser  ist  als  sein  Querschnitt,  damit  die  Art  der 
Yertheilung  der  äussern  Kraft  auf  den  Grundflächen,  welche  von  der 
Befestigung  des  dehnenden  Gewichtes  abhängig  und  uns  unbekannt 
ist,  keinen  Einfluss  übt,  so  wird  die  gesammte  Längsdeformation  viel 
grösser  ausfallen  als  die  Querdeformation,  letztere  also  der  Messung 
grössere  Schwierigkeiten  bieten.  Man  kann  statt  ihrer  mit  Yortheil 
die  cu bische  Dilatation  bei  einseitigem  Zug  messen,  indem  man  als 
zu  dehnenden  Körper  einen  Hohlcylinder  wählt,  der  unten  vollständig 
und  oben  durch  einen  mit  einem  feinen  getheilten  Glasröhrchen  ver- 
sehenen Stopfen  verschlossen  ist.  Füllt  man  den  Hohlraum  mit  Flüssig- 
keit, sodass  deren  obere  Fläche  in  dem  Glasrohr  steht,  so  wird  bei 
einer  Längsdehnung  des  Hohlcylinders  die  Flüssigkeit  in  dem  Röhrchen 
sinken,  und  die  Messung  dieser  Verschiebung  gestattet  die  eubisclie 
Dilatation  des  Hohlcylinders  und  hierdurch  die  Constante  1 /(c  -f  2c) 
zu  bestimmen. 

c)  Hat  der  betrachtete  Körper  die  Form  eines  rechteckigen  Prismas, 
so  kann  man  längs  jeder  seiner  Flächen  die  innern  Normaldrucke 
zu  (konstanten,  die  Tangentialdrucke  zu  Null  machen,  indem  man 
Nx  = Nt  = Nt=  0 setzt.  Dann  wird 


— Xx  = Mx  cos  (n , a;) , — Yv  = M.:  cos  (n , y) , 

- Y.  = 0,  * - Zx  = 0, 


- Z.  = cos  (*»,*), 

— x,=  o.  (141) 


liebt  man  also  von  aussen  auf  die  Flächen  normal  zur  JY-Axe 
den  constanten  Druck  plf  auf  die  normal  zur  Y-  Axe  pt , auf  die  normal 
zur  Z- Axe  pt  aus,  so  geben  die  Gleichungen  (133') 


für  die  Flächen  normal  zur  JY-Axe  — X»=X=  — px  cos  (n,  x), 

,,  ,,  „ ,,  ,,  Y- Axe  in  — Pt  cos  (w , y ), 

„ » » j>  Z-Axe  Z„  — Z — pt  cos  (n, 

woraus  folgt: 

= — p„  Mt  = — pt,  M , = — ps. 

Die  Berücksichtigung  dieser  Werthe  ergiebt  den  Satz: 

Das  Deformationspotential  für  ein  homogenes  isotropes 
rechteckiges  Prisma,  welches  auf  den  Flächenpaaren  normal 
zur  X , Y,  Z- Axe  resp.  die  constanten  Drucke  plt  pt , pt  erfährt, 
hat  den  Werth: 


<P  = 


m1xt  + mty*  + m 3x3 
2 


((C  + c)  p,-c'(p.i  + p.i))x1  4-((c  + c,)jP>-c,(jP,+p,j)yg  + {(c  + <f)pt-c'(Pi  + p,))*\ 

2 (c  — c')  [c  + 2 c) 
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Verrückungen  und  Deformationen  berechnen  sich  wie  oben;  die 
Dilatations-  und  Druckaxen  liegen  den  Prismenkanten  parallel. 

IV.  Wir  wollen  nun  einige  derjenigen  Functionen,  die  in  der 
Hydrodynamik  ein  Geschwindigkeitspötential  darstellen  können,  als 
Deformationspotential  wählen. 

1.  Setzen  wir 

cp  = qle,  (142) 

worin  e*  = x*  + y1  und  q constant  ist,  so  giebt  dies  eine  Deformation, 
welche,  da  Acp  verschwindet,  nach  (135')  nur  ohne  Einwirkung  äusserer 
Kräfte  auf  den  elastischen  Körper  bestehen  kann. 

Da  cp  nur  von  e abhängt,  so  ist  sowohl  dcp/de  als  d'cpjjde 1 längs 
coaxialer  Kreiscy linder  um  die  Z-  Axe  constant  und  man  kann  nach 
p.  420  das  Medium  durch  einen  solchen  Kreiscy  linder  vom  beliebigen 
Radius  R begrenzen,  wenn  man  gegen  dessen  Fläche  eine  normale 
constante  Druckkraft  wirken  lässt.  Da  aber  öcp/dx,...  in  der  Z- Axe 
unendlich  wird,  muss  diese  ausserhalb  des  Mediums  liegen,  der  Cylinder 
also  einen  Hohlraum  begrenzen. 

Der  elastische  Druck  gegen  eine  Cylinderfläche  ist  nach  (136"") 


— p.=  \ 


(142') 


wirkt  also  gegen  die  Wand  des  Ilohlraumes  der  Druck  p parallel  mit  e, 
so  bestimmt  sich  die  Constante  q aus 

-p  = _/>=  -(c-c')±,  (142") 

und  es  gilt  der  Satz: 

Die  Function 


(142'") 


ist  das  Deformationspotential  für  ein  unendliches  homogenes, 
isotropes  Medium  mit  einem  cy lindrischen  Hohlraum  vom 
Radius  R , gegen  dessen  Wand  der  Druck  p wirkt. 

Um  das  Medium  noch  in  einer  zweiten  Cylinderfläche  begrenzen 
und  für  beide  Flächen  den  Druck  beliebig  vorschreiben  zu  können, 
combiniren  wir  das  Potential  cp  — qle  mit  dem  oben  betrachteten 
Potential  der  homogenen  Deformation  (139') 

(p  = | (wc5  + m.z1), 

welches  die  Antheile  der  Drucke  — Pe'  = M , — Zx'  = Mt  liefert. 

Es  entspricht  demgemäss  dem  Deformationspotential 

cp  = qle  + {me*  + (143) 


- I\  = M - (c  - c ) 


-Z,=  M3, 


das  Resultat: 


(143') 


428 


Mechanik  nichtstarrer  Körper. 


welches  zeigt,  dass  neben  den  Drucken  auf  die  Mantelflächen  noch  ein 
Druck  oder  Zug  p auf  die  Grundflächen  des  Hohlcylinders  ausgeübt 
werden  kann. 

Erfahre  die  innere  Cylinderfiäche  vom  Radius  Ri  den  Druck  p, 
parallel  mit  +e,  die  äussere  vom  Radius  Ra  den  Druck  pa  parallel 
mit  — e,  so  ist  zu  setzen: 

-J><  = - = 


woraus  folgt: 

M — PiRi-PaRg 
R1  - R'  ? 


, = (P.  ~ Pa)  Ra  R'  . 
1 (c  - C)  {Ra1  - Ri1)  ’ 


(143") 


dazu  kommt  Mt  = — p. 

Wird  eine  Zugkraft  auf  die  Grundflächen  nicht  ausgeübt,  ist  also 
Mt  = 0,  so  folgt  aus  (137"")  wegen  My  = Mt  = M: 


mx  = m,  = m = 


cM 


(c  — c')  (c  -h  2 c') 


~nrj\ ’ m*  = 


- 2c'itf 


(c  - c')  (c  + 2 c') 


(143"') 


Das  Deformationspotential  eines  homogenen  isotropen 
Hohlcylinders  von  den  Radien  i?,  und  Ra,  welcher  auf  den 
Mantelflächen  die  constanten  Drucke  pt  und  pa  erfährt, 
ist  also: 


_ l 

^ (c  ~C)  {Ra1  - Ri1) 


(ce-  - 2 c'*.4 
\ 2 (c  4-  2 e) 


{PiR? 


(144) 


Behalten  wir  die  Abkürzung  (143)  bei,  so  folgen  daraus  die  Ver- 
rückungen: 

(144') 


u = x (m  + j v = ylm  + 


w = mtz, 


die  Deformationen: 

, / 1 2x'\  , / 1 2 y*\ 

x,  = m + q{7-  !,  = » + }(7- > 

»,  = *.  = 0,  . 

Für  eine  Stelle  der  XZ-  Ebene  ist  y — 0,  also 


yv. 


7nt, 


(144") 


xx  = m — - - 7 yy  = m + 7 z, 

e e 


yM=zx=Xy=  0; 


die  Hauptdilatationsaxen  sind  dort  also  den  Coordinatenaxen  parallel. 
Ist  der  innere  Druck  p{  grösser  als  der  äussere  pa , so  ist  q > 0,  und 
es  findet  die  grösste  Dilatation  parallel  der  F-Axe  statt;  daher  wird 
ein  Zerspringen  des  Rohres  mit  Spalten  in  den  Meridianebenen, 
und  zwar  von  innen  her,  beginnen. 
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2.  Der  Werth  des  Deformationspotentiales 

V-7’ 

worin  r*=  r'  + y*  -f-  %'  ist,  erfüllt  die  Gleichung  Acp  — 0,  giebt  also 
keine  räumliche  Dilatation  und  kann  daher  nur  stattfinden,  wenn 
äussere  Kräfte  nicht  wirken. 

Als  Begrenzung  lässt  sich  hier  eine  beliebige  Kugel  um  den  Coor- 
dinatenanfang  wählen,  in  welcher  ein  constanter  Normaldruck^  herrscht; 
denn  für  eine  solche  ist  sowohl  dcp/dr  als  d'cpldr*  constant. 

Da  aber  d(pjdx , ...  für  r = 0 unendlich  wird,  so  muss  der  Coor- 
dinatenanfang  ausserhalb  des  elastischen  Mediums  liegen,  die  Kugel 
also  einen  Hohlraum  begrenzen. 

Die  elastische  Druckkraft  gegen  eine  Kugel  um  den  Coordinaten- 
anfang  berechnet  sich  nach  (130"")  zu 


d'- 
r 


C =(«-«')?—•  = 2(c-c') 


. .1  1 


(145') 


wirkt  also  gegen  die  Wand  des  Hohlraumes  parallel  mit  r der  Druck  p, 
so  bestimmt  sich  die  Constante  q aus 

~P  = -p,=  2(6-«')|,  (145”) 

und  man  erhält  den  Satz: 

Die  Function 

t = - wOffr 

ist  das  Deformationspotential  für  ein  unendliches,  homogenes, 
isotropes  Medium  mit  einem  kugelförmigen  Hohlraum  vom 
Radius  R , gegen  dessen  Wandung  der  Druck  p wirkt. 

Um  noch  in  einer  zweiten  Kugelfläche  den  normalen  Druck  will- 
kürlich vorschreiben  zu  können,  combiniren  wir  das  Potential  cp  — q/r 
mit  dem  Potential  mrx\ 2 der  homogenen  Deformation  aus  (138')  zu: 


(i  , inr 

<P  = T+  t 


hieraus  folgt  in  der  früheren  Abkürzung: 

— Pr  — M -f  2 (c  — c')--t . 


(146) 


(146') 


Wirkt  auf  die  innere  Kugelfläche  vom  Radius  Ri  der  Druck  pt 
parallel  4-  r,  auf  die  äussere  vom  Radius  R„  der  Druck  pa  parallel  — r, 
so  gilt: 

-P,=  -(P,),  = 


-p„=  -(Pr)a=:H+2{c-c) 


Ra 
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und  daher: 

> r _ Pi  R*  - Pa  Ra  _ ( Pa~  Pi)  Ra  Ri  . 

” Ra  ~ R*  ’ q 2 (C  - CO  (Ä.*-  £,*)  ’ 

zugleich  folgt  aus  (137""),  da  Mt=  Mt  = 3f,=  i/  ist: 

M 


(146") 

(146"') 


Das  Deformationspotential  cp  für  eine  homogene  isotrope 
Hohlkugel  von  dem  innern  Radius  R,,  dem  äussern  R„,  welche 
unter  dem  innern  constanten  Druck  /?,,  dem  äussern  pa  steht, 
ist  gegeben  durch: 


<P 


~ B.‘  - B?  (s 


tost-p.a.’)  + U47) 


^2  (e  + 2 c') 

Unter  Benutzung  der  abgekürzten  Form  (146)  folgen  die  Werthe 
der  Verrückungen: 

u = x(ni  — -^7  v = y(m—  , w=z(m  — (147') 

die  Deformationen  sind: 


3xs\ 

/ 1 

3?/5\ 

-TtJ’  Vv=m~ 

1 

»Q 

nJ 

i 

6 q yx 

y*=  *;  > **= 

6 q xx 
= r*  ’ 

6 qxy 


(147") 


3..  Schliesslich  wollen  wir  noch  ein  Beispiel  für  die  Deformation 
in  Folge  der  Einwirkung  einer  äussern  Kraft  behandeln. 

Sei  eine  Kugel  vom  Radius  R,  von  der  Masse  M und  der  Dichte  e 
gegeben,  deren  Theile  nach  dem  Newton’schen  Gesetz  auf  einander 
wirken,  dann  ist  das  Kräftepotential,  auf  die  Masseneinheit  bezogen, 

<P  = cc  + ßr*, 

worin  ß = fM\R%  (unter  f die  Constante  des  Newton’schen  Gesetzes 
verstanden),  u aber  willkürlich  ist,  da  </>  nur  bis  auf  eine  additive 
Constante  bestimmt  ist. 

Für  das  Deformationspotential  cp  gilt  dann  nach  (135")  die  Be- 
dingung 

l-{cc  + ßr*)  = Acp , 

aus  welcher  sich,  da  cp  nur  r enthalten  kann,  leicht  iindet: 


V 


e[  6 + 20  + 7 + r)' 


y und  8 sind  die  Integrationseonstanten. 

Da  dcpjdr  für  r = 0 nicht  unendlich  werden  kann,  so  muss  8 
verschwinden;  y hat  auf  die  Deformation  keinen  Einfluss.  Soll  die 
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Kugel  von  aussen  keine  Druckkraft  erleiden,  so  muss  nach  p.  420  für 
r = B 


d*<p 

77 


c Acp  = 0 


sein.  Setzt  man  den  erhaltenen  Werth  von  cp  ein,  so  findet  sich: 

3 a nj  3c  -f-  2 c 

•--jß*  TW 


Eine  homogene  Kugel  von  der  Dichte  6 und  dem  Radius 
R erleidet  durch  die  Newton’sche  Anziehung  zwischen  ihren 
Theilen  eine  Deformation,  deren  Potential  gegeben  ist  durch: 


cp  = 


2n  ft1  (r*  ,„,3c  + 2c'\ 

w(2-r/iTw) 


Die  Verkürzung  des  Radius  in  Folge  dieser  Deformation  beträgt: 


87TÜ?YeT  2Mft 

15  [c  4-  2c')  5 (c  4-  2c'j 


§ 37.  Mechanik  elastischer  Körper;  Gleichgewichtszustände. 
Drillungsdeformationen;  gleichförmige  Drillung.  Combinirte 

Deformationen. 


I.  Hatten  wir  im  Vorstehenden  Deformationen  betrachtet,  welche 
in  Analogie  traten  zu  den  Potentialbewegungen  einer  Flüssigkeit,  so 
wollen  wir  uns  nunmehr  zu  denjenigen  wenden,  welche  den  Wirbel- 
bewegungen entsprechen.  Weil  für  dieselben  characteristisch  ist,  dass 
die  Drehungswinkel  oder  Drillungscomponenten 


1 (dw  _ 1 (du  ö*c\ 

2 (dy  dz)7  ^ ~ 2 dxj  1 


1 (dv  dw\ 

2 dy j 


(149) 


der  Volumenelemente  nicht  verschwinden,  nennen  wir  sie  Drillungs- 
deformationen und  nehmen  aus  der  Hydrodymanik  den  Begriff  der 
Drillungslinie  herüber,  als  einer  Curve,  deren  Element  an  jeder 
Stelle  in  die  Richtung  der  dort  vorhandenen  Drillungsaxe  fällt,  also 
der  Gleichung: 

dx:  dy:dz  = X:  fi:  v (149') 

genügt..  Zwischen  den  X,  p,  v besteht  die  identische  Relation: 


dl 

dx 


i dJL  + = 0 

+ dy  + dx 


(149") 


Führen  wir  die  den  Wirbelfunctionen  entsprechenden  Drillungs- 
functionen U,  F,  W durch  die  Beziehungen 


u 


dW 

dy 


dV 

dz 


- dIL  _ dJY 

~~  dz  dx  ’ 


dV  dU 


(150) 
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ein,  so  treten  dieselben,  falls  wir  sie  noch  der  Bedingung 

dü  dV  dW  _ 0 

dx  dy  ' dx  ~~ 


(150') 


unterwerfen,  mit  den  Drillungen  X,  f i , v in  den  Zusammenhang 

AU  = -2X,  AV=-2{i,  AW=-2v.  (150") 

Da  diese  Werthe  von  u,  v , w die  räumliche  Dilatation  & zu  Null 
machen,  so  schreiben  sich  die  Druckeomponenten  in  der  Form: 

- * ' - («-0 K'  - Y-  “ <-0  (ff  - *)  = (&  + A)> 


-Y,  = {c-o)¥y 

r,  , Ött» 


- «.  = («-«')  (*-“  - 1«)  = («-<0  (!"  + /*),  (150'") 


- X,  = (c-e')  (§£  - *)  = (<=-«')  (g~  + *), 
und  die  Gleichgewichtsbedingungen  werden  zu 


wo  auf  der  rechten  Seite  je  drei  verschiedene  Formen  für  dieselbe 
Function  stehen. 

Zieht  man  den  letzten  der  angegebenen  Werthe  in  Betracht,  so 
erkennt  man  den  Satz: 

Eine  reine  Drillungsdeformation  kann  nur  dann  ohne 
Einwirkung  äusserer  Kräfte  bestehen,  wenn  die  Drillungs- 
componenten  an  jeder  Stelle  durch  die  partiellen  Differential- 
quotienten einer  und  derselben  Function  \ p,  des  Drillungs- 
potentiales, nach  den  Coordinaten  gegeben  sind,  nämlich 


X 


ist;  wegen  der  identischen  Beziehung 


muss  dabei  gelten 


dk  ö/*  dv 
dx  + dy  + dx  ~ 

Ayj  — 0. 


(151) 


(151') 


Die  Bedingungen  für  eine  begrenzende  Fläche  sind  hier  minder 
einfach  als  bei  dem  Deformationspotential,  weil  sich  die  u,  v,  w nicht 
durch  das  derselben  Stelle  entsprechende  ip  ausdrücken  lassen. 
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Während  unter  den  Potentialdeformationen  diejenigen,  denen  im 
ganzen  Körper  constante  Werthe  der  Deformationsgrössen  entsprechen, 
eine  ganz  besondere  Wichtigkeit  und  vielfältige  Anwendung  besitzen, 
geben  die  Drillungsdefonnationen,  für  welche  die  Drillungscomponenten 
constant  sind,  überhaupt  kein  elastisches  Problem;  denn,  wie  schon  aus 
dem  Inhalt  von  § 16  hervorgeht,  treten  solche  Werthe  nur  auf,  wenn 
der  Körper  als  Ganzes  bewegt  wird.  Trotzdem  findet  der  diesem  Fall 
entsprechende  Werth  des  Drillungspotentiales 

y>  = nxx  + y 4- 

in  der  Combination  mit  anderen  Potentialen  Anwendung. 

Der  einfachste  Fall  von  Potentialdrillung,  welcher  wirklich  auf  ein 
elastisches  Problem  führt,  ist  derjenige  der  sogenannten  gleichför- 
migen Drillung  um  eine,  etwa  die  Z-Axe.  Man  versteht  darunter 
eine  Deformation,  bei  welcher  sich  alle  Ebenen  normal  zur  Drillungs- 
axe  als  Ganzes  drehen  und  der  Drillungswinkei  eine  lineare  Function 
des  Abstandes  von  einer  willkürlichen  Anfangsebene  ist. 

Nach  dem  p.  377  Besprochenen  wird  eine  solche  Drillung  um  die 
Z-Axe  definirt  sein  durch 


u = — ryz,  v = + rxzf  also  v — tz,  (1 52) 


worin  r die  gegenseitige  Drehung  zweier  um  die  Länge  Eins  parallel 
der  Z-Axe  von  einander  entfernter  Ebenen  bezeichnet. 

Wegen  dieses  Werthes  von  v nimmt  die  Gleichung  (149")  die 
Form  an: 


d>-  , ö/t 

SS  + §Z+T  = 0’ 


und  die  Bedingungen  für  die  Existenz  eines  Drillungspotentiales  y 
liefern  die  Formeln: 


dx  _ o — o _ o 

dx  ’ dx  7 dx  dy 
Hieraus  folgt,  dass  die  Gestalt  besitzt 

V = r (y  + V'')  ’ 

worin  y/  nur  x und  y enthält  und  der  Gleichung 


(152') 


A'yj'  +1=0 


genügen  muss. 

Die  Werthe  (152)  von  u und  v ergeben, 


in  die  Formel 


du  dv  dw  _ 

dx  dy  dx 


eingeführt,  das  Resultat,  dass  w 
setzen  demgemäss: 

dV 


nur  x und  y enthalten  kann;  wir 

(*,  y)  ■ 
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Für  / folgt  eine  Bedingung  durch  Combination  der  letzten  Formel 
(152')  mit  den  Beziehungen  AU  = — 2A,  AV=  — 2/z;  sie  lautet: 

= = 052"') 

U,  V,  W einzeln  zu  bestimmen  ist  in  unserm  Falle  nicht  nöthig,  es 
handelt  sich  nur  um  die  Function  /. 

Die  elastischen  Drucke  nehmen  nach  dem  Vorstehenden  die 
Werthe  an: 


o 

II 

1 

- 4 = 

c — c’ 

2 rl 

o 

1! 

I 

- 4 = 

c — e' 

— rl 

[£-*). 

(153) 

-4  = 0, 

-xu  = 

0; 

• 

Da  sie  von  * unabhängig  sind,  so  wollen  wir  versuchen,  das 
elastische  Medium  durch  einen  Cylinder  von  beliebigem  Querschnitt 
parallel  der  Z-  Axe  zu  begrenzen.  Ein  Element  seiner  Querschnittscurve 
nennen  wir  ds,  dasjenige  der  äusseren  Normale  darauf  dn  und  nehmen 
an,  ds  liege  zu  dn  wie  Y zu  X. 

Dann  sind  die  Cosinus  der  Richtungswinkel  der  äusseren  Normale 

cos  (n,  x)  = = £ > cos  (»,  y)  = cos  (»,  *)  = 0, 


und  die  Druckcomponenten  gegen  ein  Oberliäclienelement  werden: 


»Setzen  wir: 

dx  _ dSL  dx  _ dsi 

dy  dx ’ dx  ~~  dy 

so  ergiebt  sich  nach  einfacher  Reduct-ion: 


(153") 


+ ¥<*  + *>) 


Soll  die  Cylinderlläche  eine  freie  Oberiläche  sein,  so  müssen  alle 
drei  Componenten  Ar„,  Yn,  Zn  längs  derselben  verschwinden.  Wir  er- 
kennen, dass  dies  statttindet,  wenn  längs  des  Randes  ihres  Querschnittes 


ß + W + y')  = 0 (153'") 

ist;  eine  willkürliche  Constante  denken  wir  dabei  in  Q hineingenommen. 
Da  diese  Formel  eine  endliche  Relation  zwischen  den  Ooordinaten  der 
Punkte  der  Querschnittscurve  enthält,  so  stellt  sie  die  Gleichung  dieser 
Curve  dar. 

Aus  der  Beziehung  (153")  folgt  unmittelbar: 


A'f>  = 0, 


(153"") 
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und  wir  können  die  Behandlung  des  Problemes  auch  mit  Bestimmung 
der  Function  ß,  statt  der  Function  /,  beginnen,  gemäss  dem  folgen- 
den Satz. 

Ist  ß eine  Function  von  x und  y,  welche  die  Gleichung 
z/'ß  = 0 erfüllt,  ist 

Q + i (#a  + y)  = 11 

die  Gleichung  einer  geschlossenen  Curve  S und  bezeichnet 
ferner  / die  durch 

dy  _ dSl  dy  _ d£l 

dy  dx  ’ dx  dy 

definirte  Function  von  x und  ?/,  dann  stellen  die  Werthe 


u — — ryz,  v — -}-  rxz , w — t%(x,  y) 

eine  gleichförmige  Drillung  des  Cylinders  dar,  dessen  Quer- 
schnitt von  der  Curve  S begrenzt  ist.  Das  ihr  entsprechende 
Drillungspotential  hat  den  Werth: 


Die  Bestimmung  einer  Function  % aus  ß ist  dabei  stets  ohne 
Schwierigkeit  möglich,  da 

dy  J . dy  , dSl  , . dil 

V — — — tinr  -i dy  = — 


(ly  = -a-  dx  -f-  „ 

* dx  dy 


- dx  -f-  ^—dy 
dy  dx 


wegen  der  Gleichung  J'ß  = 0 stets  ein  vollständiges  Differential  ist. 

Um  eine  solche  Drillung  wirklich  hervorzubringen,  muss  man  den 
Cylinder  in  zwei  Querschnitten  begrenzen  und  in  denselben  äussere 
Kräfte  auf  ihn  ausüben.  Da  nach  (153)  bei  unsern  Voraussetzungen 
alle  Druckkräfte,  mit  Ausnahme  von  Y„  und  gleich  Null  sind,  so 
können  diese  äusseren  Drucke  nur  tangentiale  sein. 

Führen  wir  in  die  Ausdrücke  für  Y.  und  Xg  ebenfalls  ß statt  % 
ein,  so  wird: 

v c-d  (dSl  \ 

- = + — r (a?  + :c) 

v e~e'  \ 

- A. -5-  r + y)  ■ 

Die  äussere  Kraft,  welche  auf  den  nach  -f-  Z liegenden  Querschnitt 
ausgeübt  wird,  habe  die  Componenten  X und  Y,  dann  ist: 

X=-Xt)  Y=-Y„; 

entgegengesetzte  Componenten  sind  auf  dem  nach  — Z liegenden  Quer- 
schnitt anzubringen.  Ueber  den  ganzen  Querschnitt  q summirt,  geben 


(154) 


X und  Y ein  Drehungsmoment 


28“ 
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iV  = 


d<] 


+ V -af)  dq  + 0*’)  > 


(154') 


worin  mit  x der  Trägheitsradius  des  Querschnittes  um  die  Z-  Axe  be- 
zeichnet ist. 

Ist  der  Querschnitt  des  Cylinders  klein  gegen  seine  Länge,  so 
kann  man  annehmen,  dass  der  Cylinder  mit  Ausnahme  der  den  Enden 
unmittelbar  benachbarten  Theile  überall  eine  gleichförmige  Drillung 
erleidet,  deren  Grösse  nur  von  dem  Gesammtmoment  der  ausgeübten 
Kräfte,  nicht  aber  von  ihrer  Vertheilung  auf  dem  Querschnitt  abhängt. 
Dann  kann  man  die  einzige  Constante  der  Lösung  r bestimmen  durch 
die  aus  (154')  folgende  Beziehung: 


(154") 


Hierin  wird  man  nach  dem  p.  422  Gesagten  (c  — c')/ 2 den  Dril- 
lungswiderstand, 2/(c  — c)  = T den  Drillungscoefficienten  des 
isotropen  Körpers  nennen.  T enthält  die  beiden  Constanten  c und  c in 
einer  andern  Combination  als  K und  A;  seine  Bestimmung,  welche 
keine  experimentellen  Schwierigkeiten  bietet,  ist  also  mit  derjenigen  von 
A zusammen  sehr  geeignet,  um  o und  c gesondert  zu  ergeben. 

Es  ist  nach  dem  Vorstehenden  ohne  alle  Schwierigkeit,  eine 
grosse  Anzahl  von  Querschnitten  zu  finden,  für  welche  das  Drillungs- 
problem sich  in  geschlossener  Form  lösen  lässt;  schon  die  Annahme 
ganzer  rationaler  Functionen  für  il  giebt  Fälle  von  hervorragendem 
Interesse. 

Wir  beschränken  uns  auf  den  einfachsten  Fall  einer  Function 
zweiten  Grades  und  setzen  demgemäss,  um  die  Formel  (153"")  zu  erfüllen: 


2ü  = C{x'-y')-D\  (155) 

die  Gleichung (153'")  der  Quersehnittscurve  verwandelt  sich  hierdurch  in: 

(1  +(7)®*+(l  — G’)?/  = D, 

welche,  falls  man 


D -»*,  An  = A’>  (155) 


also 


setzt,  die  Gestalt 


i + C 


l - C 


r 

O — — — : 7 

«•  4-  b' 


D = 


2 arb- 
a"  + Ir 


+ f = i 
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annimmt  und  eine  Ellipse  von  den  Halbaxen  a und  b darstellt. 

Nach  (154")  folgt  dann 

2N_  

(c  — c)  ((1  + C)fx*  dq  4-  (1  — (?)  f y*  d <y ) 

N(a*  + b'l 

~ (c-  c)  Q («***•  + b**f)  ’ 

falls  xx  und  xy  die  Trägheitsradien  des  Querschnittes  um  die  X - und 
Y- Axe  bezeichnen.  Deren  Grösse  bestimmt  sich  nach  dem  p.  168  ent- 
wickelten Verfahren  leicht  zu 

b a 

X*—~2f  X,J  ~ *2  1 

und  es  resultirt  daher 

2 N {tv  4-  b’) 

T ( c — c')Qa?b - 

I 

Wendet  man  dies  auf  einen  Oy  linder  von  der  Länge  L an,  der, 
da  die  Drillung  gleichförmig  ist,  eine  Gesammtdrehung  tL*=T  erfährt, 
so  findet  sich  das  Resultat: 

Die  Drillung  eines  elliptischen  Ovlinders  von  der  Länge  L 
und  den  Halbaxen  a,  b seines  Querschnittes  durch  ein  um 
seine  Axe  wirkendes  Moment  N hat  die  Grösse: 


T = 


2 NL 
(<?  - c')  Q 


(156) 


Für  einen  Kreiscylinder  vom  Radius  R geht  diese  Formel  über  in: 


4 NL 

{c  — c')nR*  ' 
Aus  dem  Werth 


(156') 


2 O = dx1  - ?/)  - D 
erhält  man  gemäss 

d/  = Cy  dx  + Cx  dy : 

X = Gxy  + E, 

also,  falls  w für  x = y — 0 
selbst  verschwindet,  in  Rück- 
sicht auf  den  Werth  von  C : 


Y 

4 


W = — 


iv  — b~ 
a-  4-  b: 


t xy. 


(156") 


Fig.  46. 


Bei  positiver  Drehung  und  a > b tritt  also  bei  der  Drillung  der 
erste  und  dritte  Quadrant  eines  jeden  Querschnittes  nach  der  nega- 
tiven, der  zweite  und  vierte  nach  der  positiven  Seite  aus  seiner 
Ebene.  Die  Curven  constanter  Verschiebung  iv  sind  gleichseitige  Hy- 
perbeln; Figur  46  verdeutlicht  den  Vorgang. 
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II.  Das  Newton’sche  und  das  logarith mische  Potential  bieten 
Mittel  zur  Aufstellung  von  Functionen,  welche  Drillungspotentiale  sein 
können. 

Ein  Beispiel  hierfür  giebt  die  Function 


(157) 


aus  ihr  folgt 


l 


dx  dz  ’ 


(157') 


und  die  Gleichungen  (150")  gestatten  die  Lösung: 


U*= 


(157") 


wobei  in  W das  Glied  2 q/r  zugefügt  ist,  um  die  Beziehung  (150')  zu 
erfüllen.  Es  folgen  die  Werthe  der  Verrückungen: 


u — 2q 


dy 


* = -2l7df’  w = °;  (157"') 


sie  stellen  eine  Drehung  um  die  Z- Axe  dar  um  einen  Winkel  2 q/r*, 
der  also  auf  Kugeln  um  den  Coordinatenanfang  constant.  ist.  Im 
Coordinatenanfang  wird  r = oo,  dieser  Punkt  muss  daher  ausserhalb 
des  elastischen  Körpers  liegen;  wir  können  letzteren  demgemäss  durch 
eine  Kugel  vom  Radius  R um  den  Coordinatenanfang  begrenzen,  falls 
wir  auf  derselben  die  Drehung  gleich  r gegeben  annehmen.  Die 
Constante  q bestimmt  sich  dann  = tJ?72  und  wir  gelangen  zu 
dem  Satze: 

Ein  unendliches  elastisches  Medium,  in  welchem  ein 
kugelförmiger  Theil  vom  Radius  R um  den  Winkel  t um  die 
Z- Axe  gedreht  ist,  erleidet  eine  Deformation,  welcher  das 
Drillungspotential 

. i 

_ tR1  r _ r R'z 

^ 2 dx  2 V* 

entspricht. 

Durch  Zufügung  der  aus  dem  Ansatz  y/  — n%  folgenden  Ver- 
rückungen 

u = — ny,  v = -f-  nx,  iv  = 0 


erhält  man  eine  allgemeinere  Lösung,  welche  gestattet,  das  elastische 
Medium  zwischen  zwei  Kugeln  einzuschliessen,  an  denen  beiden  will- 
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kürliche  Drehungen  r,  und  r„  vorgeschrieben  sind.  Die  Formeln 
stimmen  mit  (122)  bis  (122")  überein,  auch  lässt  sich  gemäss  dem 
jenen  Folgenden  leicht  das  Moment  Ar  berechnen,  welches  nöthig 
ist,  um  die  innere  oder  äussere  Kugel  in  der  abgelenkten  Lage  zu 
erhalten. 

III.  Da  reine  Drillungsdeformationen  ohne  Einwirkung  äusserer 
Kräfte  nur  stattfinden  können,  wenn  ein  Drillungspotential  existirt, 
so  wird  dadurch  die  Anzahl  der  einfachen  und  interessanten  Fälle 
sehr  beschränkt.  Grössere  Mannigfaltigkeit  bieten  die  combinirten 
Deformationen,  die  so  gewählt  werden  können,  dass  die  einzelnen 
Theile  für  sich  Einwirkungen  äusserer  Kräfte  erfordern,  welche  sich  aber 
durch  die  Combination  aufheben. 

Nach  p.  889  ist  der  allgemeinste  Ansatz  für  u,  v,  w der  folgende: 


dq> 

+ 

dW 

dV 

dx 

dy 

dx  7 

dtp 

+ 

dU 

dW 

~ dy 

dx 

dx  ’ 

dtp 

+ 

dV 

dU 

~ dx 

dx 

dy  7 

wobei  die  Bedingung 


(158) 


bü  av  , 

dx  dy  ' 


besteht;  in  die  Gleichgewichtsbedingungen  (133)  eingeführt,  liefert  er 
die  Gleichungen,  welche  den  Summen  der  resp.  Formeln  in  (135')  und 
(150"")  entsprechen : 


hierin  haben  A,  /i,  v die  frühem  Bedeutungen. 

Ein  Beispiel  für  eine  combinirte  Deformation  liefert  die  Ueber- 
tragung  der  p.  378  für  eine  Flüssigkeitsbewegung  angewandten  Lösung. 
Durch 


K = 4-  n 


r 

dy  ’ 


= — n 


d ~ 
r 

dx 


i 


V , = 0 


ist  eine  Drillungsdeformation 


«.  = + 


nxx 


Ol  — T 


ny 


i—  ? 


" ( r!  + r ) 


(159) 


(159') 
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gegeben,  durch 


eine  Potentialdeformation 


<[X 


(159") 


(IXX 

= - V ’ 


= 1 (t  - >•)  • (159"') 

Setzt  man  diese  Werthe  für  k,  (a,  v und  (p  in  die  Gleichungen 
(158')  ein,  so  lauten  sie  in  Rücksicht  auf  die  Relation  A(1  /r)  — 0: 

d~  d2~ 

-ex  = cqJ^-(c-c')n^-, 


d—  ö* 

r , r 


e Y — cq  A -ä (c  — c)  n 5 — =-  > 

1 öy  ' 1 dvdx 


dy  d < 


* 


d2 


1 


und  nach  (96")  genügen  ihnen  die  Werthe 

X=  Y^=  Z = 0, 

falls 

2 cg  — (c  — c)  n — 0 

ist.  Die  hiernach  durch  Combination  von  (159')  und  (159"')  resultirenden 
Verrückungen 

0 + d)  XX  (c  + c’)  yx  (c-  + c ) x.2  + ( 8 c - c')  r . 1 ön. 

« = -g—  i v — n > w = w v —— -_3~ — (160) 

2c  r 2c  r5  2c  r v ’ 

kommen  also  ohne  äussere  Kräfte  zu  Stande. 

Die  Deformationen  bestimmen  sich  zu: 

c + e'/,  3#2\  x c+c'f i 3 y~ \ * 

— <L  ~2e~  ( r'J  ’ »'“"-irl1-  > ■)■?•> 

4-»  <?=  - »—4-.  (loco 

2c  \ r ) r er  * *•*  ' ' 


2/.-  = - ; 


(e  + c')  fi  y •.*  (c  — cr)  y 


2 er 


w -1  > zx  — — n 

er 


(c  + c')  Cxx2 
2 er4 


n 


(c  — c')  X 
er1 


(c  + c')  6 xy  x 


x„—  — n , , 
■*  2 er4 


Von  Druckcomponenten  wollen  wir  nur  diejenigen  angeben,  welche 
gegen  eine  Kugelfläche  um  den  Ooordinatenanfang  wirken;  diese  lauten: 


,r  3 nie1  — o'*)  xx 

Ar  — — — i > 


+ Yr  = ^ 


3w  (c2  — c'2)  yx. 


— j 


(160") 


2 er1  ' 2 er4 

. y _3«(cs-c,!)v  , n(c-  cT 
+ 2cr‘  ‘‘  2er2 

Denkt  man  sich  eine  derartige  Kugel  vom  Radius  R als  Hohlraum 
in  dem  unendlichen  Medium  hergestellt,  so  müssten,  um  die  Ver- 
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rückungen  (160)  hervorzubringen,  gegen  deren  innere  Fläche  Kräfte 
X , Y,  Z wirken,  gegeben  durch 

X = Xn  Y =Yn  ~Z=  ZT. 

Ist  der  Hohlraum  unendlich  klein,  so  wird  auf  den  Zustand  an 
in  merklicher  Entfernung  gelegenen  Punkten  nicht  die  Verth  ei  lu  ng, 
sondern  nur  die  Grösse  und  Richtung  der  Resultirenden  dieser 
Kräfte  Einfluss  haben.  Diese  Resultirende  liegt  parallel  der  Z- Axe 
und  hat  die  von  R nicht  abhängende  Grösse 

K — 4 n n (c  — e) ; ( 1 60'") 

eine  gleich  grosse  und  entgegengesetzt  gerichtete  müssen  die  Kräfte 
geben,  welche  zur  Erhaltung  des  Gleichgewichts  in  unendlich  fernen 
Punkten  anzubringen  sind. 

Drückt  man  n durch  K aus,  so  erhält  man  das  Resultat: 

Uebt  man  auf  einen  Punkt  eines  unendlichen  Mediums 
eine  Kraft  K parallel  der  Z- Axe  aus,  so  haben  die  dadurch 
hervorgebrachten  Verrückungen  die  Werthe: 

K{c  + c')xx  K(c  + ch)yx  K{(c  4-  c')x*  + (3c  — c')r*) 

U = > v = — — , 1 W — . . 5 • 

8 nc{c  — c)r~  Ü7ic(c  — c)r*  8 nelc  — c)r' 


§ 38.  Mechanik  elastischer  Körper;  ebene  Wellen  in  einem 
unendlichen  elastischen  Medium;  transversale  Verrückungen  eines 

gespannten  unendlichen  Fadens. 


I.  Die  Hauptgleichungen  für  die  Bewegungen  in  einem  elastischen 
Medium  bilden  wir  aus  (129)  durch  Einsetzen  der  Werthe  (128)  und 
erhalten  so  folgendes  System: 


d-u 

6~dT  ~ 
d'v 
e dt * 

d'w 

eJF  ^ 


c — c 


\r  , v — v A . C + c’  df> 

e\  + -—A«  + — n. 


, r , c — d , . c + c d 0 

“er  + — ^+  — Sy’ 
r,  . C - c'  A , C+C'd» 

+ -~Jw+  — -ä~. 


(101) 


Von  der  Einwirkung  äusserer  Kräfte  nach  Art  der  Schwere  wollen 
wir  absehen,  weil  dieselben  in  Praxi  auf  die  Bewegung  neben  den 
innern  Kräften  nur  verschwindenden  Einfluss  haben;  wir  setzen  also 
fernerhin : 

X — Y — Z — 0. 


Solange  wir  das  elastische  Medium  nach  allen  Seiten  unbegrenzt 
annehmen,  kommen  ausser  den  vorstehenden  Hauptgleichungen  nur 
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noch  die  Festsetzungen  über  den  Anfangszustand  in  Betracht,  dahin 
lautend,  dass  für  t — 0 


u = un,  v = v°,  w — iv 


(161') 


gegebene  Functionen  der  Coordinaten  sind. 

Wie  wir  in  dem  vorigen  Abschnitt  die  Verrückungen  u,  v,  w für 
einen  beliebigen  Zeitmoment  in  die  beiden  Theile  Potentialverrückung 
und  Torsionsverrückung  zerlegt  haben,  indem  wir  setzten 


u = 

u,  -f  ut, 

V 

= i\ 

+ 

w 

= u\ 

+ wty 

dw 

dq> 

dtp 

II 

'S» 

o> 

) 

vx  = 

dy  ’ 

IV,  = 

dl' 

dw 

dV 

dU 

dW 

dV 

dU 

dü 

, dV 

W,=  ä 

dy 

~ dx  ’ 

dx 

i w. 

dx 

dy  ’ 

dx 

dy 

so  können  wir  auch  die  Anfangswerthe  zerlegen  und  setzen 


(161") 


dW 

dz 


u 


«» 


7 


/ 

ut 


dir’ 

W 


d\v 

dy 


u°  = 

< + 

Uly 

= 

vl  + vl, 

uf 

— wl 

+ 

wl, 

d<p" 

dx 

d q>’ 

wl  = 

d<pn 
dz  5 

(16F 

”) 

d V 0 

dU° 

d W" 

„ dV° 

dU° 

dü° 

+ 

dV° 

+ 

dW'> 

= 0; 

dz  1 

<’  = 

dx 

dx  ' 

Ut  ~ dx 

dx 

1 dx 

dy 

dz 

$ 

u = 

K + 

ul, 

v = 

vl  + vl , 

w 

= wl 

+ 

■wl, 

/ 

de?' 

/ 

d <p' 

/ 

d <p' 

Ui  = 

dx  f 

v, 

~ dy 

w,  = 

= dx  1 

dV’ 

dU' 

dW' 

, dV 

dU' 

’ dU' 

dV 

+ 

dW 

= 0. 

dx  ; 

v„  — 

dx 

dx  ' 

w%  ~ dx 

dy 

dx 

dy 

dz  ~ 

Hierin  bezeichnen  <p°,  LT,  F°,  W°  die  Anfangswerthe  des  Defor- 
mationspotentiales und  der  Drillungsfunctionen,  <p',  U',  V',  W die  An- 
fangswerthe ihrer  resp.  Dilferentialquotienten  nach  der  Zeit  oder  ihrer 
G eschwindigkeiten. 

Da  die  Grössen  u l,  ul,  ul,  ul  u.  s.  f.  von  einander  vollständig  un- 
abhängig gegeben,  z.  B.  alle  mit  Ausnahme  einer  einzigen  gleich  Null 
sein  können,  und  die  Gleichungen  sämmtlich  lineär  sind,  so  ergiebt 
sich,  dass  die  u,v,w  in  je  vier  Theile  zerfallen  müssen,  von  denen 
ein  jeder  nur  von  einer  dieser  willkürlichen  Functionen  abhängen 
muss.  Wir  werden  demgemäss  auch  die  Potential-  und  die 
Torsionsbewegungen  gesondert  betrachten  können. 

Behandeln  wir  zunächst  die  Potentialverrückungen  ux,  vx , u\ 
und  berücksichtigen  die  Beziehungen,  welche  dieselben  deliniren,  so 
nehmen  die  Gleichungen  (161)  die  Gestalt  an: 
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d*u, 

6 dU 

3*r, 

6 ~d?  ~ 


c A u, 
cAvx 


d 

dx 

d 

dy 


= 0, 
= 0, 


d'ic, 

6 dlr 


ßAu\ 


woraus  wir  schliessen,  dass 

3*9  t 

f-st‘-cA,r 

eine  nur  von  der  Zeit  abhängige  Grösse  sein  kann;  da  eine  solche  auf 
die  Werthe  der  Verrückungen  u,  v,  w nach  der  Definition  des  Defor- 
mationspotentiales < p nicht  influirt,  so  können  wir  sie  ohne  Beschrän- 
kung der  Allgemeinheit  in  cp  hineingezogen  denken  und  schreiben: 


(162') 


Beachten  wir,  dass  sich  aus  dieser  Formel  durch  zweimalige 
Differentiation  nach  x,  y , x und  Addition  der  Resultate  ergiebt 

3*  A q>  A I A \ 

6 3'r  = cA(A(P)> 


berücksichtigen  wir  ferner,  dass  selbst  bei  gleichzeitigem  Vorhandensein 
von  Drillungsdeformationen  die  räumliche  Dilatation  doch  nur  von  den 
Potentialdeformationen  abhängt,  gemäss  der  Beziehung 

Acp  = ft, 

so  erhalten  wir  ganz  allgemein  für  die  räumliche  Dilatation  die  Gleichung: 


= (162") 

Wenden  wir  uns  nun  zu  den  Torsions  v er  rück  un  gen  u,,  v„  iv, 
und  bedenken,  dass  sie  keinen  Anteil  an  ft  geben,  so  erhalten  wir  aus 
(161): 


3*  u, 


c — c 


Au,, 


6'  Vn 


e = — 


c — c 


Av„ 


dt'1  2 dt-  2 

oder  nach  Einführung  der  Werthe  (161"): 


3*«>»  c 
e 37*  “ “ 


Air. 


(163) 


d*  1 

(dw 

dV\ 

1 c~c'  A 

(dW 

3F\ 

dÜ  \ 

v dy 

dx  ) 

)-  2 A 

[dy 

dxj 

3'  1 

(dU 

3 WA 

\ C~C'  A 

fdU 

d WA 

dt*' 

( dx  ' 

dx  j 

1-  2 A\ 

[ dx 

dx  ) 

d'  , 

IdV 

dU\ 

1 0 ” e A j 

IdV 

dU\ 

dt- 1 

l dx 

’ dy  j 

1 - _ 2 A * 

l dx 

dy  / 

(163') 


Da  die  in  jeder  einzelnen  Gleichung  verkommenden  Dilferential- 
quotienten 


dW  , 3 V 

-5—  und  3-  f 
dy  dx 


dü  , dW 
-5—  und  -5 — > 
dx  dx 


d V , 9U 
3-  und  w- 
dx  dy 
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von  einander  unalthängig  sind,  zerfallen  diese  Formeln  in  drei  Paare 
von  der  Gestalt: 


d I dVU 
dx  dt- 

8 I d'U 
dy[*dt' 


AU}  = 0, 
A U ) = 0. 


Diese  sechs  Formeln  sagen  aus,  dass  die  Aggregate 


d:U 
8 dt* 


d*V 
8 dt * 


d*w 

8 dt * 


A W 


drei  resp.  nur  von  x und  l,  von  y und  t,  von  z und  t abhängigen 
Functionen  gleich  sein  müssen.  Da  aber  nach  der  Delinition  der 
Torsionsverrückungen  solche  Functionen  auf  die  Werthe  der  Ver- 
rückungen ohne  Einfluss  sind,  können  wir  dieselben  ohne  Beschränkung 
der  Allgemeinheit  in  U,  Vf  W hineingezogen  denken  und  daher  schreiben: 


e 


d'U 
dt * 


c — c A rv 
2 AU> 


d*V 

8 dt*  “ 


c — c 


AV, 


d'W 


(163") 


Alle  diese  Gleichungen  fallen  also  unter  dieselbe  Form: 


d*<t>  „ 4 . 

T(i=a-J0, 


(164) 


und  wir  behandeln,  indem  wir  sie  integriren,  zugleich  die  Gesetze  für 
das  Deformationspotential  (p,  die  Drillungsfunctionen  U,  V,  TF,  für  die 
Verrückungscomponenten  u,  v,  w und  für  die  räumliche  Dilatation  »9-; 
nur  hat  die  Gonstante  a nicht  in  allen  Fällen  den  gleichen  Werth. 
Des  bequemeren  Ausdruckes  wegen  wollen  wir  aber  weiter- 
hin,  was  auch  den  wichtigsten  Fällen  entspricht,  O eine  Ver- 
rückung, dty/dt  eine  Geschwindigkeit  nennen. 

Sind  die  Anfangswerthe  von  O und  dtyjdt  in  parallelen  Ebenen, 
die  wir  der  XY- Ebene  parallel  denken  wollen,  constant,  und  sind  auch 
etwaige  Oberflächenbedingungen  längs  solcher  Ebenen  in  constanter 
Weise  gegeben,  so  wird  nach  Symmetrie  O und  dfyjdt  jederzeit  in 
dieser  Ebene  constant,  also  nur  von  t und  £ abhängig  sein.  Die  Glei- 
chung (164)  reducirt  sich  nach  den  gemachten  Annahmen  auf: 


ö*<j>  t 

~dt*  ~a  ~dx?  * 


(164) 


Wir  bemerken  beiläufig,  dass  diese  Gleichung  zugleich  ein  anderes 
wichtiges  Problem  umfasst,  nämlich  dasjenige  der  transversalen  Schwin- 
gungen eines  absolut  biegsamen  Fadens,  welcher  durch  ein  Gewicht 
gespannt  ist  und  den  man  eine  Saite  zu  nennen  pflegt,  obgleich  seine 
Eigenschaften  diesem  Kamen  nicht  ganz  entsprechen.  Wir  wollen  dies 
kurz  begründen. 
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Sei  der  Faden  von  der  Länge  l ursprünglich  parallel  der  Z-  Axe 
ausgespannt  und  während  des  Bewegungszustandes  unendlich  wenig 
aus  dieser  Richtung  entfernt,  sodass  sowohl  die  Verrückungen  u und  v 
neben  l als  auch  ihre  Differentialquotienten  nach  # neben  Eins  un- 
endlich klein  sind.  Dann  ist  an  jeder  Stelle  die  Spannung,  d.  h.  die 
Kraft,  die  sich  längs  des  Fadens  fortpflanzt,  nur  unendlich  wenig  von 
dem  angehängten  Gewicht  P verschieden. 

Ein  Linienelement  ds  des  Fadens  erleidet  durch  die  Spannung 
an  seinen  beiden  Enden  u und  ß Kräfte,  welche  in  der  Richtung 
des  Fadens  an  jenen  Stellen  liegen  und  nach  den  allgemeinen  mecha- 
nischen Gleichungen  die  Beschleunigungen  d!u/dt%  tfvjdP  oder  auch 
d*n/dt%  d'vjdt*  hervorrufen,  gegeben  durch  die  Formeln: 

e Qds  = P (cos  ( s , x)ß  — cos  (5,  x)u ) J 
d2v 

eQd's^  = P (cos (*,  y)ß  — cos ($,  y\)  > 


ln  welchen  e die  Dichte,  Q den  constanten  Querschnitt  des  Fadens 
bezeichnet  und  sich  a auf  das  negative,  ß auf  das  positive  Ende  von  ds 
bezieht.  Wegen  der  Kleinheit  von  du/dz,  dv/dz  sind  die  cos  (.s,  x), 
cos  (5,  y ) mit  diesen  Werthen  selbst  identisch,  und  es  wird: 


cos  (*,  x)ß  - cos  (s,  x)a  = ~ ds,  cos  (s,  y)ß  — cos  {s,  y)a  = ds. 


Es  resultiren  demgemäss  die  Gleichungen 


d~u Pd:u  d~v P d"v 

TP  = ~Qdx?’  6 -dP  ~ Q dx-f 


(104") 


welche,  wie  gesagt,  unter  die  Form  von  (164')  fallen. 

II.  Wir  wenden  uns  nun  zu  ihrer  Behandlung  unter  Zugrunde- 
legung der  allgemeinen  Form: 


ö*<b  _ 2 ö-<t> 
JP  “ a ~dx? 


(104') 


und  wollen  dabei  zunächst  von  ihrer  Bedeutung  für  das  Problem  der 
Saite  ganz  absehen. 

Das  zu  behandelnde  Problem  ist  das  folgende. 

In  einem  nach  allen  Seiten  unbegrenzten  homogenen 
elastischen  Medium  werde  zur  Zeit  t = 0 eine  Anfangsver- 
rückung 0=  0°(^)  und  eine  Anfangsgeschwindigkeit  dty/dt  = O'(^) 
erregt  und  das  Medium  von  da  ab  sich  selbst  überlassen. 

Da  der  ganze  Vorgang  nur  von  zwei  Variabein  z und  t abhängt, 
so  können  wir  ihn  bequem  durch  eine  Darstellung  in  einem  recht- 
winkligen ebenen  Coordinatensystem  anschaulich  machen.  Wählen  wir 
die  von  einer  beliebigen  Anfangsebene  gerechnete  Coordinate  % zur 
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Abscisse,  das  a- fache  der  von  einem  beliebigen  Anfang  gerechneten 
Zeit  t zur  Ordinate,  so  repräsentirt  ein  Punkt  p der  ZT -,  genauer  der 
ZaT-Ebene,  den  Zustand  einer  bestimmten  Wellenebene  zu  einer  be- 
stimmten Zeit. 

Die  Zustände,  welche  dieselbe  Ebene  zu  verschiedener  Zeit 
durchläuft,  sind  durch  die  Punkte  der  verticalen  Geraden,  die, 
welche  verschiedene  Ebenen  zu  derselben  Zeit  aufweisen,  durch 
die  Punkte  der  horizontalen  Geraden  durch  j>  dargestellt. 

Ist  der  Zustand  des  Mediums  zur  Zeit  / = 0 gegeben,  so  heisst 
dies,  dass  in  unserer  Eigur  die  Werthe  von  cp  und  d<t>/dt  für  alle 
Punkte  der  Z-Abscissenaxe  bekannt  sind,  und  die  Aufgabe  der  Inte- 
gration der  Gleichung  (164')  besteht  darin,  den  einem  beliebigen 
Punkt  p entsprechenden  Werth  O durch  die  längs  der  Z- Axe 
gegebenen  Werthe  cp  = <p0(*)>  dQ/dt  — cp'(*)  auszu drücken. 

Wir  lösen  sie  am  bequemsten  und  anschaulichsten  durch  Ein- 
führung zweier  neuer  Variabein  £ und  ?j  durch  die  Beziehungen 


z 4-  at 


welche  nach  * und  t aufgelöst  lauten:  * 


(165) 


Aus  ihnen  folgt: 


dQ_  _ J_  /ö<t>  d<P\ 
ad  t y 2 l dtj  di)’ 

oder  umgekehrt: 


ö<t>  _ l (d<t>  d<P\ 

dz  ~~  y 2 [dt]  di)’ 


d<t>  _ J jd<P  , d<P\ 
dij  y2  a d t)  ’ 

ebenso  weiter: 


ÖO  _ (d CD  _ (5(t> 
d'i  ~ i/9  \ dz  «dt, 


Ö-0 

1 d'<P 

ö’(J>  1 dl<t> 

ä'  d t~ 

2 dV  ' 

di  d>j  + 2 dtp  ’ 

1 d-<t>  { 

d-4>  1 d:<t> 

d~x-  ~~ 

2 de  + 

didtj  2 dtp 

(165') 


(165") 


Die  von  uns  zu  integrirende  Gleichung  (164')  nimmt  hierdurch  die 
Form  an: 

2*?|-  = 0.  (165"') 

d i d //  v ' 

Die  geometrische  Darstellung  unseres  Problemes  erleidet  durch  die 
Einführung  der  neuen  Variabein  | und  p nur  insofern  eine  Aenderung, 
als  die  betrachteten  Punkte  p der  ZT- Ebene  auf  ein  Coordinatensystem 
bezogen  werden,  dessen  Axen  £ und  fl  die  Winkel  zwischen  der  Z- 
und  a T- Axe  halbiren;  zugleich  wird  aber  die  Differentialgleichung 
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auf  eine  Form  gebracht,  welche  durch  Multiplication  mit  dgdij  und 
durch  Integration  über  irgend  ein  Flächenstück  F der  SH- Ebene,  d.  h. 
durch  Berechnung  des  Integrales 


ff 

(F) 


de<J> 

di  dr 


dg  dt]  = O, 


(165"") 


eine  endliche  Relation  zwischen  den  auf  verschiedene  »Stellen  bezüg- 
lichen VVerthen  O abzuleiten 
gestattet.  Bei  der  Anwen- 
dung hat  man  die  Flächen- 
stücke F so  zu  wählen,  dass 
nach  ausgeführter  Inte- 
gration ausser  dem  ge- 
suchten 0 nur  noch  ge- 
gebene Werthe  in  der 
Gleichung  auftreten. 

Bei  unserem  speciellen 
Problem  wird  dies  erreicht, 
wenn  man  als  Fläche  F das 
rechtwinklige  Dreieck  p p,  pt 
wählt , welches  durch  zwei 

Parallele  zur  S-  und  H - Axe  vom  Punkt  p aus  und  durch  die  Z- Axe 
begrenzt  wird  (Figur  47).  . 

Integriren  wir  zunächst  nach  so  werden  damit  die  Werthe 
längs  einer  Parallelen  zur  H- Axe,  z.  B.  längs  qtq,,  summirt.  Das 
Resultat  ist: 

Oi)  O») 

- •• 


O) 


Oi) 


Das  erste  Integral  ist  in  der  That  längs  einer  Parallelen  zur 
S- Axe  zu  nehmen,  das  zweite  aber  längs  der  Z- Axe.  Daher  ersetzen 
wir  in  letzterem  nach  geometrischer  Anschauung  dg  durch  dz/]/ 2 und 
öQ/dg  durch  seinen  Werth  aus  (165')  und  erhalten  so: 


(Pt)  Oi) 

fc  _ r/öo  _ d<t> 
di  a*  J Id*  adt 

O)  (i>i) 

Hierin  lässt  sich  die  Integration  der  ersten  zwei  Glieder  ausführen 
und  giebt,  wenn  man  die  Werthe  von  0 an  den  Stellen  p,  p„  pt  mit 
0.  0,,  0,  bezeichnet: 
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oder 


(Ps) 


0,  _ o _ i (0,  _ 0,)  + ±-f  |?  dz  = 0 


(Pl) 

(Ps) 


0 = ¥(0'  + 0i)  + ¥^fä7dz- 


(p  l) 


Wir  bedenken  nun,  dass  längs  der  ganzen  Z- Axe,  d.  h.  für  t = 0, 


0 = 0°, 

gegeben  ist;  die  Gleichung 


d<t> 

dt 


0 = \ (0,°  + 0*°)  + 


(166) 


drückt  also  den  Werth  0 an  der  Stelle  p aus  durch  die  gegebenen 
Werthe  von  0°  in  den  Schnittpunkten  px  und  p s der  durch  p zur 
und  //-Axe  gelegten  Parallelen  mit  der  Z- Axe  und  durch  alle  zwischen 
diesen  Punkten  liegenden  0'. 

Dabei  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  die  Stelle  p der  Ordinate  x 
und  der  Zeit  t entspricht,  px  die  Ordinate  {x  — at),  pt  die  Ordinate 
(x  + at)  besitzt,  und  man  demgemäss  die  letzte  Formel  auch  schreiben 
kann : 

0 (*,  t)  — y (0"  (x  — at)  + 0°  (x  + at))  + 0'(~)  dx.  (166') 

z — at 


III.  Wie  bereits  gesagt,  setzt  sich  0 {x,  t)  aus  zwei  Theilen  zu- 
sammen, von  denen  der  eine  nur  von  0°,  der  andere  nur  von  0'  ab- 
hängt; wir  können  also  setzen: 


0 = 0I  + 0n,  (166") 
wo  die  beiden  Th  eile  die  Eigenschaft  haben,  dass 
für  t = 0 und 

— oe  < s < + oo  0,  = 0°(~), 

0..=  0, 

Der  erste  Theil  von  0 ist  gegeben  durch: 

0.  = y(<J>,”  + <JO  = | ((DM*  + «<)  + 0°  (*  — «<))•  (167) 


Ü0, 

dt 

rr 


o, 

0». 


(166'") 


Nach  dem  ersten  Werth  und  der  Figur  47  wird  die  Verrückung 
an  der  Stelle  p durch  das  Mittel  aus  den  Werthen  an  den  Stellen  pt 
und  pt  gegeben,  welche  Punkte,  während  t wächst,  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit nach  beiden  Seiten  hin  fortrücken.  Der  zweite  Ausdruck 
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spricht  dasselbe  Resultat  in  der  Form  aus,  dass,  um  die  Verrückung 
an  jeder  Stelle  zu  jeder  Zeit  zu  bestimmen,  das  ganze 
System  von  Anfangsverrückungen  d>°  in  halber  Stärke  nach 
der  positiven,  in  halber  nach  der  negativen  Seite  hin  mit 
der  Geschwindigkeit  a zu  verschieben  und  überall  die  Summe 
der  an  dieselbe  Stelle  gelangenden  Verrückungen  zu  neh- 
men ist 

Dass  hierdurch  nicht  nur  eine  Deutung  der  Endformel,  sondern 
der  wirkliche  Vorgang  gegeben  ist,  erkennt  man  durch  Betrachtung 
des  speciellen  Falles,  dass  die  Anfangsverrückung  0°  nur  in  der  un- 
mittelbaren Nähe  einer  Stelle  % — zq  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth  hat. 

Da  cp0  eine  stetige  Function  von  « sein  soll,  so  ist  genauer  ein 
Werthsystem  anzunehmen,  das  unmittelbar  vor  zq  von  Null  an  auf- 
steigt und  nach  zq  zu  Null  herabsinkt;  wir  wollen  weiter  aber  immer 
nur  von  dem  in  zq  eintretenden  Maximalwerth  sprechen. 

In  Folge  der  gemachten 
Annahme  ist  nun  zu  jeder 
Zeit  t überall  gleich  Null, 
mit  Ausnahme  der  Stellen,  in 
welchen 

z — at  = zq  und  * -f  at  — zq 

ist;  d.  h.  längs  der  beiden 
Geraden  qq , und  qqt,  welche 
der  B-  und  II-  Axe  parallel 
in  der  Figur  48  durch  q ge- 
legt sind;  dort  besitzt  die 
Verrückung  den  halben  Werth 
der  Anfangsverrückung  in  q. 

Man  erkennt  also  deut- 
lich, wie  die  anfängliche  Verrückung  an  der  Stelle  q verschwindet 
und  statt  dessen  an  andern  auftritt,  deren  Entfernung  mit  der  Zeit 
proportional  wächst.  Man  drückt  dies  Resultat  mit  den  Worten  aus, 
dass  sich  die  Anfangsverrückung  4>°  nach  beiden  Seiten  hin  in  halber 
Stärke  und  mit  der  Geschwindigkeit  a fortpflanzt. 

Ist  noch  an  einer  zweiten  Stelle  r eine  Anfangsverrückung  vor- 
handen, so  ist  deren  Fortpflanzung  durch  die  Geraden  rr1  und  rrt 
gegeben;  sie  wird  durch  die  von  q ausgehende  in  keiner  Hinsicht 
gestört. 

Jedes  beliebige  Verrückungssystem  kann  man  nun  für  das  Stu- 
dium der  von  ihm  fortgepflanzten  Verrückungen  in  ein  System  solcher 
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Einzelverrückungen  zerlegen  und  erhält  dadurch  die  Bestätigung  des 
ausgesprochenen  Resultates,  welches  wir  in  den  Satz  fassen: 

In  einem  unendlichen  elastischen  Medium  pflanzt  sich 
eine  Anfangsverrückung,  welche  eine  Function  nur  einer 
Coordinate  ist,  mit  halber  Stärke  nach  deren  positiver,  mit 
halber  Stärke  nach  deren  negativer  Richtung  mit  constanter 
Geschwindigkeit  a fort  — 

Der  zweite  Theil  von  0 ist  nach  (166')  bis  (166"')  gegeben  durch 

( P* ) z + at 

(167') 

(Pi)  s-at 

woraus  durch  Differentiation  nach  t auch  folgt: 

^ = 1 (<D,'  + <t>.')  = | + *t)  + <t>'(*  - «0)  • (167") 

Vergleicht  man  die  letzte  Formel  mit  (167),  so  erkennt  man  das 
Resultat: 

Ebenso  wrie  eine  von  nur  einer  Coordinate  abhängige  An- 
fangsverrückung pflanzt  sich  auch  eine  ebensolche  Anfangs- 
geschwindigkeit in  einem  unendlichen  elastischen  Medium  fort. 

Was  die  durch  die  anfängliche  Geschwindigkeit  erregte  Ver- 
rückung angeht,  so  lässt  sich,  indem  wir 


±jQ'(z)dz  = X(z) 

A 

(167"') 

ü 

setzen,  die  erste  Formel  auch  schreiben: 

<J>„  = y (X  {x  + at)  — X {z  — at )). 

(167"") 

Sie  spricht  das  Resultat  aus,  dass  man  die  durch  eine  nur  von  x 
abhängige  Anfangsgeschwindigkeit  d>'  erregte  Verrückung  erhält,  in- 
dem man  eine  Art  Anfangsverrückung  von  der  Grösse 


Z 

XW  = äf<t>’(z)dz 
0 

zu  Hülfe  nimmt,  welche  proportional  ist  mit  der  Fläche,  die  von  der 
durch  0'(«)/a  gegebenen  Curve  und  der  £-Abscissenaxe  einerseits,  den 
z — (X  und  x — z entsprechenden  Ordinaten  andererseits  begrenzt  ist. 
Diese  Anfangsverrückung  X(*)  muss  man  sich  dann  nach  der 
positiven  Seite  mit  dem  halben  negativen,  nach  der  negativen 
mit  dem  halben  positiven  Werthe  und  der  Geschwindigkeit  a 
fortpflanzen  und  an  jeder  Stelle  summiren  lassen,  um  den 
Werth  der  erregten  Verrückung  an  jeder  Stelle  zu  erhalten. 
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Dass  diese  Vorstellung  dem  wirklichen  Vorgang  entspricht,  erkennt 
man  wiederum  am  besten  durch  Betrachtung  des  Falles,  dass  die  An- 
fangsgeschwindigkeit nur  in  unmittelbarer  Nähe  der  Stelle  z = zq  von 
Null  verschieden  ist.  Dann  hat  die  Function  X(^)  den  Werth  Null, 
solange  z < zq  ist,  und  ist  constant,  etwa  gleich  C,  für  » > zq.  Hieraus 
folgt,  dass  in  der  Figur  48  die  durch  die  Anfangsgeschwindigkeit  in  q 
erregte  Verrückung  d>n  für  alle  Punkt«,  welche  zwischen  den  beiden 
Parallelen  qqt  und  qqt  zur  H-  und  jsf-Axe  durch  q liegen,  den  Werth 
<7/2  besitzt,  — diese  Verrückung  pflanzt  sich  also  nicht  eigent- 
lich fort,  sondern  breitet  sich  mit  der  Geschwindigkeit  a 
nach  beiden  Seiten  hin  aus.  Dies  rührt  davon  her,  dass  im  An- 
fangszustand das  ganze  Medium  eine  Schwerpunktsgeschwindigkeit  be- 
sitzt, welche  von  selbst  nicht  wieder  verschwinden  kann. 

Ist  an  einer  zweiten  Stelle  r eine  entgegengesetzte  Geschwindigkeit 
erregt,  welche  dem  obigen  Integral  für  * > zr  den  Werth  — <7  ertheilt, 
so  breitet  sich  von  dieser  Stelle  eine  entgegengesetzte  Verrückung  aus, 
welche  die  von  q ausgehende  an  den  Stellen  der  ZT- Ebene,  die  beide 
erreichen,  aufhebt. 

Der  Vorgang  ist  in  der  Figur  48  in  der  Weise  dargestellt,  dass 
dasjenige  Bereich  der  £7*- Ebene,  in  welchem  <bn  = + | (7  ist, 
vertical,  dasjenige,  in  welchem  4>„  = — \G  ist,  horizontal  schraf- 
firt  ist. 

Jedes  System  von  Anfangsgeschwindigkeiten  kann  man  nun  in 
solche  auf  unendlich  kleinen  Raum  beschränkte  Theile  zerlegen,  und 
darum  erscheint  die  oben  gegebene  Deutung  der  Formel  (167"")  be- 
rechtigt 

IV.  Nachdem  wir  bisher  die  Bedeutung  von  0 ganz  offen  gelassen 
haben,  wollen  wir  dafür  nunmehr  die  einzelnen  Componenten  der  Ver- 
rückung wählen. 

Die  Gleichungen  (161")  reduciren  sich  durch  die  Annahme  ebener 
Wellen  normal  zur  Z-  Axe  auf: 

n n d<p  dV  dU  « 

w,  = 0,  ^=0,  w1==^-,  Wt=__,  y#—  Wt—  o. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  ergiebt,  wie  man  sieht,  die 
Verschiebungscomponente  parallel  der  Wellennormale  Z,  welche  man 
longitudinal  nennt,  eine  Potentialdeformation;  für  sie  repräsen- 
tirt  also  die  allgemeine  Gleichung  (164')  specieller  die  für  dergl.  gültigen 
(162)  bis  (162");  a*  hat  die  Bedeutung  e/s. 

Die  Componenten  normal  zur  Wellennormale  Z,  welche  man 
transversal  nennt,  geben  nach  denselben  Formeln  Torsionsdefor- 

29* 
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mationen;  für  sie  vertritt  also  die  allgemeine  Formel  (164')  die 
speciellere  (163)  resp.  (163")  und  a*  hat  die  Bedeutung  von  (e  — c')/2«. 

Ganz  dasselbe  wie  für  die  Verrückungs-  gilt  auch  für  die  Ge- 
schwindigkeitscomponenten. 

Wir  erhalten  daher  den  wichtigen  Satz: 

Sind  in  einem  durch  die  Elasticitätsconstanten  c und  c 
definirten  Medium  in  Wrellenebenen  beliebige  Anfangsver- 
rückungen und  Anfangsgeschwindigkeiten  gegeben,  sopflanzen 
sich  die  longitudinalen  und  transversalen  Componenten  mit 
verschiedenen  Geschwindigkeiten  fort;  erstere  mit  der  Ge- 
schwindigkeit 


letztere  mit  der  Geschwindigkeit 


In  Flüssigkeiten  wird  wegen  der  Beziehung  c = c die  letztere  Ge- 
schwindigkeit gleich  Null;  in  ihnen  pflanzen  sich  transversale  Ver- 
rückungen gar  nicht  fort,  denn  sie  erregen  dort  keine  elastischen 
Reaetionskräfte;  die  longitudinalen  bringen  eine  cubische  Dilatation  rf 
hervor,  die  sich  ebenfalls  mit  der  Geschwindigkeit  a — ^cfB,  fortpflanzt 

Verstehen  wir  unter  d>  eine  der  Componenten  der  transversalen 
Verrückung  einer  Saite,  so  ergeben  die  Formeln  (164")  das  weitere 
Resultat: 

Auf  einer  unbegrenzten  Saite  von  dem  Querschnitt  Q und 
der  Dichte  «,  welche  durch  die  Kraft  P gespannt  ist,  pflanzen 
sich  die  transversalen  Verrückungen  fort  mit  der  Geschwin- 
digkeit 

a = 

Bisher  haben  wir  über  die  Gesetze  <t>°(s)  und  d>'(*)  der  Anfangs- 
verrückungen und  Geschwindigkeiten  keinerlei  Voraussetzungen  gemacht 

Nehmen  wir  jetzt  aber  specieller  den  Werth 

<&"(*)  = Asm-™!  (168) 

so  stellt  sich  die  Anfangsverrückung,  als  Ordinate  zur  Abscisse  z eon- 
struirt,  durch  eine  Sinuslinie  dar  mit  der  Periode  L und  der  Amplitude 
A\  die  fortgepflanzte  Verrückung  folgt  nach  (167)  dem  Gesetz: 

<t>,  = y (sin^  (*  + at)  + sin|?  (*  - «*))  • (168') 

Jeder  Theil  für  sich  lässt  sich  durch  eine  mit  der  Geschwindig- 
keit a nach  der  negativen  oder  positiven  Seite  fortschreitende  Sinuscurve 
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repräsentiren,  ergiebt  also  eine  fortschreitende  einfache  Sinus- 
schwingung, welche  jedem  Punkte  z — zq  eine  periodische  Bewegung 
mit  der  Schwingungsdauer  T—L/a  ertheilt. 

Zieht  man  beide  Theile  in  ein  Glied  zusammen,  so  erhält  man 
die  Formel: 

Oi ==  A cos  — — sin  — — ; (168) 

sie  giebt,  wie  0°  construirt,  gleichfalls  eine  Sinuscurve,  die  sich  aber 
mit  der  Zeit  nur  insofern  ändert,  als  die  sämmtlichen  Ordinaten  mit  der 
Periode  T — L/a  gleichzeitig  und  proportional  wachsen  oder  abnehmen, 
so  dass  also  die  Stellen,  welche  einmal  die  Verrückung  Null  haben, 
auch  immer  ruhen.  Man  nennt  solche  Bewegungen  stehende  einfache 
Sinusschwingungen.  L heisst  die  zur  Schwingungsdauer  T gehörige 
Wellenlänge;  zwischen  beiden  besteht  die  Beziehung: 

L — aT\ 

die  Wellenlänge  ist  also  gleich  dem  Weg,  durch  welchen  sich 
eine  Verrückung  während  einer  Zeit  gleich  der  Schwingungs- 
dauer fortpflanzt. 

Betrachtet  man  den  Vorgang  an  einer  Stelle  % = zq,  so  erkennt 
man,  dass  dort  eine  Schwingung  mit  der  Amplitude  A sin  (2tt  s7/L) 
stattfindet,  welche  verschwindet,  wenn 

i 

Z/q  — (Ä  = 0,  +1,  + 2,  ...) 

ist,  und  den  grössten  Werth  besitzt,  wenn 

Z'=(2k  + l)Lt  (fe  = 0,  ±1,  ±2,...); 


erstere  Stellen  nennt  man  Schwingungsknoten,  letztere  Schwin- 
gungsbäuche. 

Die  Geschwindigkeit 


dj> 

dl 


2 Ji  A 
T 


. 2 nt  . 

sin  ~y~  sm 


2 71  X 
~ 


(168'") 


besitzt  ihre  grössten  und  kleinsten  Werthe  an  denselben  Stellen,  wie 
die  Amplitude;  dagegen  wird  die  Dilatation 


3<J>  2n  A 2nt  2n% 

_=  + _ cos—  eos^- 


(168"") 


am  grössten  in  den  Knoten  und  ist  dauernd  gleich  Null  in  den  Bäuchen. 

Aehnliche  Betrachtungen,  wie  an  den  Werth  der  Anfangsverrückung 
<t>°(&)  = ylsinfcs,  lassen  sich  an  den  Werth  der  Anfangsgeschwindigkeit 
O' (*)  = ^4 sin bz  knüpfen;  sie  ergeben  indess  nichts  Anderes,  als  im 
Vorstehenden  besprochen  worden,  und  mögen  darum  unterbleiben. 


454 


Mechanik  nichtstarrer  Kfirper. 


§ 39.  Mechanik  elastischer  Körper;  ebene  Wellen  in  einem  durch  eine 
Ebene  begrenzten  elastischen  Medium;  der  einseitig  begrenzte  Faden. 

Während  wir  im  vorigen  Abschnitt  das  elastische  Medium  nach 
allen  Richtungen  hin  unendlich  voraussetzten,  wollen  wir  es  nun  durch 
eine  der  Wellenebene  parallele  Ebene  begrenzt  denken.  Da  0 überall 
nur  von  s und  t abhängt,  so  kann  in  dieser  Ebene  am  einfachsten 
entweder  0 und  damit  zugleich  c?0/df  oder  aber  d^>jdx  als  Function 
der  Zeit  gegeben  sein;  der  für  t = 0 stattfindende  Werth  muss  dabei 
natürlich  mit  diesen  Angaben  vereinbar  gewählt  werden.  Diese  beiden 
Fälle  wollen  wir  zunächst  durchführen  und  darnach  diejenigen  wirk- 
lichen Verhältnisse  aufsuchen,  denen  diese  Verfügungen  entsprechen. 

L In  einem  unendlichen  homogenen  elastischen  Medium 
sei  für  positive  Werthe  von  * für  t — 0 sowohl  0 = 0(,(*)  als 
dty/dt  — $'(*)  und  für  die  Ebene  * = 0 für  positive  Werthe 
von  t zugleich  0 = T(0  gegeben. 

Bei  Darstellung  des  Problemes  in  der  wie  früher  entworfenen 
Figur  49  handelt  es  sich  jetzt  um  die  Bestimmung  von  0 für  Punkte 

des  ersten  Quadranten 
aus  gegebenen  Werthen 
von  0 und  d<t>/dt  längs 
der  positiven  Z-Axe 
und  von  0 längs  der 
positiven  T-  Axe. 

Liegt  der  Punkt, 
wie  p in  der  Figur, 
zwischen  der  + H-  und 
der  + Z- Axe,  so  ist 
das  bei  dem  Problem 
auf  p.  447  angewandte 
Verfahren  zu  benutzen 
und  daher  auch  das 
dort  erhaltene  Resultat. 

gültig.  Dies  hat  folgende  Bedeutung: 

So  lange  at  < % ist,  hat  0 denselben  Werth,  als  wäre 
die  Begrenzung  in  * = 0 nicht  vorhanden,  und  es  gilt  dem- 
gemäss: 

(*»') 

<►  (*,  0 = 1 (<tv  + <K)  + 

M (169) 

= !.(«•<*  + at)  + <t>’(*  - at))  + -Lf  <J>'(»)  dz. 


x — at 
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Anders,  wenn  p zwischen  der  + H-  und  + T- Axe  liegt,  also 
at  > x ist;  denn  dann  würde  die  früher  gewählte  Fläche  F sich  in 
das  Bereich  * < 0 erstrecken,  welches  mit  dem  Betrachteten  in  keinem 
Zusammenhang  steht,  z.  B.  die  elastische  Substanz  gar  nicht  zu  ent- 
halten braucht,  und  demnach  auf  die  Werthe  von  0 für  * > 0 keinen 
Einfluss  haben  kann. 

Wir  wählen  deshalb  zur  Fläche  F das  in  der  Figur  49  mit 
PP1P1P1  bezeichnete  Paralleltrapez.  Die  Integration  nach  p ergiebt: 


(*) 


fp») 


(i>t) 

d<t> 


(p) 


(p  l) 


(Pt) 


Im  letzten  Integral  ersetzen  wir  dg  durch  dz/Y 2 und  d<t>jdg 
durch  den  Werth  aus  (165');  dann  findet  sich: 

(.Pt) 

(169') 

(Pt) 


worin  rechts  nur  gegebene  Werthe  der  Functionen  0°,  0'  und  Y“ 
stehen.  Führt  man  die  den  Punkten  ^ entsprechenden  Werthe  der 
Yariabeln  ein,  so  schreibt  sich  das  für  at  > * geltende  Resultat: 

z + at 

0(*,f)  = i (<t>°  (*  + at)  - <t>"(o<-*))  + <&'(*)  dz  + r ((  - (169") 

at  — z 


Die  Lösung  setzt  sich  ersichtlich  aus  drei  Theilen  0„  0,„  0„, 
zusammen,  die  für  sich  genommen  folgenden  Bedingungen  genügen: 


für  t = 0 und  für  z — 0 und 


0,  = 0°(z), 

dt 

= o, 

0 < t < oo  0t  =0, 

<t>„  = o, 

ö<t>n 

dt 

= d>», 

<t>n  = 0, 

0,„  ==  0, 

dt 

= o, 

d>,n  ==  T{t). 

Wir  wollen  diese  Theile  einzelnen  discutiren. 

Der  erste  Theil  ist  gegeben  durch  die  beiden  Formeln: 

at  <C  z}  0i  = \ (dV  + d>,<)  = (0°(^  + at)  -f-  0°(&  — at)^}  (170) 

at  > &,  0,  = -J-  (0Ü  — 0,)  = \ (0°  {z  + at)  — 0°  {at  — «)) ; 

verbindet  man  mit  ihnen  die  Figur  49  und  lässt  wieder  den  Punkt  p 
längs  der  Parallelen  zur  T-  Axe  von  a nach  ß fortschreiten,  so  erkennt 
man  leicht,  wie  die  Nullebene  * = 0 auf  den  Vorgang  ein  wirkt. 

So  lange  der  Punkt  p sich  noch  unterhalb  der  H-  Axe  befindet, 
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senden  die  rechts  und  links  von  a befindlichen  Theile  der  Z-Axe  in 
normaler  Weise  ihre  Functionswerthe  0°  zu  ihm  hin;  wenn  er  aber 
die  H- Axe  überschritten  hat,  geschieht  dies  ferner  nur  mit  den  rechts 
liegenden  Theilen;  links  kommen  die  schon  einmal  in  Wirksamkeit 
gewesenen  Elemente  zum  zweiten  Mal  daran  und  die  Figur  weist 

darauf  hin,  dass  dies  in  derselben 
Weise  geschieht,  als  wanderten  die 
von  den  einzelnen  Elementen  ge- 
lieferten Antheile  erst  bis  zur  Null- 
ebene hin  und  kehrten  dort  zugleich 
ihre  Bewegungsrichtung  und  ihr  Vor- 
zeichen um.  Dass  dies  wirklich  so 
geschieht,  erweist  am  besten  die  Be- 
trachtung des  schon  früher  behan- 
delten speciellen  Falles. 

Ist  nämlich  zur  Zeit  t = 0 über- 
all 0 = 0 mit  Ausnahme  eines  sehr 
kleinen  Bereiches  in  der  Nähe  des 
Werthes  z = zq1  dann  ergeben  die 
obigen  Formeln,  dass  0 überhaupt 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth 
nur  auf  einem  gewissen  System  von  Geraden  besitzt;  und  zwar  ist: 

<t>° 

0 = + ^ für  at  < z längs  z - at  = xq, 

längs  z — at  = zq, 
für  at  > z längs  z + at  = zq; 

0 = — y längs  at  — z = zq. 


cvT 


Dies  sind  in  Figur  50  ersichtlich  die  vier  Geraden  ~qqt,  q^fn  q^q„ 

q*q*,  und  man  erkennt  deutlich,  wie  die  Fortpflanzung  nach  der  positiven 
Seite  ungehindert  stattfindet,  die  nach  der  negativen  zu  einer  Reflexion 
an  der  Nullebene  führt,  bei  welcher  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit, 
wie  die  Verrückung,  nicht  die  Grösse,  wohl  aber  das  Vorzeichen  ändert. 
Die  Geraden,  auf  welchen  0 = + 0°/2  ist,  sind  in  der  Figur  aus- 
gezogen, diejenigen,  auf  welchen  0 = — 07 2 ist,  gestrichelt. 

Der  zweite  Th  eil  von  0 ist  gegeben  durch  die  Formeln: 


at  < z, 


at  > Zy 


at  — z 


(170') 
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zu  ihnen  fügen  wir: 

at  < JT  = Y + ^')  = Y (*  + + 0'(*  - «o) > 

_ i , (170") 

at  > X)  Tt"  = Y ” ***')  = Y + ai)  ” (a<  “ *))  * 

Wir  erkennen  durch  Vergleichung  der  Formeln  (170")  mit  (170) 
zunächst,  dass  sich  die  fortgepflanzte  Geschwindigkeit  <90u/c^ 
durchaus  verhält,  wie  die  fortgepflanzte  Verrückung  <!>,,  die  soeben 
untersucht  ist. 

* 

Die  durch  die  Anfangsgeschwindigkeit  0'  hervorgerufene  Ver- 
rückung 0„  bestimmt  sich  aus  den  Werthen  0',  welche  zwischen  den 
Punkten  p3  und  pt',  resp.  zwischen  pt  und  pt  liegen,  analog  wie  bei  dem 
vorigen  Problem.  Genaueres  ergiebt  wieder  die  Betrachtung  eines 
speciellen  Falles. 

Ist  nur  in  einem  sehr  kleinen  Bereich  nächst  der  Wellenebene 
£ = %q  eine  Anfangsgeschwindigkeit  vorhanden,  so  breitet  sich  die  durch 
sie  erregte  Verrückung  solange  regelmässig  aus,  bis  sie  die  Nullebene 
erreicht;  die  von  jener  reflectirten  Theile  zerstören,  als  mit  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  behaftet,  die  direct  erregten,  so  dass  die  Ver- 
rückung nur  in  dem  von  den  Geraden  qqn  qq3,  q3qt  begrenzten  Streifen 
der  Figur  50  von  Null  verschieden  ist.  Eine  jede  Wellenebene  erleidet 
also  dieselbe  Verschiebung  und  geht  nach  einer  bestimmten  Zeit  in  die 
ursprüngliche  Lage  zurück. 

Diese  Betrachtungen  zeigen,  dass  man  die  Wirkung  der 
Nullebene  (O.  = 0=0)  auf  die  Ausbreitung  von  Anfangsver- 
rückungen und  Anfangsgeschwindigkeiten  innerhalb  des  Be- 
reiches 0 < * < -f  oo  auch  dadurch  erreichen  kann,  dass  man 
sich  das  Medium  bis  % — — oo  erstrecken  lässt  und  an  jeder 
Stelle  * = — xq  die  Anfangswerthe  0°  und  0'  denen  entgegen- 
gesetzt gleich  vorschreibt,  welche  an  der  entsprechenden 
Stelle  * = + %q  gegeben  sind. 

In  der  That  würde  dann,  wie  die  Figur  49  auf  p.  454  erläutert, 
die  im  vorigen  Problem  angewandte  Methode  die  beiden  Theile  von  0 
bestimmen  zu: 

(Pu) 

(Pi) 

da  aber  der  Werth  von  0°  in  p4  entgegengesetzt  gleich  dem  Werth  in 
pt  ist,  und  0'  auf  der  ganzen  Strecke  p,p0  die  entgegengesetzten  Werthe 
hat,  wie  auf  p0pt  — unter  p0  den  Coordinatenanfang  verstanden  — ,'so 
reduciren  sich  diese  Ausdrücke  auf  die  obigen: 
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(Pt) 

(P*) 

Dies  Verfahren,  eine  Nullebene  durch  eine  Verlängerung  der 
Anfangswerthe  zu  ersetzen,  werden  wir  weiter  unten  vortheilhaft  ver- 
wenden. 

Der  dritte  Th  eil  der  fortgepflanzten  Verrückung  ist  gegeben 
durch  die  Formeln: 

at<x,  <D„,  = 0,  at>z,  <t>,„  = MV  = V (<  - ; (170'") 

sie  ergeben  den  Werth  d>HI  in  einer  Ebene  * zur  Zeit  t gleich  dem. 
welcher  in  der  Ebene  % — 0 zur  Zeit  t — %ja  stattfand,  und  sprechen 
das  einfache  Resultat  aus,  dass  die  gesammte  der  Ebene  % = 0 
mitgetheilte  Bewegung  sich  unvermindert  mit  der  Geschwin- 
digkeit a nach  der  + Z-Richtung  hin  fortpflanzt.  Ist  z.  B. 

so  wird  für  at  > * die  fortgepflanzte  Verrückung: 

0m=  vl  sin  2 ?r  ^ 

Die  vorstehenden  Gesetze  gelten  bei  der  Bewegung  in  einem  un- 
endlichen elastischen  Medium  sowohl  für  die  transversale,  wie  longi- 
tudinale Bewegung,  doch  haben  sie  nur  für  letztere  direct  practische 
Bedeutung.  Man  kann  nämlich  den  Oberflächentheilen  elastischer 

Körper  im  Allgemeinen  nur  dadurch  eine  vorgeschriebene  Bewegung 
ertheilen,  dass  man  sie  an  einen  Körper  von  viel  grösserer  Starrheit 
befestigt  und  diesen  bewegt.  Solche  Körper  sind  den  Gasen  gegenüber 
die  als  fest  bezeichneten;  tropfbaren  Flüssigkeiten  und  festen  elastischen 
Körpern  können  wir  aber  keine  derartigen  gegenüberstellen  und  daher 
gestatten  unsere  Formeln  zunächst  eine  strenge  Anwendung  nur  für 
die  normale  Reflexion  von  Luftwellen  an  einer  ruhenden  festen  Wand 
oder  für  die  Erregung  von  Luftwellen  durch  die  Bewegung  einer  solchen. 
Angenährt  werden  die  obigen  Resultate  aber  überall  gültig  sein,  wo  ein 
elastisches  Medium  von  geringem  elastischen  Widerstande  durch  ein 
solches  von  erheblich  grösserem  in  einer  Ebene  begrenzt  wird. 

Wir  fassen  die  erhaltenen  Resultate  in  folgende  Sätze  zusammen: 

Trifft  eine  ebene  Welle  senkrecht  auf  eine  das  elastische 
Medium  begrenzende  starre  Wand,  so  wird  sie  in  der  Weise 
reflectirt,  dass  die  zurückkehrende  Verrückung  und  Ge- 
schwindigkeit das  entgegengesetzte  Vorzeichen  besitzt,  als 
die  ankommende. 
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Wird  eine  Ebene  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gleich- 
massig  bewegt,  so  pflanzt  sich  die  betreffende  Verrückung 
und  Geschwindigkeit  in  ebenen  Wellen  mit  voller  Stärke 
und  mit  der  Geschwindigkeit  a in  das  elastische  Medium 
hin  fort. 

Im  Uebrigen  reflectirt  die  bewegte  Ebene  auffallende 
Wellen  in  derselben  Weise,  wie  eine  starre  ruhende  Wand. 

, Berücksichtigt  man,  dass  die  transversale  Bewegung  eines  ge- 
spannten Fadens  durch  die  Gleichung  (164/)  ebenfalls  gegeben  war,  so 
kann  man  ergänzend  hinzufügen: 

Alle  diese  Resultate  übertragen  sich  ungeändert  auf  die 
an  einem  Ende  befestigte  oder  in  gegebene  transversale  Be- 
wegung versetzte  Saite. 

II.  In  einem  unendlichen  elastischen  Medium  sei  für 
positive  Werthe  von  * für  t = 0 sowohl  O = d>0(*)  als  dQ>/dt  = cp'^) 
und  für  die  Ebene  * = 0 von  t = 0 an  d<bjd%  = Y{t)  gegeben. 

Wie  bei  dem  vorigen  Problem  ist  für  Punkte  p',  welche  in  der 
Figur  49  auf  p.  454  zwischen  der  + Z-  und  + H- Axe  liegen,  die  Be- 
grenzung in  % — 0 noch  ganz  ohne  Einfluss,  und  es  gilt  daher  für 
die  fortgepflanzte  Verrückung,  solange  at  < % ist,  das  Gesetz  (169): 


Um  das  Analoge  für  Punkte  zwischen  der  + H-  und  + T-  Axe  zu 
erhalten,  wenden  wir  das  frühere  Verfahren  erst  auf  das  Trapez  pp,  p0pt 
und  sodann  auf  das  Dreieck  ptptp0  an ; p„  ist  wieder  der  Coordinatenanfang. 
Ersteres  ergiebt  nach  leichter  Rechnung: 


Addiren  wir  diese  beiden  Gleichungen,  so  fallt  das  unbekannte  <t>, 
heraus,  und  wir  erhalten: 


(171) 


2 + at 


~ (<P°(~  + at)  + — at))  + <&'(*)  <*(*). 


letzteres: 
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Nach  Einsetzen  der  Coordinaten  der  Punkte  ph  und  der  gegebenen 
Functionen  0°,  0',  Y'  giebt  dies  auch: 

O (*,  0 = y (0°(*  + at)  + 0°(a*  — %)) 

at  — s x + at  t — tja 

+ \f<t>'(z)dx  + 0'(z)dx  — a J'v'ltydt . (171") 

0 at-z  0 


Wiederum  zerfallt  0 in  drei  Theile  0j,  0n,  0UI,  und  zwar  ist: 


für  * = 0 und 
0 < * < OC  0,  = 0», 

0,.  = 0, 

0,„  = 0, 


für  x = 0 und 
0 < t < oo 


d<t>n 

dt 


Ö0, 

dz 

d<S>  ii 
dz 


d 0m y 

dt 


dz 


Y(t). 


Eie  Discussion  dieser  Werthe  ist  genau  wie  bei  dem  vorhergehenden 
Problem  auszuführen. 

Die  beiden  ersten  geben  die  Reflexion  der  durch  eine  Anfangs- 
verrückung oder  Anfangsgeschwindigkeit  hervorgerufenen  Verrückungen 
an  der  Ebene  % — 0,  wo  jetzt  nicht  0,  sondern  dty/dz  gleich  Null 
ist,  und  zeigen,  dass  die  reflectirte  Verrückung  und  Geschwindigkeit 
dasselbe  Vorzeichen  besitzt,  wie  die  auffallende.  Bei  Darstellung  in 

der  ZT- Ebene  wird  also  der  von  der  An- 
fangsverrückung 0°  an  der  Stelle  q her- 
rührende Theil  0,  sich  längs  der  Geraden 
qq , und  qqtq 4 fortpfianzen,  ohne  das  Vor- 
zeichen zu  wechseln;  diese  Linien  sind 
daher  in  der  Figur  51  durchweg  aus- 
gezogen. Der  von  einer  Anfangsgeschwin- 
digkeit 0'  in  q herrührende  Theil  0„  wird 
sich  in  dem  Streifen  zwischen  den  Geraden 
q,q,  qq„  qsqt  mit  halber,  in  dem  Winkel- 
raum zwischen  der  Geraden  qt  q<  und  der 
T-Axe  mit  voller  Stärke  ausbreiten,  denn 
der  reflectirte  Antheil  summirt  sich  zu  dem 
direct  erregten;  demgemäss  sind  jene  Bereiche  in  der  Figur  resp.  in 
einfacher  und  doppelter  Dichte  vertical  schraffirt. 

Diese  Resultate  zeigen,  dass  man  die  Wirkung  der  Null- 
ebene ((d0/d*)z  = o = 0)  auf  die  Ausbreitung  von  Anfangsver- 
rückungen und  Anfangsgeschwindigkeiten  innerhalb  des  Be- 
reiches 0 < *<oo  auch  dadurch  erreichen  kann,  dass  man  das 
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elastische  Medium  sich  bis  % = — oo  erstrecken  lässt  und  an 
jeder  Stelle  z = —%q  die  Anfangswerthe  d>°  und  <t>'  denen  gleich 
vorschreibt,  welche  an  der  entsprechenden  Stelle  z = + zq 
gegeben  sind. 

Der  Beweis  ist  in  der  p.  457  angegebenen  Weise  leicht  zu  führen. 
Der  dritte  Theil  <t>ni  giebt  die  Einwirkung  der  für  % = 0 ge- 
gebenen Deformation  d 0 / dz  = ¥'(/);  da 

t — z/a 

für  at  < z <t>ni=  0,  für  at  > % 0IU  = — a j Y{t)dt  (172) 

0 

ist,  so  stellt  sich  dieser  Antheil  at  > z dar  als  die  Fläche,  welche 
unter  der  Curve,  die  — «Y'(0  als  Function  von  t darstellt,  zwischen 
den  Ordinaten  0 und  t — zja  liegt. 

Ist  beispielsweise 

so  wird  für  at  > * die  fortgepflanzte  Verrückung: 

M*, ()  = - (i  - cos  2 ^ (t  - xj)  ’ 


Was  die  Anwendung  dieser  allgemeinen  Resultate  auf  ein  unend- 
liches elastisches  Medium  angeht,  so  folgt  aus  den  allgemeinen  For- 
meln (128)  für  die  elastischen  Drucke  unter  der  Voraussetzung,  dass 
u , v , w nur  von  * abhängen: 


— X,— 


e — c'  du 
2 dz } 


c — d dv 
2 dz 


r/  dU)  . 

~ 4 = Ti’ 


(172') 


ferner  gelten  längs  eines  Oberflächenelementes,  dessen  äussere  Normale 
die  — Z-Richtung  ist,  die  Beziehungen: 

x.  = x,  F.=  r,  z.  = Z; 

versteht  man  also  unter  O successive  die  Verrückungscomponenten  u, 
v , w , so  erkennt  man,  dass  die  Anwendung  der  gegebenen  Werthe  von 
d<$/dz  die  Annahme  gegebener  Werthe  der  Drucke  XJ}  Y„  Z,  in  der 
X F-Ebene  oder  aber  gegebener  äusserer  Drucke  gegen  dieselbe  enthält. 

Sind  du/dz , dv/dz,  dw/dz  für  z — 0 selbst  gleich  Null  ge- 
geben, so  entspricht  dies  dem  Falle,  dass  die  X F-Ebene  eine  freie 
Oberfläche  des  elastischen  Körpers  ist.  Angenähert  sind  die  Formeln 
auch  dann  anzuwenden,  wenn  der  elastische  Körper  in  dieser  Ebene 
an  einen  zweiten  von  viel  geringerem  elastischen  Widerstand  grenzt, 
z.  B.  ein  fester  oder  flüssiger  Körper  an  ein  Gas;  desgleichen  wenn  ein 
mit  Luft  erfülltes  Rohr  sich  an  einem  Ende  nach  dem  freien  Raum 
der  Atmosphäre  öffnet,  denn  in  dem  Querschnitt  der  Oeffnung  können 
dann  Verdünnungen  und  Verdichtungen  nur  in  geringem  Maasse  zu 
Stande  kommen,  weil  die  Luft  nach  allen  Seiten  hin  auszuweichen  vermag. 
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Wir  können  daher  folgende  Sätze  aussprechen: 

Trifft  eine  ebene  Welle  senkrecht  auf  die  durch  eine 
parallele  Ebene  gebildete  freie  Oberfläche  des  elastischen 
Mediums,  so  wird  sie  in  der  Weise  reflectirt,  dass  die  um- 
kehrende Verrückung  gleiche  Grösse  und  gleiche  Richtung 
besitzt,  wie  die  ankommende. 

Wird  auf  die  begrenzende  Ebene  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung gleichförmig  eine  mit  der  Zeit  beliebig  variirende 
Druckkraft  mit  den  Componenten  X , Y,  Z ausgeübt,  so  ent- 
stehen dadurch  Verrückungen,  welche  sich  mit  der  Geschwin- 
digkeit a fortpflanzen  und  ihrer  Grösse  nach  durch  folgende 
Ausdrücke  gegeben  sind: 

t — t/a 

U(z,t)  = - ~fxm,  a'  = 

o 

t/a 

«(*,<)  = ~rj  f®dt’  a'  = ~iT’  (m") 

0 

t — z/a 

«(*,0  «’=t‘ 

0 

Im  Uebrigen  reflectirt  die  Ebene,  gegen  welche  diese 
gegebenen  Drucke  wirken,  auffallende  Wellen  ebenso,  als 
wäre  sie  eine  freie  Oberfläche. 

Für  das  Problem  der  transversal  schwingenden  Saite  gestatten  diese 
Resultate  keine  directe  Anwendung. 

§ 40.  Mechanik  elastischer  Körper;  ebene  Wellen  in  einem  nach 
zwei  Seiten  begrenzten  Medium,  Pfeifen  und  Saiten;  Kugel  wellen. 

I.  Die  Resultate,  welche  wir  im  vorigen  Abschnitt  für  die  Ein- 
wirkung einer  den  Wellenebenen  parallelen  Begrenzung  des  elastischen 
Mediums  erhalten  haben,  können  dazu  dienen,  das  analoge  Problem  zu 
erledigen,  wenn  zwei  dergleichen  Begrenzungen,  etwa  für  * — 0 und  x,  = /, 
vorhanden  sind.  Das  Wesentliche  des  Vorganges  zu  übersehen,  behandeln 
wir  zuerst  den  einfachen  Fall,  dass  die  Anfangsverrückung  0° 
und  die  Anfangsgeschwindigkeit  0'  nur  in  unmittelbarer 
Nähe  der  Stelle  % — %q  von  Null  verschieden  gegeben  ist. 
Hier  liegen  die  Verhältnisse  so  einfach,  dass  es  genügt,  die  geltenden 
Gesetze  zusammenzustellen;  die  Vergleichung  mit  den  Resultaten  für 
die  einfache  Begrenzung,  die  in  den  Figuren  50  und  51  veranschau- 
licht sind,  lässt  ihre  Richtigkeit  sofort  einleuchten. 


Digitized  by  Google 


§ 40.  Zwei  parallele  Begrenzungen;  Kugelwellen. 


463 


Ist  an  beiden  Grenzen  d>  = 0 gegeben,  so  giebt  bei  der 
Darstellung  des  Vorganges  in  einer  ZT- Ebene  (Figur  52)  eine  positive 
Anfangs verrückung  in  q für  die  fortgepflanzte  Verrückung  positive 
Werthe  längs  der  ausgezogenen  Geraden  qqi}  qqt,  qtqif  qtq*  u.  s.  f., 
negative  längs  der  ge- 
strichelten Geraden  q,qt1 
qtqA  u.  s.  f.;  eine  posi- 
tive Anfangsgeschwindig- 
keit in  q giebt  positive 
Verrückungen  in  den 
vertical  schraffirten  Strei- 
fen Sti  £,...,  negative 
in  den  horizontal  schraf- 
firten Sti  S< Ein  jeder 

Zustand  des  Mediums 
kehrt  nach  der  Figur  52 
von  Neuem  wieder,  wenn 
at  um  21  wächst;  man 
nennt  daher  T — 21/a  die 
Schwingungsdauerdes 
so  begrenzten  Mediums. 

Ist  d>=0  für  x—0f 
aber  <90/02=0  für  z=l, 
so  giebt  Figur  53  das 
stattfindende  Verhalten. 

Die  ausgezogenen  und 
die  gestrichelten  Linien 
haben  dieselbe  Bedeutung 
wie  zuvor;  in  den  vertical 
oder  horizontal  weit  schraf- 
firten Feldern  hat  die  von  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit herrührende  Verrückung  den  einfachen, 
in  den  dicht  schraffirten  den  doppelten  posi- 
tiven oder  negativen  Werth.  Die  gleichen  Zu- 
stände entsprechen  hier  verticalen  Abständen 
«T  = 4/;  die  Schwingungsdauer  des  so  begrenzten 
Mediums  ist  also  T = 4 l/a. 

Ist  endlich  d<t>/dx  = 0 für  x = 0 und  für 
x = l7  so  wird  bei  keiner  Reflexion  das  Vorzeichen 
umgekehrt;  in  der  Figur  54,  welche  diesem  Falle 
entspricht,  sind  daher  alle  Linien,  welche  die 
Fortpflanzung  der  positiven  Anfangsverrückung 
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darstellen,  ausgezogen.  Aber  die  von  der  Anfangsgeschwindigkeit 
in  q herrükrenden  Verrückungen  bleiben  hier  nicht  wie  in  den  vorigen 
Fällen  in  bestimmten  Grenzen,  sondern  wachsen  unausgesetzt,  denn 
die  dem  Medium  mitgetheilte  Anfangsgeschwindigkeit  wird  hier  nicht 
durch  die  Wirkung  der  Begrenzung  zerstört;  ein  vollständig  freier 
elastischer  Stab  z.  B.  wird  in  Folge  der  einem  seiner  Querschnitte 
mitgetheilten  Anfangsgeschwindigkeit  im  Ganzen  fortschreiten,  was 
nicht  stattfindet,  wenn  eines  seiner  Enden  oder  beide  festgehalten  sind. 
In  der  Figur  54  ist  dies  Verhalten  durch  die  wachsende  Dichtigkeit 
der  Schraffirung  von  Feld  zu  Feld  angedeutet. 

Ein  jeder  Zustand  wird  hier  also  hinsichtlich  des  absoluten 
Werthes  der  Verrückungen  im  Allgemeinen  nie  wieder  erreicht,  der 
relative  der  einzelnen  Theile  gegen  einander  nach  einer  Zeit  T—2l/a. 

II.  Sind  in  dem  ganzen  Intervall  0 <x<l  Anfangsver- 
rückungen und  Anfangsgeschwindigkeiten  gegeben,  so  nimmt 
von  jeder  Stelle  aus  eine  Verrückung  ebenso  ihren  Ausgang,  wie  es 
in  den  Figuren  52  bis  54  für  eine  Stelle  dargestellt  ist,  und  es  kehren 
die  Anfangszustände  nach  denselben  Intervallen  T wieder.  Indessen 
giebt  diese  Betrachtungsweise  nicht  die  Anschauung  des  Zustandes  des 
ganzen  Intervalles  0 < * < l für  jeden  Zeitpunkt.  Eine  solche  erhalten 
wir  in  vollkommener  Weise  durch  die  Methode  der  Verlängerung 
der  Functionen  d>°  und  <t>'  über  das  Bereich  0 < * < l hinaus,  auf  welche 
wir  schon  p.  457  und  460  hingewiesen  haben. 

Um  ihre  Anwendung  zu  zeigen,  nehmen  wir  den  zweiten  der  oben 
besprochenen  drei  Fälle  vor,  setzen  also  voraus,  dass  O = 0 ist  für 
x — 0 und  d Q>/dz  = 0 für  % = /. 


Fi g.  55. 


Wir  denken  uns  innerhalb  des  Bereiches  0 < % < l das  gegebene 
<t>°(»)  oder  <b'(&)  für  jede  Stelle  durch  die  Coordinate  einer  Curve  reprä- 
sentirt,  welche  im  Coordinatenanfange  die  Abscissenaxe  schneiden  und 
bei  x = l eine  horizontale  Tangente  besitzen  muss,  um  mit  den  für 
* = 0 und  z = l gegebenen  Bedingungen  im  Einklang  zu  stehen.  Die  Ver- 
längerung muss  die  Curve  in  Bezug  auf  den  Punkt  % — 0 und  in  Bezug 
auf  die  Verticale  in  x = l symmetrisch  erscheinen  lassen,  und  man 
erkennt  leicht,  dass  man  dadurch  zu  der  Figur  (55)  geführt  wird. 
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Der  Zustand  für  das  ganze  zu  untersuchende  Intervall  wird  dann, 
soweit  er . nur  von  der  Anfangsverrückung  d>°(^)  herrührt,  nach  der 
Formel  (167) 

<D,  = i (<(>”(i  + at)  + <t>”(*  - at)) 

erhalten,  indem  man  ein  Abbild  der  ganzen  Curve  mit  der  Geschwin- 
digkeit a nach  rechts,  ein  anderes  nach  links  verschiebt  und  an  jeder 
Stelle  und  zu  jeder  Zeit  die  halbe  Summe  der  beiden  entsprechenden 
Coordinaten  bildet. 

Um  den  Einfluss  einer  Anfangsgeschwindigkeit  0'(*)  zu  erhalten, 
ist  die  Function  0'  in  derselben  Weise  zu  verlängern,  wie  zuvor  0°, 
und  sodann  die  Function 


XM  = 0'(~)dz 

0 

zu  construiren,  welche  proportional  mit  der  Fläche  ist,  die  zwischen 
den  Ordinaten  0 und  £ und  unter  der  Curve  für  (t>'(z)/a  liegt.  Re- 
präsentirt  die  ausgezogene  Curve  in  Figur  55  die  Function  0'(x),  so 
giebt  die  gestrichelte  ein  Bild  von  X(x). 

Um  für  jede  Zeit  t die  Verrückung  innerhalb  des  Bereiches 
0 < z<  l zu  bilden,  hat  man  dann  nach  der  Formel  (1 67"") 

0„  = y (X(*  + at)  — X{%  — at)) 

ein  Abbild  der  Curve  für  X mit  der  Geschwindigkeit  a nach  der  posi- 
tiven, ein  anderes  nach  der  negativen  Seite  zu  verschieben  und  an 
jeder  Stelle  die  Hälfte  der  Differenz  ihrer  Ordinaten  zu  bilden.  Man 
erkennt  leicht,  besonders  für  den  Fall,  dass  die  Anfangsverrückung  und 
Geschwindigkeit  nur  an  einer  Stelle  von  Null  verschieden  ist,  wie  das 
so  erhaltene  Resultat  mit  dem  oben  anders  abgeleiteten  vollkommen 
übereinstimmt. 

Die  Behandlung  der  beiden  andern  Fälle  bietet  keine  Schwierig- 
keit und  bestätigt  die  in  dem  speciellen  Falle  erhaltenen  Resultate. 
Soweit  dieselben  die  Schwingungsdauer  betreffen,  können  wir  sie  in 
folgenden  Satz  fassen. 

In  einem  bei  z = 0 und  z — l begrenzten  elastischen 
Medium  entsteht  durch  beliebige  anfängliche  Verrückungen 
und  Geschwindigkeiten,  die  nur  von  £ abhängen,  ein  Schwin- 
gungszustand, welcher,  wenn 

0 = ü für  x = 0 und  für  & = l 

oder 

~ = 0 für  s = 0 und  für  x — l 
d% 

ist,  die  Periode 
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hingegen,  wenn 


T = 2-, 
a 


oder 


O = 0 für  z = 0 und  3 - = 0 für  % = L 

O i 

= 0 für  » = 0 und  0 = 0 für  * = £ 


ao 


dx 


ist,  die  Periode 

T=  41 
a 

besitzt. 

Dieser  Satz  gilt  für  jedes  beliebig  gewählte  System  von  Anfangs- 
verrückungen 0°  und  Geschwindigkeiten  0';  in  gewissen  speciellen 
Fällen  gestattet  er  aber  eine  Erweiterung,  die  wir  durch  Betrachtung 
der  p.  453  gegebenen  Gesetze  der  einfachen  stehenden  Sinusschwin- 
gungen  leicht  finden  werden. 

III.  Eine  stehende  Schwingung  war  dargestellt  durch  die  Formel 


. . 2tt  t . 2nx 

0 = A COS  -yp-  Sill  > 

1 1j 


in  welcher  L — al  gesetzt,  und  t,  wie  z,  von  ganz  beliebigen  Anfangs 
punkten  aus  gerechnet  war;  die  Dilatation  dtyjdz  folgt  daraus: 


a<t>  2 n A 2 n / 2 nx 

7j-=-£-00S-rc°8./r 


An  den  Stellen 


h_L 

o 


Z = — , (h  = 0 ± 1 , ± 2 . . .) 


war  dauernd  0 = 0,  also  je  ein  Schwingungsknoten,  an  den  Stellen 


(2  /?•  + 1 i // 
*" 4 ’ 


[h  = 0.4-  1,42...) 


war  dauernd  dty/dz  = 0,  also  je  ein  Schwingungsbauch  vorhanden. 

Man  kann  nun  bei  dergleichen  stehenden  Schwingungen  das 
elastische  Medium  in  zwei  Ebenen  begrenzen,  die  durch  beliebige 
Knoten  gelegt  sind,  wenn  man  in  ihnen  0 dauernd  gleich  Null  erhält; 
ihr  Abstand  l muss  dann  den  Werth  haben: 


Man  kann  ferner  das  Medium  in  zwei  Ebenen  begrenzen,  die 
durch  beliebige  Bäuche  gelegt  sind,  wenn  dort  dtyjdz  dauernd  gleich 
Null  erhalten  wird;  ihr  Abstand  / muss  dann  der  gleiche  sein  wie 
oben,  nämlich: 


> = ¥ = -/,  (*=1,2...). 
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Endlich  kann  man  das  Medium  begrenzen  in  einer  Ebene  durch 
einen  Knoten,  einer  durch  einen  Bauch,  falls  in  ersterer  0,  in  letzterer 
d<S>/d%  gleich  Null  erhalten  wird;  ihr  Abstand  ist  dann: 

. ( 2 k — 1 ) Ij  (2  k — \ )a  T . 


Die  erhaltenen  Resultate  können  wir  in  der  Weise  umkehren,  dass 
wir  den  Abstand  l der  beiden  Begrenzungen  als  gegeben  und  L oder 
T als  verfügbar  betrachten.  Dann  ergiebt,  sich  der  Satz: 

Ist  ein  unendliches  elastisches  Medium  in  zwei  parallelen 
Ebenen  im  Abstand  l so  begrenzt,  dass  in  beiden  0 = U,  oder 
in  beiden  d<b/dz  = 0 ist,  so  können  in  demselben  einfache 
stehende  Sinusschwingungen  bestehen  von  der  Periode 


T — 


ist  hingegen  in  der  einen  0 = 0,  in  der  andern  d<X>jdz  = 0, 
so  können  analoge  Schwingungen  von  der  Periode 


zu  Stande  kommen. 

Dieser  Satz  enthält  die  Ergänzung  des  auf  p.  465  gegebenen  für 
den  speciellen  Fall,  dass  die  dort  willkürlich  gelassenen  Schwingungs- 
formen einfache  Sinusschwingungen  sind;  die  dort  erhaltenen  Schwin- 
gungsdauern erscheinen  jetzt  als  die  grössten  unter  den  überhaupt 
möglichen  und  ergeben  sich  aus  den  allgemeinen  Werthen,  wenn  man 
darin  k = 1 setzt. 

Die  erhaltenen  Gesetze  gestatten  nach  dem  früher  Gesagten  die 
Anwendung  auf  die  Theorie  der  Schwingungen  von  Luftsäulen  in 
Röhren,  d.  h.  der  Töne  von  Pfeifen.  Beiderseitig  offene  und  beider- 
seitig geschlossene  Pfeifen  von  der  Länge  l gestatten  also  stehende 
Schwingungen  und  sprechen  demgemäss  bei  geeigneter  Erregung  auf 
Töne  an,  welche  die  Schwingungsdauern  T—^lfka  besitzen,  einseitig 
offene  auf  solche  von  den  Schwingungsdauem  4 1/(2 k — l)a.  Gleiches 
wie  von  der  beiderseitig  geschlossenen  Pfeife  gilt  von  der  beiderseitig 
befestigten  Saite.  Da  die  elastischen  Gleichungen  die  Superposition 
verschiedener  Bewegungen  gestatten,  so  können  beliebige  der  überhaupt 
möglichen  Töne  von  Pfeifen  und  Saiten  zugleich  erklingen ; die  gewöhn- 
lichen Arten  der  Erregung  — Anblasen  bei  Pfeifen,  Streichen,  Zupfen 
oder  Schlagen  bei  Saiten  — bringen  in  der  That  nicht  einfache,  son- 
dern in  bestimmter  Weise  zusammengesetzte  Töne  hervor.  Auf  eine 
nähere  Erörterung  dieser  Verhältnisse  müssen  wir  hier  verzichten.  — 
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IV.  Die  allgemeine  Gleichung 


d*<J> 

dP 


a2A0 


(173) 


lässt  sich  noch  in  anderen  Fällen  auf  die  bisher  behandelte  specielle 
Form 


d*_0  _ ,5*0 
dt * — a dx* 


zurückführen. 

Wir  wollen  um  einen  im  Kaum  beliebig  gewählten  Punkt  p eine 
Kugelfläche  vom  Kadius  r construiren,  deren  Flächenelement  do  sein 
möge,  die  Gleichung  (173)  mit  do  multipliciren  und  über  die  ganze 


so  haben  wir  dann: 


setzen  wir  den  Werth 

-j^-3  f <D do  = Q, 
4 n r'J  7 

(173') 

(0) 

-jrji  = — -5  A0do. 
dt * 4 7t  rV 

(173") 

(O) 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  formen  wir  um  mit  Hülfe  des 
Satzes  (22')  auf  p.  298,  wonach  für  ein  beliebiges  Volumen  k'  und  dessen 
Oberfläche  o gilt: 

fj<t>dk'=  -fda*do, 

(Ä'>  «>') 


unter  n die  innere  Normale  verstanden. 

Ist  k'  ein  unendlich  kleines  Volumen  an  der  Stelle  x , y,  x,  so  kann 
man  auch  schreiben: 

J4>  = _ > f**do'.  (173"') 

k J an 

(o‘) 


Um  diesen  Werth  in  (173")  zu  benutzen,  wollen  wir  als  Raum  k' 
speciell  das  an  do  anliegende  kleine  Volumen element  dodr  wählen, 
das  erhalten  wird,  wenn  man  um  den  Punkte  eine  zweite  Kugelfläche 
mit  dem  Kadius  r — dr  construirt  und  die  dadurch  erhaltene  Schaale 
durch  Elementarkegel  nach  allen  Oberflächenelementen  do  zerlegt.  Das 
Integral  über  o zerfällt  hiernach  in  drei  Theile,  die  sich  auf  die 
Mantelfläche  om  und  die  beiden  Grundflächen  doa  und  do{  von  k'  be- 
ziehen. Das  Element  von  om  drücken  wir  durch  das  Element  dsder 
Randcurve  s von  do  aus,  gemäss: 

dom  = drds , 

und  doa  und  do{  durch  die  do  entsprechende  Kegelöffnung  dco , gemäss: 

doa  — Tadoo,  dot  = r*d(o. 
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Hiernach  nimmt  die  Gleichung  (173'")  die  Gestalt  an: 

/)0=  - Jo  ff«  dS  + -JTr({r'wlr  lr'  37),)  ’ 


(«) 


was,  da  ra  = r,  ?\  = r - 

JO  = 


- dr  ist,  identisch  wird  mit 

_J_  f^-ds  + l 0 fr'a?V 

doj  dn  r*  dr  \ dr)  ’ 


(174) 


n ist  hierin  die  innere  Normale  auf  der  Randcurve  s von  do. 

Setzt  man  diesen  Werth  nun  in  die  Gleichung  (173")  ein,  so  ver- 
schwindet in  der  Summe  das  erste  Glied,  da  jedes  Linienelement  ds 
als  Grenze  zwischen  zwei  Flächenelementen  do  zweimal  mit  entgegen- 
gesetzter Richtung  der  Normalen  und  daher  entgegengesetzt  gleichen 
Werthen  von  dty/dn  auftritt 
Es  bleibt  daher  nur: 


d'-Q  _ o*  ('L  JL(  J 2 d<t> 

dt 1 4nr-J  r1  dr\  dr  ) ° 4nJ  \ör*  r dr 

(O)  (w ) 

Hier  kann  man  die  Reihenfolge  von  Integration  und  Differentiation 
vertauschen  und  erhält,  da  auch 


±f<S>dto  = Q (174') 

<») 

d'Q  _ Jd'Q  _2  öß\ 
dt * a ( dr1  r dr J 


Multiplicirt  man  dies  mit  r,  so  kann  man  das  Resultat  auch  schreiben 


ÖVQ  _ töVQ 
dt * “ a dr * 


(174") 


und  erhält  so  die  früher  betrachtete  specielle  Form  der  Differential- 
gleichung von  Neuem,  nur  stehen  jetzt  r und  rQ  an  den  Stellen,  die 
früher  2;  und  O einnahmen. 

Wir  wenden  dieselbe  zunächst  auf  den  Fall  an,  dass  zu  irgend 
einem  Zeitpunkt  die  Verrückungen  sämmthch  in  der  Richtung  des  Ra- 
dius r liegen  und  in  concentrischen  Kugeln  constante  Grössen  besitzen; 
nach  Symmetrie  muss  dies  Verhalten  dann  auch  immer  stattfinden.  Q 
ist  in  diesem  Falle  der  auf  der  Kugelfläche  constante  Werth  von  O 
selbst,  die  Gleichung  (174")  wird  also  zu: 


d*r  <t> 

~dir  ~a  dr*  ’ 


(175) 


O kann  die  Bedeutung  des  Deformationspotentiales  cp,  oder  der  cubischen 
Dilatation  & annehmen,  zwischen  denen  die  Relation  besteht: 

Acp  = &. 
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Für  die  Verschiebung  in  der  Richtung  des  Radius  gelten  die  Be- 
ziehungen : 

('  = und  (f  =fo dr  + (175) 

und  da  nach  (174),  wenn  cp  nur  r enthält, also  öfpfdn  verschwindet, 


ist,  auch: 


und  r (>  — J r*  0-  dr  -j-  /"*(/). 


(175") 

(175"') 


Hierin  bezeichnen  /;  und  Functionen  von  t allein,  von  denen  die 
erste  ohne  Beschränkung  in  cp  hineinzuziehen  ist,  die  zweite  aber  ver- 
schwinden muss,  sowie  o für  r — 0 endlich  sein  soll. 

7 x 

Die  Behandlung  der  Gleichung  (175)  für  den  unbegrenzten  Raum 
muss  insofern  von  der  früheren  abweichen,  als  d>  nur  für  positive 
Werthe  von  r delinirt  ist,  also  für  r — 0 eine  Art  von  Grenze  statt- 
findet. Man  kann  aber  diesen  Unterschied  beseitigen,  indem  man  die 
Functionen  r<t>"  und  rd)'  über  den  Funkt  r = 0 hinaus  verlängert.  Ist 
rd>  für  r — 0 dauernd  gleich  Null,  so  ist  nach  p.  457  jeder  negativen 
Abscisse  r = — rq  der  entgegengesetzte  Werth  rd>°  und  ?*0',  also 
der  gleiche  von  d>n  und  d>'  beizulegen,  der  /•  = + rq  entspricht;  ist 
aber  d(rd>)/<9r  für  r — 0 gleich  Null,  so  muss  nach  p.  4(>()  das  Umge- 
kehrte angenommen  werden.  Analog  ist  zu  verfahren,  wenn  in  einer 
Kugel  von  gegebenem  endlichen  Radius  rd>  oder  <5(rO)/dr  dauernd 
gleich  Null  erhalten  • wird. 

Deutet  man  <b  als  die  räumliche  Dilatation  »'/,  so  ist 

r.9-  = 2(j  + 

^ or 


und  daher  r?7  für  r = 0 selbst  gleich  Null,  wenn  q und  rdgfdr  dafür 
verschwindet,  ln  diesem  Falle  gelten  die  Formeln  (170)  und  (170') 
in  der  Gestalt.: 


r + at 


r V (r,  t ) = ~ ((/*  + at)  ft°(r  + at)  -f  {>'  — at)  tV(r  — at))  -f  ,T(r)dr 

r — at 

für  at  < r,  und  (176) 

r + at 

rfr(r,  t)  = y ((■/•  -f  at)  >T{r  + at)  — (at  — r)iT(at  — r) ) + ')dr 

at-r 

für  at  > r. 


Nimmt  man  nur  eine  Anfangsverrückung  in  der  Nähe  der  Kugel 
r — r,  an,  so  entstehen  hiernach  zwei  Kugel  wellen,  von  denen  die  eine 
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mit  abnehmender  Stärke  sich  ausbreitet,  die  andere  mit  im  Allgemeinen 
bis  unendlich  wachsender  Stärke  sich  bis  auf  einen  unendlich  kleinen 
Kaum  zusammenzieht  und  darnach  sich  wieder  ausbreitend  der  ersteren 
mit  abnehmender  Intensität  nachfolgt. 

Ist 

tf°=  — sin—  (176') 

r L 

gegeben,  so  wird 

»>-(r,  /)  = — sin  - cos  - y > (1  < 6 ) 


und  wir  erhalten  stehende  Wellen  mit  Verschiebungen  von  der  Grösse: 

AL"  ( . 2nr  2 nr  2nr\  2 nt 

e - (2^7 (sin  tt  - ~T cos t]  cos -f- ■ 0 ) 

Bäuche  entsprechen  t)  = 0 und  liegen  an  den  Stellen,  wo  r = hLj 2 
ist,  falls  h — 1,2,...;  Knoten  entsprechen  (>  = 0 und  liegen  an  den 
Stellen,  deren  Radien  r die  Wurzeln  der  Gleichung 


2 nr  2 nr 


sind;  die  erste  entspricht  r — 0,  da  hierfür  q trotz  des  r?  im  Nenner 
verschwindet,  die  folgenden  liegen  um  so  näher  bei  r — (2h  + l)L/4, 
je  grösser  h ist;  ihre  Abstände  sind  nicht  constant,  werden  aber  je 
mehr  und  mehr  mit  wachsendem  r gleich  L/ 2. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  dieser  Lösung  audere  zuzufügen.  Da 
die  Verschiebungen  nur  in  der  Richtung  des  Radius  stattünden,  so 
kann  man  das  elastische  Medium,  zumal  wenn  es  gasförmig  ist,  ausser 
durch  eine  oder  zwei  Kugelllächen  auch  durch  eine  beliebige  Ivegel- 
lläclie  begrenzen,  welche  ihre  Spitze  in  p hat.  Man  gelangt  so  zur 
Theorie  der  conischen  Pfeifen. 

V.  Endlich  wollen  wir  von  der  Gleichung 

d'rQ 

■-S-S-  ==  fl  T. 


noch  eine  Anwendung  machen,  um,  falls  keine  Symmetrie  rings  um 
den  Punkt,  p besteht,  das  Verhalten  in  ihm  selbst  zur  Zeit  t zu  be- 
stimmen, wenn  im  ganzen  Raume  zur  Zeit  t = 0 sowohl  d>  = <\>°(x,  y,  x) 
als  dty/dt  = <t>' (x,  yf  x)  gegeben  ist.  Da  Q den  Mittelwerth  von  d>  auf 
einer  Kugel  vom  Radius  r bezeichnet,  so  ist  natürlich  dann  für  t = ü 
auch  Q — Q°(r)  und  dQ/dt  = Q'(r)  angebbar. 

Bei  einer  Darstellung  in  einer  Ra  T-Ebene  sagt,  dies  aus,  dass  längs 
der  Rr Axe  Q und  dQ/dt  gegeben  und  für  eine  Stelle  q der  aT- Axe 
gesucht  ist. 
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Führen  wir  die  Substitution  (165)  wieder  aus,  in  der  nur  & mit 
r zu  vertauschen  ist,  so  erhalten  wir: 

-3lr-Q  = 0 

asa,  u- 

Wir  integriren  diese  Gleichung  längs  einer  Parallelen  zur  JET-Axe, 
welche  durch  q bis  zur  7?-Axe  gezogen  ist  und  letztere  in  einem  Punkt 
q erreichen  möge;  dann  ergiebt  sich: 

(«??)  = (£“)  • 

\ d'/  / q \ du  )<t‘ 

m 

Ersetzen  wir  den  Differentialquotienten  nach  (165')  durch  seinen 
Werth,  so  lindet  sich: 

fdrQ  ( örß\  _ /örQ  örQ\ 

\ ör  ^ adt),,  \ br  adt/q' 


Nun  ist  die  Stelle  q durch  r = 0 und  t = t , die  Stelle  q durch 
r — at,  t = 0 gegeben  und  wir  erhalten  bei  Ausrechnung  der  linken 
Seite : 


Q 


*£)  • 
adt  /(<*/, 0) 


(177) 


Der  Mittelwerth  Q{0,t)  der  Function  0,  genommen  auf  einer  Kugel 
vom  Radius  Null  um  die  Stelle  p,  ist  aber  der  Werth  von  0 an 
dieser  Stelle  selbst;  demnach  erhalten  wir: 


und  linden,  falls  wir  auch  Q°  und  Q'  durch  0°  und  0'  ausd rücken,  das 
Endresultat: 


0(0,0  = 


( d_(r  r rVduÄ  m 

\ör\  J 4n  ) aj  4/i  Jr  = at 


(177') 


Dasselbe  spricht,  wenn  wir  den  Werth  r — at  in  alle  Theile  der 
Klammer  eingeführt  denken,  folgenden  Satz  aus: 

Ist  in  einem  unendlichen  elastischen  Medium  eine  An- 
fangsverrückung 0°(a;,  y,  x)  und  eine  Anfangsgeschwindigkeit 
0' (x,  y,  x)  gegeben,  so  erhält  man  die  Verrückung  0,  die  an 
einer  beliebigen  Stelle^  zu  einer  beliebigen  Zeit  t stattfindet, 
indem  man  um  p eine  Kugel  vom  Radius  r = at  construirt, 
wobei  a die  dem  Medium  und  der  Natur  der  Verrückung  0 
entsprechende  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  bezeichnet, 
und  die  Mittelwerthe  von  0°  und  0'  auf  dieser  Kugel  be- 
stimmt, gemäss  den  Formeln: 

q:,  = j^JVdö,  = Af<t>'d« ; (m") 
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in  diesen  drückt  sich  die  gesuchte  Verrückung  aus  nach  der 
Formel: 


d{tQ°) 


(177'") 


Was  die  Anwendung  dieses  Satzes  betrifft,  so  ist  zu  bemerken,  dass, 
wenn  d>  als  Verrückungscomponente  gedeutet  wird,  bei  beliebiger  An- 
fangsverrückung und  Anfangsgeschwindigkeit  die  Zerlegung  in  Poten- 
tial- und  Drillungsdeformation  vorgenommen  zu  denken  und  jeder 
Theil  für  sich  zu  behandeln  ist;  a * hat  für  den  ersteren  den  Werth 
c/e,  für  den  letzteren  ( c — c)/2e. 

Deutet  man  O als  ein  Deformationspotential  (p  oder  eine  räum- 
liche Dilatation  #,  so  ist  d 1 = c/e  zu  setzen. 

Wir  behandeln  als  Beispiel  für  letztere  Verfügung  das  Problem, 
die  Dilatation  in  einem  Punkte  p zu  bestimmen,  wenn  zur  Zeit  t = 0 
0-  innerhalb  einer  von  zwei  concentrischen  Kugeln  mit  den  Radien  R„ 
und  Ri  begrenzten  Schaale  einen  constanten  Werth  G besitzt  und  im 
übrigen  Raume  verschwindet;  der  Punkt  p sei  ein  äusserer. 

Bezeichnet  man  mit  coat  die  Kegelöffnung,  welche  zu  der  aus 
der  Kugel  vom  Radius  at  durch  die  Schaale  ausgeschnittenen  Zone 
gehört,  so  ist  jetzt: 

^ Cdti»at 

p in  ol 

Ist  der  Abstand  des  Punktes  p vom  Centrum  der  Schaale  gleich  e, 
so  wird: 

(üat  = 0 für 


= 2*  (l 

9 /7?„a  - R?\ 

= \~2eäT  ) 


e’  + a't'  - Ra- 


2 eat 


)■ 


17 


2»  1- 


e'  + crt'-Rt 
2eat 


*)» 


= 0 

Hieraus  folgt: 

0„  = 0 


77 


0 < at  < e — Ra, 
e — Ra  < at  < e — Riy 
e — Ri  < at  < e + Ri, 
c -f-  Ri  <C  at  e Ra , 
e -f-  Ra  < at  < oo . 


_ Cie  — at) 
2e 

= 0 

C(e  — at) 


2e 


= 0 


für 

0 

< 

at 

< 

e 

— 

Ra , 

77 

e 

— 

Ra 

< 

at 

< 

6 

— 

Ri, 

77 

e 

— 

Ri 

< 

at 

< 

e 

+ 

Ri  7 

77 

e 

+ 

Ri 

< 

at 

< 

e 

+ 

Ra, 

7t 

e 

+ 

Ra 

< 

at 

< 
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Mechanik  nichtstarrer  Körper. 


In  dem  einen  Grenzfall,  dass  Rt  sich  von  Ra  nur  unendlich  wenig 
unterscheidet,  haben  wir  das  p.  470  besprochene  Problem  einer  für 
eine  Kugelfläche  constant  gegebenen  Anfangsdilatation  und  finden 
jetzt: 

— 0 für  0 < at  < e — R , 


CR 
2c  ” 


c — R <C.  at  c -j-  />■, 
at  — ß + R, 
e -(-  R < at  < oo. 


Dies  stimmt  vollkommen  mit  dem  Inhalt  von  Formel  (170). 

In  dem  andern  Grenzfall,  dass  die  Kugel  voll  ist,  also  A\  ver- 
schwindet, erhalten  wir: 


<&,  = 0 

C(e  — at) 

2c 

= 0 


für  0 < at  < e — R, 
„ e — R < at  < e + ß, 
„ n -}-  A*  < at  < 00  . 


Dieser  Fall  tritt  näherungsweise  ein,  wenn  ein  mit  verdichteter 
oder  verdünnter  Luft  gefüllter  Ballon  zertrümmert  wird. 

Hier  steigt  die  Dilatation  für  at  — c — R schnell  von  0 auf  CR/2e, 
sinkt  dann  linear  mit  der  Zeit  und  springt  für  at  — c + R von 
— CRj2e  wieder  auf  Null. 

Eine  innerhalb  eines  Kugelraumes  constante,  positive  oder 
negative  Dilatation  C erregt  also  in  einem  äussern  Punkte 
zuerst  eine  Dilatation  gleichen  und  darnach  eine  entgegen- 
gesetzten Vorzeichens;  die  Differenz  des  grössten  und  klein- 
sten Werthes  ist  RC/e,  falls  mit  R der  Radius  des  Kugel- 
raumes, mit  ß der  Abstand  des  betrachteten  Punktes  vom 
Kugelcentrum  bezeichnet  wird. 
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Aenderung  der  Schweife  mit  dem  Ort 
an  der  Erdoberfläche  268  u.  270. 

Amplitude  einer  Oacillation  27. 

Anziehung  nach  dem  Newton- 
sehen Ge  setz  zwischen  zwei  Massen- 
punkten 108. 

— von  räumlich  vertheilten  Massen 
auf  einen  fernen  Punkt  259. 

— desgl.  auf  einen  Punkt  an  ihrer 
Oberfläche  oder  in  ihrem  Innern  262. 

— von  in  conccntrischen  Schichten  ho- 
mogenen Kugeln  und  Ivugelsehaalen 
auf  beliebige  Punkte  264. 

— gegenseitige,  zweier  ferner  Körper 
271. 

— gegenseitige,  von  Kugeln  und  Kugel- 
schaalen  277. 

Arbeit  einer  Kraft  s2. 

Aufhängung,  bifilare;  ihre  Theorie 
unter  Rücksicht  auf  die  Drillung  der 
Fäden  180. 

Auftrieb,  hydrostatischer,  bei  meiner 
schweren  Flüssigkeit  untergetauchten 
Körpern  331. 

— bei  schwimmenden  Körpern  333. 

— seine  Einwirkung  auf  Waage  und 
Pendel  331. 

Ausfluss  einer  idealen  Flüssigkeit  aus 
einem  Reservoir  359. 

— bei  variablem  Niveau  362. 

— eines  Gases  bei  constanter  Tempe- 
ratur 367. 

— bei  fehlender  Wärmcleitung  368. 

— bei  wechselndem  Druck  370. 

— einer  reibenden  Flüssigkeit  durch 
einen  Spalt  401. 

— durch  einen  hohlen  Kreiscylinder 
oder  ein  cylindrisches  Rohr  403. 

Axe  s.  Drehungsaxe. 

Barometer  320. 

Befestigung,  ihre  Bedingungen  für 
einen  elastischen  Körper  414. 

— bei  Potentialdeformationen  420. 

Beschleunigung,  ihre  Definition  17. 

— ihre  Zusammensetzung  und  Zer- 
legung 18. 


Beschleunigung  der  Schwere  32. 

— ihre  Bestimmung  mittelst  des  Pen- 
dels 207. 

Bewegung  eines  Massenpunktes, 
gleichförmige  geradlinige  4. 

— beliebige  freie  15. 

— geradlinige,  gegeben  durch  das 
Gesetz  des  Ortes  27. 

— desgl.  bei  constanter  Kraft  31. 

— durch  Kräfte,  die  nur  von  Ort,  Zeit 
oder  Geschwindigkeit  abhängen  34. 

— beliebige,  in  der  Ebene  und  im 

Raume,  bestimmt  durch  gegebene 
Werthe  oder  Geschwindigkeiten  36. 
Beispiele:  1.  die  Geschwindig- 

keiten sind  lineare  Functionen  der 
Coordinaten  37. 

2.  Ueberfahrt  über  einen  Strom 
mittelst  eines  Taues  39. 
desgl.  mittelst  der  Ruder  42. 

3.  Verfol^ungs-  und  Fluchtcurve  42. 

— in  der  Ebene  und  im  Raume,  be- 
stimmt durch  gegebene  Kräfte  45. 
Beispiele:  1.  schiefer  Wurf  46. 

2.  Wurf  auf  rotirender  Erde  47. 

specicll  freier  Fall  daselbst  52. 
desgl.  horizontaler  W urf  daselbst  54. 

— bedingte  55. 

| — auffesteroderbewegterOberfläehe55. 

— auf  fester  oder  bewegter  Curve  58. 

— fester  ebener  Curve  59. 

Beispiele:  Bewegungen  unter  der 

Wirkung  der  Schwere:  1.  auf  einer 
festem  ebenen  Curve  60. 
speciell  auf  einer  Geraden  62. 
desgl.  auf  der  Cycloide  62. 

2.  in  einer  ruhenden  Kugelschaale  64. 

3.  auf  einer  rotireuden  Geraden  69. 

4.  in  einer  mit  der  Erde  bewegten 
Kugelschaale  71. 

— bei  gleitender  Reibung  auf 
schiefer  Ebene  78. 

— auf  rotirendem  Kreisring  79. 

— unter  der  Wirkung  vonSchwerc 
und  Luftwiderstand  81. 

— unter  der  Wirkung  eines  festen 
A ttractionseentrums  92. 
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Bewegung  speciell  unter  der  Wirkung 
einer  mit  dem  Quadrat  der  Entfernung 
indirect  proportionalen  Kraft  97. 
Bewegung  zweier  Massenpunkte 
unter  gegenseitiger  Anziehung 
110. 

— ihre  relative  Bewegung  115. 

— ihre  Bewegung  um  den  Massen- 
mittelpunkt 117. 

— wenn  sie  in  fester  gegenseitiger  Ver- 
bindung stehen  118. 

— wenn  sie  zusammenstossen  119. 
Bewegung  eines  Punktsystcmes 

unter  innern  und  äussern  Kräften  121.  j 

— um  den  Massenmittelpunkt  128. 
Bewegung  eines  starren  Körpers,  i 

Beginn  derselben  aus  der  Ruhe  ISO.  ! 

— um  eine  feste  Axe  189. 

— um  einen  festen  Punkt  227. 

— freie  und  bedingte  247. 

— ebene  249. 

Beispiele:  1.  eine  schwere  Kreis- 
seheibe auf  vollkommen  reibender 
Bahn  250. 

2.  eine  schwere  Kreisscheibe  auf  ho- 
rizontaler Bahn  unter  Einwirkung 
von  gleitender  und  rollender  Rei- 
bung 252. 

Bewegung  einer  idealen  Flüssig- 
keit, Potentialbewegung  342. 

— Wirbelbewegung  371. 

— Potentialbewegung  in  Folge  von 
Wirbeln  381. 

— combinirte  Bewegung  389. 
Bewegung  einer  reibenden  Flüs- 
sigkeit, Potentialbewegung  398. 

— Wirbelbewegung  399. 

— combinirte  Bewegung  400. 

— bei  unendlich  kleiner  Geschwindig- 
keit 404. 

Bewegung  eines  elastischen  Kör- 
pers, Potentialbewegung  442. 

— Drillungsbewegung  443. 

— in  ebenen  Wellen  im  unbegrenzten 
Medium  445. 

— desgl.  bei  einseitiger  Begrenzung  454. 

— desgl.  bei  zweiseitiger  Begrenzung 
462. 

— in  Kugelwellen  469. 

— allgemeinste,  in  einem  unendlichen 
elastischen  Medium  in  Folge  belie- 
biger Anfangszustände  471. 

Bewegung,  transversale,  eines 
gespannten  Fadens  i der  einer 
Saite  445. 

— bei  einseitiger  Begrenzung  459. 

— bei  beiderseitiger  467. 
Bewegungsgleichungen  für  einen 

freien  Massenpunkt  25. 


Bewegungsgleichungen  für  einen 
an  eine  Oberfläche  gebundenen  Punkt 
56. 

— für  einen  an  eine  Curve  gebunde- 
nen Punkt  58. 

— allgemeinste,  für  einen  starren  Kör- 
per 161. 

— speciell  für  einen  um  eine  feste  Axe 
drehbaren  191. 

— desgl.  für  einen  um  einen  festen 
Punkt  drehbaren  227. 

— für  einen  freien  247. 

— für  ebene  Bewegungen  249. 

— allgemeine,  für  nichtstarre 
Körper  300. 

— für  ideale  Flüssigkeiten  312  u.  340. 

— für  reibende  Flüssigkeiten  395. 

— desgl.  bei  unendlich  kleinen  Ge- 
schwindigkeiten 405. 

— für  elastische  isotrope  Körper  441. 

— speciell  für  Potentialdeformationen 
442. 

— desgl.  für  Torsionsdeformationen  *1 43. 

— für  eine  Saite  445. 

Centralkräfte,  ausgehend  von 
einem  festen  Centrum  92. 

— wirkend  nach  dem  Ncwton’sehen 
Gesetz  97. 

— die  unter  allen  Umständen  geschlos- 
sene Bahnen  ergeben  100. 

— zwischen  zwei  freien  Punkten 

110. 

— innerhalb  starrer  Körper  141. 

— innerhalb  nichtstarrer  Körper  293. 

Centrifugalkraft  bei  einem  beweg- 
ten Massenpunkt  24. 

— bei  einem  um  eine  feste  Axe  roti- 
renden  Körper  193. 

— bei  einem  um  einen  festen  Punkt 
rotirenden  Körper  227. 

— ersetzt  die  Rotation  bei  Einführung 
eines  bewegtenCoordinatensystems  5 1 . 

Coefficient  s.  Constante. 

— der  Dilatation,  s.  Dilatation. 

Compon  eilten  von  Geschwindig- 
keiten 7. 

— von  Beschleunigungen  19. 

— von  Kräften,  die  auf  einen  Massen- 
punkt wirken  21. 

— der  auf  einen  bewegten  Punkt  wir- 
kenden Kraft  nach  der  Taugente, 
Haupt-  und  Binormale  der  Bahn  23. 

— dasselbe  bei  bedingter  Bewegung  59. 

— gegeben  durch  das  Potential  im  wei- 
teren Sinne  87. 

— desgl.  durch  das  Potential  im  enge- 
ren Sinne  90. 

— der  Attraction  auf  einen  Körper, 
gegeben  durch  das  Potential  273. 
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Co  mp  on  enten  des  Druckes  in  nicht-  | 
starren  Körpern  294. 

— hydrostatischer  Gesammtdrucke  329. 

Constante,  specifische  155. 

— oder  Coeffieient  der  gleitenden  Rei-  | 
bung  75. 

— der  rollenden  Reibung  253. 

— des  Luftwiderstandes  80. 

— der  innern  Flüssigkeitsreibung  394. 

— der  äussem  Flüssigkeitsreibung  396. 

— der  Elasticität  412. 

Conti nuitätsgleiclmng  312. 

Contraction  eines  austretenden  Flüs- 
sigkeitsstrahles 360. 

— Quer-  oder  Längs-,  eines  elastischen 
Cylinders  in  Folge  von  Druckkräften, 
die  auf  Mantel-  und  Grundflächen 
wirken  425. 

Coordinaten  transformation,  all- 
gemeine, Formeln  dafür  132. 

— für  Kräfte  22  u.  144. 

— für  Drehungen  141. 

— für  Drehungsmomente  148. 

— für  Deformationen  291. 

— für  Druckkräfte  310. 

Cy cloidenpendel  62. 

Cylinder,  starrer,  aufrecht  in  einer 

schweren  Flüssigkeit  schwimmend  337. 

— ruhend  in  einem  Strom  einer  idealen 
Flüssigkeit  359. 

•—  rotirend  in  einer  benetzenden  rei- 
benden Flüssigkeit,  welche  von  einem 
zweiten  Cylinder  begrenzt  ist  408. 

— als  Ilohlraum  in  einem  unendlichen 
elastischen  Medium,  gegen  dessen 
Wand  constante  Drucke  wirken  426. 

— elastischer  Hohl-,  unter  innerem  und 
äusserem  Druck  und  einem  Zug  pa- 
rallel der  Axe  428. 

Dämpfung  von  Schwingungen  eines 
starren  Körpers  um  eine  feste  Axe  197. 

Deformationen,  Definition  285. 

— ihre  Transformation  auf  neue  Coor- 
dinaten 291. 

— ihre  Geschwindigkeiten  392. 

— Potential-,  eines  elastischen  Kör- 
pers 417. 

— homogene  420. 

— Drillungs-  431. 

— combinirte  439. 

Deformationscoefficienten  422. 

Deformationspotential  417. 

Deformationswiderstand  422. 

Dehnungen  nach  drei  zu  einander  j 

normalen  Axen  281. 

Deviationsmomente’,  Definition  162. 

— um  beliebige  Axen,  ausgedrückt 
durch  die  Hauptträgheitsmomente  165. 

Dichte,  Definition  154.  j 


Dichte,  mittlere,  der  Erde  269  u.  277. 

— der  Flüssigkeiten,  abhängig  von 
Druck  und  Temperatur  313. 

— der  Gase  desgl.  313. 

Dilatation  283. 

— Axendehnungen  und  Axenwinkel- 
änderungen  285. 

— einer  Länge  289. 

— einer  Fläche  290. 

— eines  Volumens  290. 

Dilatationscoefficient,  cubischer, 

bei  allseitig  gleichem  Druck  422. 

— der  Längs-  und  Querdilatation  bei 
einseitigem  Druck  425. 

Dilatatiousellipsoide  286. 

Dilatationshauptaxen  287. 

— bei  einer  Potentialbewegung  345. 

— bei  einer  Potentialdeformation  418. 

Dilatationswiderstand  422. 

Dimension,  Definition  5. 

— einer  Geschwindigkeit  5. 

— eines  Impulses  14. 

— einer  Beschleunigung  19. 

— einer  Kraft  20. 

— einer  Arbeit,  lebendigen  Kraft,  eines 
Potentiales,  einer  Energie  92. 

— einer  Dichte  154. 

— eines  specifischen  Gewichtes  155. 

— der  Newton’schcn  Constanten  278. 

— einer  Druckkraft  295. 

— der  Constanten  der  innern  Reibung 
einer  Flüssigkeit  395. 

— desgl.  der  äussem  Reibung  396. 

— der  Elasticitätsconstanten  412. 

Doppelpunkte  350. 

Drehung  eines  starren  Körpers 
135. 

— ihre  Zusammensetzung  und  Zer- 
legung 137. 

— um  eine  feste  Axe  durch  Kräfte  189. 

— desgl.  wenn  die  Kräfte  lineäre 
Functionen  sind  von  Drehungswinkel 
und  Drehungsgeschwindigkeit  194. 

— um  einen  testen  Punkt,  allgemein 

226. 

— desgl.  wenn  keine  Kräfte  wirken  230. 

— desgl.  für  einen  Rotationskörper,  der 
an  einem  Punkt  seiner  Axe  eine  con- 
stante Kraft  erfahrt  239. 

— desgl.  bei  'Anziehung  eines  um  den 
festen  Punkt  kreisenden  Attractions- 
centrums  242. 

— eines  unendlich  kleinen  Be- 
reichs eines  nichtstarren  Kör- 
pers 282. 

Drehungsaxen,  augenblickliche  136. 

— natürliche  192. 

— permanente  192. 

Drehungsgeschwindigkeit  eines 

Massenpunktes  in  seiner  Bahn  18. 
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Drehungsgeschwindigkeit,  resul- 
tirende,  eines  starren  Körpers  um 
einen  festen  Punkt,  wenn  keine 
Kräfte  wirken  232  u.  234. 

— um  die  Normale  zur  in  variabel  n 
Ebene  237. 

— der  Kreiselaxe  um  die  Normale  der 
invariabeln  Ebene  bei  Wirkung  einer 
eonstanten  Kraft  auf  einen  Punkt 
der  Axe  241. 

— desgl.  bei  Anziehung  eines  um  sie 
kreisenden  Attractionscentrums  245. 

Drehungsmoment  einer  Kraft  143. 

— mehrerer  Kräfte  146. 

— um  parallele  Axen  152. 

— seine  empirische  Bestimmung  182  u. 

201. 

— der  Attraction  auf  einen  starren 
Körper,  bestimmt  durch  das  Poten- 
tial 273. 

— der  gegenseitigen  Attraction  zweier 
ferner  Körper  um  die  Verbindungs- 
linie ihrer  Schwerpunkte  276. 

— welches  eine  Kugel  erfährt,  die 
innerhalb  einer  reibenden  Flüssigkeit 
rotirt  407. 

— «hiss,  für  einen  Cylinder  408. 

Drillung  oder  Torsion,  gleichför- 
mige, eines  Cylinders  433. 

Dril lungscoefficient  436. 

Prillungscomponenten  431. 

Drillungsdeformation  431. 

Drillungsfunctionen  431. 

Drillungspotential  432. 

Drillungswiderstand  436. 

Druck  eines  bewegten  Punktes 
gegen  eine  Oberfläche  56. 

— gegen  eine  Curve  58. 

— eines  schweren  Punktes  gegen  eine 
ebene  Curve  61. 

— eines  ruhenden  starren  Kör- 
pers auf  drei  Unterstützungspunkte 
179. 

— eines  um  eine  feste  Axe  rotirenden 
Körpers  gegen  die  Axe  191  u.  192. 

— gesammter,  einer  ruhenden  Flüs- 
sigkeit gegen  eine  geschlossene  Ober-  i 
fläche  329. 

— gegen  ein  Flächenstück  338. 

— eines  Stromes  einer  idealen  Flüssig-  ' 
keit  gegen  eine  ruhende  Kugel  355. 

— desgl.  einer  reibenden  und  benetzen- 
den Flüssigkeit  410. 

— des  Strahles  einer  idealen  Flüssig-  j 
keit  gegen  eine  starre  Oberfläche 
365. 

— desgl.  eines  Gasstrahles  371. 

— hydraulischer,  in  einer  idealen 
Flüssigkeit  862. 

— in  einem  Gas  370. 


Druckänderung  in  einem  Gasometer 
in  Folge  des  Ausströmens  370. 

Druckcomponenten  in  nichtstar- 
ren Körpern  293. 

— ihre  Transformation  auf  andere 
Coordinaten  310. 

Druckcomponenten  in  idealen  Flüs- 
sigkeiten 312. 

— in  reibenden  Flüssigkeiten  394. 

— in  elastischen  festen  Körpern  412. 

— in  elastischen  Flüssigkeiten  412. 

Druckellipsoide  305. 

Ebbe  und  Fluth  327. 

Ebene,  schiefe  62. 

— invariable  125. 

Einheit,  fundamentale  und  abgelei- 
tete 5. 

— Einführung  einer  neuen  6. 

— für  Länge  und  Zeit  3. 

— Geschwindigkeit  5. 

— Masse  14. 

— Impuls  14. 

— Kraft  20. 

Energie  eines  Massenpunktes  unter 
Wirkung  gegebener  Kräfte  89. 

— zweier  sich  anziehender  Massen- 
punkte 115. 

— eines  Punktsystem  es  bei  Einwirkung 
von  äusseren  und  inneren  Kräften 
126. 

Ergiebigkeit  einer  Quelle  oder  Senke 
349. 

Fall,  freier,  unter  der  Wirkung  der 
Schwere  81. 

— auf  rotirender  Erde  47. 

— auf  festen  Curven  60. 

— auf  reibender  schiefer  Ebene  78. 

Fallmasehine  von  Atwood  32. 

— ihre  Theorie  bei  Berücksichtigung 
des  Trägheitsmomentes  der  Rolle,  des 
Gewachtes  des  Fadens  und  der  Axen- 
reibung  195. 

Fallversuch  von  Benzenberg  53. 

Festigkeit  eines  Hohlcylinders  bei 
äusserem  und  innerem  Druck  428. 

Flächen  des  Aus-  und  Eintritts  in 
Flüssigkeiten  342. 

Flächengeschwindigkeit  94. 

Flächenmoment  124. 

Flächensätze  für  einen  Massenpunkt 
unter  der  Wirkung  eines  festen  At- 
tractionscentrums 95. 

— für  zwei  freie  Punkte  114. 

— für  ein  Punktsystem  124. 

Flüssigkeiten,  ideale,  ihr  Gleich- 
gewicht 315. 

— Potentialbewegungen  342. 

— Wirbelbewegungen  371. 
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Flüssigkeiten,  ideale,  combinirte 
Bewegungen  889. 

Flüssigkeiten,  reibende,  ihre  Be- 
wegungen 891. 

— desgl.  bei  unendlich  kleinen  Ge- 
schwindigkeiten 404. 

G e sch w i n d igk ei  t der  gleichförmigen  j 
Bewegung  4. 

— ihre  Zusammensetzung  und  Zer-  j 
legung  7. 

— ihre  plötzliche  Aeuderung  durch 
einen  Impuls  10. 

— bei  beliebiger  Bewegung  16. 
Geschwindigkeitspotential,  Defi- 
nition 342. 

— Werthe  dafür,  abgeleitet  aus  dem 
Newton’schen  Potential  von  Massen- 
punkten 348. 

— desgl.  aus  dem  logarithinischcu  Po- 
tential 356. 

Gewicht,  Definition  32. 

— specifisches,  Definition  155. 
Gleichgewicht  von  Massenpunk- 
ten auf  festen  Oberflächen  oder  Cur- 
ven  73. 

— eines  schweren  Punktes  auf  reiben- 
der schiefer  Ebene  75. 

— desgl.  bei  Einwirkung  einer  con- 
stanten  Kraft  76. 

Gleichgewicht  eines  starren  Kör- 
pers, allgemeine  Bedingungen  172. 
Beispiele:  1.  ein  um  einen  festen 
Punkt  drehbarer  Körper  173. 

2.  desgl.  um  eine  feste  Axe  174. 

3.  ein  in  drei  Punkten  unterstützter 
Körper  179. 

4.  ein  bifilar  aufgehängter  Körper 
180. 

5.  eine  auf  drei  andern  liegende 
schwere  Kugel  unter  Einwirkung 
gleitender  Reibung  183. 

— eines  um  einen  festen  Punkt  dreh- 
baren Körpers  bei  Einwirkung  eines 
Attraetionscentrums  276. 

— desgl.  bei  Einwirkung  eines  an- 
ziehendem starren  Körpers  276. 

Gleichgewicht  von  Flüssigkei- 
ten, allgemeine  Bedingungen  315. 
Beispiele:  1.  Flüssigkeit  unter  der  j 
Wirkung  der  Schwere,  communici-  ! 
rende  Röhren,  Manometer  317. 

2.  unter  der  Anziehung  eines  oder 
mehrerer  fester  Centren  321. 

2.  bei  Einwirkung  von  Rotation  und 
Schwerkraft  323. 

4.  desgl.  von  Rotation  und  Anziehung 
eines  festen  Centrums  325. 

5.  desgl.  von  Rotation  und  Anziehung  ; 
zweier  Centra,  Ebbe  und  Fluth  326.  ! 


Gleichgewicht  elastischer  Kör- 
per, allgemeine  Bedingungen  für 
I ’oten tialdeformationen  418. 
Beispiele:l.  beliebiger  Körper  unter 
allseitig  gleichem  Druck  421. 

2.  eyliudrischer  Körper  bei  verschie- 
denem Druck  gegen  Mantel-  und 
Grundflächen  425. 

3.  rechteckiges  Prisma  bei  verschie- 
denem Druck  gegen  alle  drei 
Flächenpaare  426. 

4.  Hohlcylinder  bei  verschiedenem 
Druck  gegen  innere,  äussere  und 
Grundfläche  428. 

5.  Hohlkugel  bei  verschiedenem  Druck 
auf  innere  und  äussere  Fläche  430. 

— allgemeine  Bedingungen  für  Dril- 
lungsdeformationen  431. 

Beispiele:  1.  gleichförmige  Dril- 
lung eines  Cylinders  433. 

8peciell  bei  elliptischem  Quer- 
schnitt 436. 

2.  Hohlkugel,  deren  äussere  Fläche 
gegen  die  innere  gedreht  ist  438. 

— allgemeine  Bedingungen  für  combi- 
nirte Deformationen  439. 

Beispiel:  ein  unendliches  Medium 

und  eine  in  einem  Punkt  angrei- 
fende Kraft  441. 


Hebelarm  143. 

Hebelgesetz  175. 

Hypothesen,  physikalische,  ihre  Prü- 
fung 2 u.  392. 


Impuls,  Definition  11. 

— Zusammensetzung  und  Zerlegung  12. 

— der  nur  die  Richtung,  aber  nicht  die 
Grösse  der  Geschwindigkeit  ändert  15. 


Körper,  continuirlicher  154. 

— starrer  132. 

— elastischer  410. 

— isotroper  412. 

Kraft,  Definition  20. 

— Zusammensetzung  und  Zerlegung  2 1 . 

— desgl.  speciell  nach  der  Richtung  der 
Tangente,  Haupt-  und  Binormale  der 
Bahn  23. 

— bei  geradliniger  Bewegung  23. 

— bei  krummliniger  mit  constanter 
Geschwindigkeit  23. 

— nur  abhängig  von  Zeit,  Ort  und  Ge- 
schwindigkeit 26. 

— dieselbe  wirksam  auf  verschiedene 
Massenpunkte  29. 

— zerlegt  nach  Tangente,  Haupt-  und 
Binormale  einer  festen  Bahn  59. 
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Gleichgewicht  schwimmender 
Körper,  allgemeine  Bedingungen 
336. 

Beispiel:  ein  aufrecht  schwimmen- 
der Kreiscylinder  337. 

Kraft,  conservative,  deren  Compo- 
nenten  durch  ein  Potential  ausdrück - 
bar  sind  90. 

Kräfte,  auf  einen  starren  Kör- 
per ausgeübt,  verschiebbar  in 
ihrer  Richtung  144. 

— zusammensetzbar  zu  einer  Resulti- 
renden  149. 

— desgl.  zu  einer  Resultirenden  und 
einem  um  deren  Richtung  wirkenden 
Drehungsmoment  151. 

Kraft,  lebendige,  für  einen  Massen- 
punkt 82. 

— für  ein  Punktsystem  126. 

— ihre  Zerlegung  in  innere  und 
äussere  129. 

— für  einen  starren  Körper  169. 

Kräftemittelpunkt  154. 

Kraftlinien  91. 

Kreisel,  sei«  Widerstand  gegen  eine 
Drehung  seiner  Axe  230. 

Kreiselbewegungen  240. 

Kugel  und  Kugelschaalen,  in  con- 
centrischen  Schichten  homogen,  ihr 
Potential  und  ihre  Anziehung  auf 
äussere  und  innere  Punkte  264. 

— ihre  Anziehung  auf  einander  277. 

Kugel,  starre,  ruhend  in  einem 

Strome  ‘ einer  idealen  Flüssigkeit 
852. 

— geradlinig  bewegt  in  einer  im  Un- 
endlichen ruhenden  Flüssigkeit,  die 
eine  Potentialbewegung  besitzt  354. 

— desgl.  wenn  die  Flüssigkeit  Wirbel 
enthält  379. 

— ruhend  in  einer  ebenfalls  im  Un- 
endlichen ruhenden,  im  Endlichen 
bewegten  Flüssigkeit  390. 

— rotirend  in  einer  nach  aussen  un- 
begrenzten oder  durch  eine  concen- 
trische  Kugel  begrenzten  reibenden 
Flüssigkeit  406. 

— geradlinig  fortschreitend  in  einer 
unendlichen  reibenden  Flüssigkeit 
409. 

K u g <0 , gegen  welche  constante  Drucke 
wirken,  als  Begrenzung  eines  Hohl- 
raumes in  einem  unendlichen  elasti- 
schen Medium  429. 

— Hohl-,  elastische  unter  constantem 
äussern  und  innern  Druck  430. 

— elastische,  deformirt  in  Folge  ihrer 
eigenen  Gravitation  430. 

Kugel  wellen  in  einem  unendlichen 
elastischen  Medium  469. 


Luftwiderstand  80. 

— seine  Arbeit  84. 

Manometer  320. 

Masse,  Definition  gleicher  Quantität 
für  verschiedene  Substanzen  13. 

Masse,  specifische,  identisch  mit  Dichte 
155. 

Massenmittelpunkt,  Definition  110. 

— seine  Bewegung  bei  zwei  freien 
Massenpunkten  113. 

— desgl.  bei  einem  Punktsystem  122. 

— desgl.  bei  einem  starren  Körper  248, 
s.  auch  Schwerpunkt. 

Niveaufläche  318. 

Oberfläch  enbedingungen,  allge- 
meine, für  nichtstarre  Körper  292  u. 
302. 

— für  eine  ideale  Flüssigkeit  314. 

— für  eine  reibende  Flüssigkeit  395. 

— für  einen  elastischen  Körper  413. 

— desgl.  für  den  Fall  einer  Potential- 
deformation 419. 

— desgl.  für  den  Fall  der  gleichför- 
migen Drillung  434. 

Parallelogramm  der  Geschwindig- 
keiten 7. 

— der  Kräfte  21. 

Pendel,  einfaches;  Cycloidenpendel 
62. 

— Kreispendel  bei  unendlich  kleinen 
Amplituden  64. 

— sphärisches  desgl.  64. 

— Foucault’sches  71. 

— Fehlerquelle  hierbei  69. 

Pendel,  zusammengesetztes,  be- 
nutzt zur  Bestimmung  der  Be- 
schleunigung durch  die  Schwere  207. 

— Schwingungsdauer  bei  endlicher  Am- 
plitude 208. 

— Beobachtung  der  Schwingungsdauer 
209. 

— Fadenpendel  213. 

— Elimination  von  Inhomogenitäten 
der  Substanz  214. 

— Einfluss  der  Aufhängung  215. 

— Theorie  der  Wirkung  einer  nach 
einem  Kreiscylinder  abgestumpften 
Schneide  216. 

— Einrichtung  von  Besse  1 218. 

— Einfluss  der  Luft  220. 

— Reversionspendel  221. 

— Elimination  der  Abstumpfung  der 
Axenschneiden  223. 

j — Justiren  224. 

i — Elimination  des  Einflusses  der  Luft 
225. 
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Phase  einer  Oseillation  27. 

Piezometer,  seine  Theorie  423. 

Potential,  im  weiteren  und  engeren 
Sinne  87. 

— Bedingung  für  Existenz  des  letzte- 
ren 88. 

— seine  Eigenschaften  90. 

— der  Centralkräfte  93. 

Potential  der  Newton’seheu  At- 

tractiou  einzelner  Massenpunkte  97. 

— räumlich  vertheilter  Massen  auf 
ferne  Punkte  258. 

— desgl.  auf  unendlich  nahe  Punkte 
262. 

— von  in  concentrischen  Schichten 
homogenen  Kugeln  und  Kugel- 
schaalen  auf  äussere  und  innere 
Punkte  264. 

— der  Wechselwirkung  zweier  räum- 
licher Massen  271. 

— desgl.  für  zwei  einander  ferne  Massen 
274. 

— desgl.  für  zwei  Kugeln  oder  Kugel- 
sehaalen 277. 

Potential  Newton’sches,  einzel- 
ner und  gepaarter  Massen- 
unkte,  benutzt  zur  Ableitung  von 
eschwindigkeifcspotentialen  für  ide- 
ale Flüssigkeiten  348. 

— ebenso  von  Wirbelfunctionen  378. 

— angewandt  zur  Ableitung  von  De- 
formationspotentialen für  elastische 
Körper  429. 

— ebenso  von  Drillungspotentialen 
438. 

Potential,  logarithmisches,  ein- 
zelner und  gepaarter  Punkte, 
benutzt  zur  Ableitung  von  Geschwin- 
digkeitspotentialen 356. 

— euenso  von  Wirbelfunctionen  380. 

— angewandt  zur  Ableitung  von  De- 
formationspotentialen für  elastische 
Körper  427. 

Potentialbewegung  einer  idealen 
Flüssigkeit  342. 

— desgl.  in  Folge  von  Wirbeln  381. 

— einer  reibenden  Flüssigkeit  399. 

Potentialflächen  für  Kräftepoten- 
tiale 91. 

— der  Attraction  räumlich  ausgedehn- 
ter Massen  auf  ferne  Punkte  262. 

— für  Geschwindigkeitspotentiale  344. 

— für  Deformationspotentiale  417. 

Präcession  245. 

Pr  in  ein  der  Gleichheit  von  Wirkung 
und  Gegenwirkung  112. 

— der  communicirenden  Röhren  317. 

Punkt,  materieller  1. 

— Frage,  wann  ein  Körper  als  mate- 
rieller Punkt  zu  behandeln  ist  248. 

Voigt,  Elem.  Mechanik. 


Quellen  und  Senken  im  Raume 
348. 

— in  der  Ebene  357. 

— in  der  Ebene,  reciprok  zu  Wirbel- 
punkten 384. 

Quellpaare  im  Raume  350. 

— äquivalent  mit  unendlich  kleinen 
Wirbelringen  383. 

— in  der  Ebene  357. 

— äquivalent  mit  Wirbelpaaren  385. 

Quercontraction  und  Dilatation 

eines  cylindrischen  elastischen  Kör- 
pers 425. 

React ionsdruck  fester  Oberflächen 
56. 

— fester  Curven  58. 

— eines  Flüssigkeitsstrahles  363. 

— eines  Gasstrahles  371. 

Reflexion,  normale,  ebener  Wellen 

in  einem  unendlichen  elastischen  Me- 
dium an  einer  ebenen  festen  Wand 
454. 

— desgl.  an  einer  ebenen  freien  Ober- 
fläche 459. 

— von  Seilwellen  an  dem  Befesti- 
gungspunkt 459. 

Reibung,  gleitende,  von  starren 
Körpern  an  festen  Bahnen  74. 

— vollkommene  250. 

— rollende  253. 

— innere  von  Flüssigkeiten  391. 

— äussere  von  Flüssigkeiten,  anein- 
ander oder  an  festen  Wänden  395. 

Repräsentanten  7. 

Röhre,  communicirende  319. 

Rotation  s.  Drehung. 

Rotationsinoment  einesWirbels  376. 

Saite,  allgemeine  Gleichungen  ihrer 
Bewegung  445. 

— unbegrenzte  452. 

— einseitig  befestigte  459. 

— beiderseitig  befestigte  462. 

Scalaren  4. 

Schraubenbewegung  140. 

Schwere,  ihre  Beschleunigung  32. 

— deren  Bestimmung  mittelst  des  Pen- 
dels 207. 

— und  Gravitation  104. 

— auf  den  Mond  wirkend  108. 

— ihre  Aenderung  an  der  Erdober- 
fläche 268  u.  270. 

Schwerpunkt  oder  Massenmittel- 
punkt, Definition  154. 

— für  ein  System  von  in  ihren  Enden 
verbundenen  homogenen  Geraden  156. 

— für  homogene  Polygone  und  daraus 
zusammengefügte  Gebilde  157. 

— für  homogene  Polyöder  157. 
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Schwerpunkt  oder  Massenmittel- 
unkt für  einen  homogenen  Kreis- 
ogen  157. 

— für  ein  homogenes  Kugelflächenseg- 
ment 158. 

— für  einen  homogenen  Kugelsector 
159. 

— Einfluss  einer  Inhomogenität  159. 

Schwingungen  in  einem  elasti- 
schen Medium,  transversale  und 
longitudinale  451. 

— fortschreitende  Sinusschwingungen 
452. 

— stehende  Sinus-schwingungen  453. 

Schwingungsdauer  des  Cycloiden- 

pendels  62. 

— des  Kreispendels  bei  unendlich  klei- 
ner Amplitude  64. 

— desgl.  bei  endlicher  Amplitude 
208. 

— Methoden  zu  ihrer  Beobachtung 
210. 

— von  Wellen  in  einem  durch  zwei  pa- 
rallele Ebenen  begrenzten  elastischen 
Medium,  allgemein  465. 

— bei  speeieller  Erregung  467. 

— von  offenen  und  gedeckten  Pfeifen 
467. 

— von  Saiten  467. 

Schwingungsknoten  und  Bäuche 
bei  stehenden  Sinusschwingungen 
466. 

Senken  und  Quellen  348;  s.  auch 
Quellen. 

S ta b i 1 i tä t d e 8 G 1 e i c h ge  w i c h ts  von 
Massenpunkten  auf  festen  Oberflächen 
und  Curven  74. 

— eines  Punktes  unter  der  Wirkung  | 
eines  Potentiales  92. 

— eines  starren  Körpers  desgl.  273. 

— eines  auf  einer  Flüssigkeit  schwim- 
menden schweren  Körpers  334. 

Stoss  zweier  Massenpunkte  119. 

— desgl.  zweier  Punktsysteme  130. 

— zweier  weicher  Körper  131. 

Stoss  oder  Druck  eines  Flüssigkeits- 
strahles 365. 

— eines  Gasstrahles  371. 

Strömung  einer  reibenden  Flüssigkeit 

in  einer  Spalte  401. 

— desgl.  in  einem  offenen  Canal  402. 

— desgl.  in  einem  Hohlcylinder  403. 

Stromcurven  oder  -linien  341. 

Stromfäden  341. 


Theorie  der  Waage  175. 

— der  bifilaren  Aufhängung  unter 
Rücksicht  auf  die  Drillung  der  Fäden 
180. 


' Theorie  der  Atwood’schen  Fall- 
maschine unter  Rücksicht  auf  das 
Trägheitsmoment  der  Rolle,  das  Ge- 
wicht des  Fadens  und  die  Axenrei- 
bung  195. 

— gedämpfter  Schwingungen  bei  klei- 
ner Amplitude  197. 

— der  Anwendung  des  Pendels  zur 
Bestimmung  der  Beschleunigung 
durch  die  Schwere  207. 

— des  Piözometers  423. 

Torsion  s.  Drillung. 

Trägheit  2 

Trägheitsmoment  eines  starren 
Körpers,  Definition  162. 

— eines  zusammengesetzten  Körpers 
162 

Trägheitsmoment  eines  starren 
Körpers,  um  verschiedene  Axeu 
durch  einen  Punkt  163. 

— um  parallele  Axen  165. 

— für  eine  homogene  Kreisscheibe  167. 

— für  einen  Kreiscy linder  167. 

— für  eine  Kugel  168. 

— für  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  168. 

— seine  empirische  Bestimmung  201. 

Veetoren  4. 

Verrückung,  allgemeinste,  eines  star- 
ren Körpers  132. 

— ihre  Zerlegung  in  Verschiebungen 
und  Drehungen  138. 

— allgemeinste  stetige,  eines  nicht- 
starren  Körpers  279. 

— ihre  Zerlegung  in  Verschiebungen, 
Drehungen  und  Dehnungen  280. 

Verschiebungen  eines  starren  Kör- 
pers 134. 

— ihre  Zusammensetzung  und  Zer- 
legung 138. 

Waage,  ihre  Theorie  175. 

— Elimination  der  Axenreibung  206. 
Wellen,  ebene,  in  einem  unend- 
lichen elastischen  Medium, 
ihre  Erregung  und  Fortpflanzung, 
wenn  keine  Begrenzung  vorhanden 
ist  445. 

— ihr  Verhalten,  wenn  an  einer  paral- 
lelen Ebene  die  Verrückung  gegeben 
ist  454. 

— desgl.  wenn  daselbst  die  Spannung 
oder  die  äussere  Druckkraft  gegeben 
ist  459. 

— desgl.  wenn  das  Medium  durch  zwei 
parallele  Ebenen  begrenzt  ist  462. 

— Kugel-  469. 

Wirbel  in  idealen  Flüssigkeiten  371. 

— in  reibenden  Flüssigkeiten  399. 
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WirbeLeomponenten  371. 

— Werthe  dafür,  entwickelt  aus  dem 
N e w t o »sehen  Potential  von  Massen- 
punkten .378. 

— ebenso  aus  dem  logarithmischen 
Potential  380. 

Wirbelfäden  und  -linien,  Defini- 
tion 374. 

— geradlinige  parallele  mit  eonstanter 
Rotationsgeschwindigkeit  377. 

— kreisförmige,  mit  auf  concentri- 
trischen  Kugeln  eonstanter  Geschwin- 
digkeit 378. 

— desgl.  auf  coaxialen  Kreiscy lindern 
380. 

— geschlossene,  in  Meridianebenen  lie- 
gende 380. 

— geradlinige,  normal  zu  einer  Axe 
stehende  381. 

— geradlinige  parallele  bewegen  sich 
gegenseitig  386. 

Wirbelfunctionen  376. 

— ihre  Eigenschaften  ausserhalb  des 
mit  Wirbeln  erfüllten  Raumes  381. 

Wirbelpaare  in  der  Ebene  äquiva- 
- lent  mit  Quellpaaren  385. 


Wirbelringe,  unendlich  kleine,  im 
Raume  äquivalent  mit  Quellpaaren 
383. 

Wurf,  verticaler  33. 

— schiefer  46. 

— auf  rotirender  Erde  47. 


Zerlegung  der  lebendigen  Kraft  eines 
Punktsystems  129. 

— unendlich  kleiner  Verrückungen 
eines  starren  Körpers  134. 

— unendlich  kleiner  stetiger  Ver- 
rückungen eines  nichtstarren  Kör- 
pers 280. 

Zerlegung  undZusammensetzung 
von  gleichförmigen  Geschwindig- 
keiten 7. 

— von  Impulsen  12. 

— von  Beschleunigungen  19. 

— von  Kräften  21. 

— von  Drehungen  137. 

— von  Drehungsmomenten  141. 

Zusammensetzung  von  Kräften,  die 

auf  einen  starren  Körper  wirken 
149. 


Satzfehler. 


S.  9 Z.  15  v.  u.  muss  die  zweite  Formel  lauten: 

y%  __  v 8mq>t 

sin  (q>,  + <p?) 

8.  29  Z.  9 v.  u.  ist  t0  durch  t zu  ersetzen. 

S.  113  Z.  9 v.  u.  muss  stehen  „dritten“  statt  „zweiten“. 

8.  122  Z.  4 v.  u.  muss  stehen  „Massenmittelpunktes“  statt  „Schwerpunktes“. 

S.  126  Z.  12  v.  o.  muss  (100')  stehen  statt  (98'). 

S.  126  Z.  15  v.  o.  ist  dt  zu  streichen. 

S.  295  Z.  15  v.  o.  fehlt  die  Bezeichnung  der  Formel  (1 9"'). 

S.  314  Z.  15  u.  16  v.  o.  muss  C,  an  Stelle  von  C'  stehen. 

S.  384  ist  der  Anfang  des  Z.  11  v.  u.  beginnenden  Satzes  besser  so  zu 
formulieren: 

„Bei  ebenen  Bewegungen  einer  unendlichen  Flüssigkeit  sind  die  Probleme 
einzelner  Quellen  und  einzelner  Wirbel  insofern  reciprok  zu  einander,  als, 
wenn  man  die  Quellen  so  mit  Wirbeln  vertauscht,  dass  . . .“. 
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Verbesserungen. 


S;  28,  Z.  14  und  1 G v.  u.  lies  a M statt  a. 

S.  83,  Z.  10  v.  u.  setze  2C  an  Stelle  von  C.  * 

S.  33,  Z.  15  v.  u.  setze  2g  an  Stelle  von  g. 

S.  33,  Z.  1 v.  u.  ersetze  die  letzte  Formel  (38)  durch: 


S.  38  ist  nach  Z.  20  von  oben  c inzuschalten: 

„Hier,  wie  weiterhin,  ist  mit  / der  natürliche  Logarithmus 
bezeichnet“,  und  dieser  Satz  dafür  S.  40,  Z.  20  v.  o.  zu 
streichen. 


„ist  der  zweite  Theil  von  der  Geschwindigkeit  unabhängig, 
so  lässt  er  sich  als“. 

S.  71,  Z.  7 v.  u.  lies  — L für  L, 

S.  71,  Z.  5 v.  u.  ebenso  — n für  n. 

S.  78,  Z.  10  v.  o.  lies  „horizontaler“  statt  „ebener“. 

S.  113,  Z.  9 v.  u.  lies  „dritten“  statt  „ersten“. 

S.  116,  Z.  15  v.  u.  fehlt  nach  nt"  das  Zeichen  .... 

S.  119,  Z.  19  v.  o.  lies  „Massenmittelpunktes“  statt  „Schwerpunktes“. 

S.  128,  Z.  2 v.  u.  lies  „Massenmittelpunkt“  statt  „Schwerpunkt“. 

S.  129,  Z.  2 v.  o.  desgl. 

S.  130,  Z.  8 v.  u.  lies  120  statt  20. 

S.  131  ist  in  System  (107)  U und  V zu  vertauschen. 

S.  108,  Z.  13  v.  o.  lies  (R-—  statt  {lV—  *.*). 

S.  179,  Z.  3 v.  u.  lies  (x,tyx  — yAxx)  statt  (**?/,— 

S.  195,  Z.  0 v.  o.  lies  q>  + a/b  statt  </>. 

8.  203,  Z.  10  v.  u.  lies  sin p ru  statt  sin  r„. 

8.  210,  Z.  21  v.  o.  lies  „ein  System  linearer  Gleichungen“  statt 

„Gleichungssystem“. 

S.  227,  Z.  9 v.  u.  lies: 

„Körper  sind  die  doppelten  Geschwindigkeiten  der  Flächen- 
momente“. , 

8.  229,  Z.  11  v.  u.  lies  / statt 

8.  229,  Z.  10  v.  u.  lies  «'  statt'/. 

S.  229,  Z.  8 v.  u.  lies  „A-Axe“  statt  „C-Axe“. 


S.  59,  Z.  5 v.  u.  lies: 


S.  233,  Z.  19  v.  u.  lies  (13'")  statt  (13"). 

8.  235,  Z.  13  und  14  v.  u.  ist  A und  C vertauscht. 
8.  249,  Z.  4 v.  u.  lies  H,',  statt  H'. 

8.  382,  Z.  5 v.  u.  lies  w,  v,  w statt  U,  V,  M' 

8.  398,  Z.  5 v.  u.  lies  + a-V statt  + a I . 

S.  418,  *Z.  1 v.  u.  lies  — Const.  statt  d<p  = 0. 


(/>*)  (Pi) 


(Pi)  ( Pt) 

8.  484,  Z.  4 v.  o.  lies  „ersten“  statt  „zweiten“. 
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